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1 Prehled

1.1 Obecna uloha

Obecnou tlohou matematické optimalizace rozumime tilohu maximum
¢i minimum funkce f na mnoziné M, kde f je obecnd funkce. f se nazyva
ucéelovd nebo cilovd. M se nazyva mnoZinou piipustnijch feseni. Kazdy
prvek x € M se nazyva pripustnym rteSenim. Takové xg € M;Vx €
M; f(xo) > f(x) se nazyva optimdlnim tTesenim.

1.2 Déleni uloh
Dle spojitosti:

e Diskrétni —esi se v kombinatorice, mohou mit koneé¢né mnoho moznosti.

e Spojité — funkce vétsinou redlné proménné.
Dle deterministi¢nosti:

e Deterministické

e Stochastické — obsahuji néjaké ndhodné proménné. Resf statistika.
Dle volnosti:

e S volnym extrémem — mnozina M neni definovana, hleda se na
celém prostoru. Hled4 se jinak, nez u vazanych.

e S vazanym extrémem — omezené mnozinou M.

— Linedarni.

— Nelinedrni — konvexni (¢asto kvadratické), zobecnéné konvexni a
specialni nekonvexni.

— Dynamické — kazdé podieseni optimalniho feseni je také optimalni.
Rozhodovaci proces, hledd posloupnost. Diskrétni.

— Optimaliza¢ni procesy — Totéz, ale spojité.

— Teorie her — nékdo je protivnik.

— Semiinfinitni programovani.
Lze udélat nadstavby:

— Celociselné programovani — nékteré parametry jsou diskrétni.

— Parametrické programovani



— Vicekriterialni

Pozorovani 1 .
max f(x) = min — f(z)

Tedy, mohu se zabyvat pouze jednim z tohoto.

o Néekdy je potreba operovat se supremem ¢i infimem.

1.3 Volny extrémem

Hleddm min {f(z); 2z € R™}.
Pouzivaji se metody newtenova, kvazinewtenova. Vyuziva se v penalizacnich
a bariérovych metodach.

Penalizac¢ni je tak, ze se jde ,,zven¢i“ mnoziny M, penalizuji za to, ze jsem
venku, takze ¢asem dojdu dovnitf. Bariérova metoda tika, ze za¢nu nékde
uvniti a nesmim M opustit.

1.4 Linearni programovani

Hleddm minimum:

m]vi[n{C'Tm,C' ER"} M = {z e R" Az < (>,=)b, A € R™""™;b e R™}

Ulohou Linedrniho programovdnt v rovihicovém tvaru rozumime tlohu:

mA}n{CTa:} , M={rcR" Az =0b,x>0},AcR""
h(A)=m,1em<n,b>0,C eR"

Ulohou Linedrniho programovdani v normdlnim tvaru rozumime:

mj\}n{CTﬂ;},M:{zER";Ame,bZ0},A€Rm+”,b€Rm,C€Rn

1.4.1 Simplexova metoda

Vychézi z toho, ze néjaké optimalni feSeni, pokud existuje, tak je alespon v
jednom z vrcholi mnohosténu. Za¢nu v nékterém vrcholu, posouvam se na
ty lepsi a lepsi, az ho najdu.



1.4.2 Duadlni simplexova metoda

Rest dvé dudlni dlohy zaroven. Vezmu bézicka (nemusi byt pifpustna) fesen,
ale musi davat stejnou funkéni hodnotu. Ménim tak dlouho, nez dostanu
pripustnd feSeni, protoze jsou stejnd, musi to byt optimum.

Véta 1 FEuxistuje-li reSent, je ho dosaZeno alespon v jednom wvrcholu kon-
vexniho polyedru M.

1.5 Konvexni programovani

Hleddm minyy f(z); f(z) je konvexni funkce:

M={zeR"gj(x)<0;j€l...n}

g; jsou podminky, je jich koneéné mnoho. Zajistuji konvexnost mnoziny.
Veéta 2 Kazdé lokdInd minimum konvexni funkce je absolutnim minimem.

Zobecnéné, kvazikonvexni, explicitné kvazikonvexni a pseudokonvexni funkce
jsou takové, ze plati stejnd (nebo podobnd) véta.

Pouzivaji se gradientni metody (téz zndmé jako metody piipustnych sméri)
— jdu ,,z kopce“, dokud je to doli. Vzdy najdu smér, kam se vydam a jak
daleko.

Déle jsou metody seénych nadrovin — spoc¢itdm funkéni hodnotu, vzdy od-
seknu nadrovinou néco, kde se optimum nemuze nachéazet.

1.6 Celociselné programovani

Nem4d oddélenou teorii, stavi nad linedrnim a nelinedrnim programovanim.

Pouzivaji se se¢né nadroviny, zapomenu na celo¢iselnost, kdyz to nevyslo,
tak ofiznu tak, aby mi zbyly celociselné, ale ne toto.

Metoda vétveni a mezi — simplexovou metodou, kdyz najdu néco neceloc¢iselného,
vynecham ¢isla mezi, rozdélim na dvé mnoziny.

1.7 Parametrické programovani

Vysledna funkce zavisi na néjakém parametru.

Rozdéli se na obory stability (kdy se vysledek x neméni v zdvislosti na
parametru).



1.8 Vicekriterialni optimalizace

maxyy f (z), kde f je vektorové funkce.

xg € M je eficientni, pokud Ax € M, ktery by byl alespon tak dobry ve
vSech slozkach a alespon v jedné je lepsi. Nemusi byt vSechny.

Pristup kompromisniho feSeni ohodnoti f pomoci néjaké skalarni funkce a
fesi se ta obvyklym zpusobem.

1.9 Dynamické programovani

Predmétem zkoumani jsou diskrétni rozhodovaci procesy.

r%afo (1,22, .., Tp)

n

Nékolikrat za sebou se rozhoduji. Hleddm posloupnost prvka. Mam dva
druhy proménnych — stavové (popisuji aktudlni situaci) a rozhodovaci (po-
pisuji rozhodnuti).

Véta 3 (Bellmanuv princip optimality) KaZdd podstrategie optimdlni
strategie je také optimdlni

1.10 Optimaliza¢ni procesy

Spojité rozhodovaci procesy. Nerozhoduje se v danych bodech, ale stale.

1.11 Teorie her
Je jesté protihrac. Napf. maticovd hra dvou hraca s nulovym souctem — co

vyhraje jeden, prohraje ten druhy. Vzdy existuje pro oba hrice optimalni
strategie, ptiméa souvislost s principem duality v linearnim programovanim.

1.12 Semiinfinitni programovani
max Clz, M € {R"[a(t) < b(t)},t € T CR™, a(t) € R",b(t) <R,C € R"

T je obvykle kompaktni a konvexni.

Problém je, zZe je zde nekone¢né mnoho omezeni.



2 Linearni programovani

Uvazujeme ulohu v rovnicovém tvaru.

m]vi[nC’Tx,M:{xGR";Ax:b,:L'Z0},C€R",b€Rm,A€RmX”,h(A):m,lgmgn

Tedy 3 konecny pocet (alespon 1) Ap € R™*™ reguldrni. Vezmeme libovol-
nou Ap. Potom muzeme piepsat tlohu:

A= (Ap,AnN)

Stejnym zpusobem rozdélime x = (zp,zy),C = (Cp,CN).

Protoze Aprp+Anzny = b= 25 = Aglb—ATBlANxN =dy—Dzxn, C};:L’X—i-
ij\;x]\/ = Cg(do —D.TN) —i—C]j\}:BN = ngo—{— (CN —CED):CN ==cp+ (CN —
ZN).’L'N.

Zname-li libovolné bazické feseni B, d4 se piepsat na tvar:

mjvi[n {Co+ (Cn — ZN)E, M = {(zp,zN) ;x5 = dy — Dz, > 0,25 > 0}}

V simplexové metodé je vidy Ag = I,, jednotkové matice. Bud méame stésti
a je tam a nebo je tfeba ji vyrobit.

Vychozi tabulka

S o O

oo O =
ol—= O O
8| @ 9
82 @ 9
8l @

_CO

0
1
0
0
a je matice Ay, x jsou cy — Zy,.

Veéta 4 Plati-li C,, — Z,, > 0 v kazdé sloZce, potom prislusné bdzické reseni
x=(zp,xN), xp = do,xn = 0 je optimdlnd.

Véta 5 Fuxistuje-li index | € N tak, Ze prislusné C, — Z, < 0 ad; <0 v
kazdé sloZce, potom neexistuje TeSent ulohy.

Véta 6 Nejsou-li splnény predpoklady[4) anild, potom oznacime-li Cs—Zg =
min Cj — ijEN

ming, s {d‘jios} = g:g, dostaneme po transformaci tabulky s pivotem d,.s

nové pripustné veseni (v, z'y),CTa’ < 1.



Mam koneény pocet bazi, ale pii transformaci muze zustat stejnd hodnota
cilové funkce, muze vzniknout degenerace a cyklus.

2.1 Pripad degenerace a cyklu
Piipustné bézické teseni (rp,rn) nazveme degenerovanym, jestlize exis-
tuje alesponi jeden index p € B tak, ze x, = 0.

Rikdme, 7e pii simplexové metodé dochézi k degeneraci, jestlize alespon
jedno pripustné bazické feseni je degenerované. Podle transformaéniho vzorce
plati (—¢g) = —co— W. Pokud d,q, pak se nezméni funkéni hodnota.
Muze se to zacyklit. '

Degenerace nemusi vzdy nutné znamenat cyklus.

2.1.1 Blandovo pravidlo

S8
=]

Definujeme-li s jako s = min{l € N;C; — z; < 0} ar = min {p € B;min{ngj

b=}

sy

Potom pii aplikaci simplexové metody nedojde k cyklu.

2.1.2 e-modifikovana utloha

. PPN e C e , d
znacnosti vybéru klicového fadku. Plati-li, Ze ming, - {% = dro — LO} a
T

Degenerace muze vzniknout bud zaddnim (nékteré b, = 0) nebo nejedno-
2 ]

0 p— pu—

s drs dps

zvolim-li d,s za pivota.

Zménim mnozinu feSeni tak, ze M, = {a: eER" Ar =b+ Ae,x > 0,¢e = (e, e e, ... ,em)}
za predpokladu, ze A = (EAy). Tim zajistim, ze degenerace nevznikne v

zadani ani v prubéhu.

V praxi se to déld tak, ze kdyz nemam jednoznacné urcen klicovy radek,

tvofime minima z podili prvkua prvniho sloupce tabulky k prvkam klicového

sloupce, které pripadaji v ivahu na pivota. Pokud jesté néco zbude, pifejdu

k dalsimu sloupci a tak déle.

2.2 Mnozina vSech optimalnich feSeni

Mnozinu M = {xz € M:;miny; CTz = CT.%Z'} nazveme mnozinou vsech
optimalnich feSeni.

Poznamka 1 Pokud zndme jedno optimdini FeSeni xg s hodnotou cilové
funkce CTxy = Cy, potom miizu zapsat mnozinu MOPt = {:c eM;CTz = C’g}.



Véta 7 Jsou-li x1,x0 dvé riznd optimdlni Tesent dlohy linedrniho progra-
movdni, potom kazdy bod usecky (x1,x2) je také optimdlnim resenim.

Dukaz:
CTxy = CTxy = Cy, plati Vo € (21, 12):

CTe = C'Azp+ (1 — N)xo)
)\CTxl + (1 — )\)CTxQ
()\—i-l—)\)Co:Co

Tvrzeni 1 M°P je rovna uzdvéru stény M urcité dimenze.

Necht jsme ziskali optiméln{ feSeni xy simplexovou metodou a posledni ta-
bulka je tvaru:

Véta 8 MP' = {zx € M;x; =0;j € J}. J jsou indexy, kde dole vyjde cislo
> 0.

Dukaz:
Rozepsanim pfes sumu.

Disledek 1 Pokud vsechna Cj — z; > 0, potom je xo jedingm optimdlnim
resenim.

Poznamka 2 Pokud v posledni (optimdlni) tabulce mdame néjaké Cj — z; =
0,5 € N, potom zkousime zvolit prislusny sloupec za klicovy.

e Najdeme-li pivota (existuje ve sloupci alespori jedna kladnd hodnota),

oznacme ho drj, potom nové pripustné bdzické reseni md hodnotu
o (ej—z;)-dro
dr;

cilové funkce —cy = —co , tedy hodnota optimdini funkce

zustala zachovdna, dostali jsme tedy nové optimdini Tesent.

Pozor, kdyby nastala degenerace, muzu zistat ve stejném vrcholu.

e Neezistuje-li pivot (Vd;; < 0). Potom neomezend hrana

{x e R"; 2 = z9+td;;t > 0}
predstavuje optimdlni Tesend.

o Konvexni kombinact ziskanijch dalsich optimdlnich Teseni najdeme cdst
mnoZiny MOPt.



2.3 Revidovana simplexova metoda

Chceme se zbavit jednotkové matice v tabulce. Pti kazdé transformaci vznikne
jeden nejednotkovy sloupec, ale jeden se zase vyrobi. Tyto lze ignorovat.
Budu si pamatovat, ktery sloupec je ktery ,,puvodni* index — které proménné
odpovida.

Nejprve se bude transformovat klicovy sloupec. Na misté pivota bude jeho
prevrdcend hodnota. Ostatni prvky sloupce délime —p (p je pivot).

Ostatni prvky tabulky zpracujeme jako u obyc¢ejné simplexové metody. Je
tfeba sledovat, ktera proménna to je.

2.4 Vypocetni slozitost simplexové metody

Jeden krok se spocita jednoduse. Tedy mé zajima pocet krok.

e Lze odhadnout < K >
m

e Hledame nejvétsi ubytek hodnoty cilové funkce. Pti transformaci ta-
bulky v libovolném kroku dostaneme nové

(Cs - rs) : drO

~Ch=—Co— ——

Za klicovy sloupec by mél byt bran takovy, pro ktery plati min., ;<o {
Pomalé na zjistovani.
e Muzu pouzit ming, .;<o(cj; — 2;). Redlné to u praktickych problému

pocet kroku nezavisi na poc¢tu proménny a pohybuje se mezi 2m az
3m.

Odhady fikaji, ze P(n,m) < maT - (m+1)"- 2.7 (14 ). V praxi byva
mnohem lepsi.

2.5 Teoreticky rychlejsi metody

Pokusy vytvorit polynomialni algoritmy, prakticky jsou pomalé.

2.5.1 Chaciova elipsova mateda
Sestroji se elipsoid obsahujici mnozinu pfipustnych feSeni, vezme se polo-

vina, kde M lezi. Pak se sestroji dalsi elipsoid uvniti této poloviny. Délam
to tak dlouho, az najdu stfed elipsoidu uvniti M.

10

(Cj_zj)'dr(j)o

dr(j);

3



2.5.2 Karmankarova

Vytvoril se simplex, uvnitt se opsala nadkoule M, cilova funkce se promitla
na nadkouli, opét se sestrojil simplex, etc.

2.6 Dualni simplexova metoda
2.6.1 Princip duality

Méme primarni ulohu v zdkladnim tvaru:
HﬁXCTﬁ,Ml ={rx eR" Az <bjz >0},C € Rn,A e R™" be R™
1
Poté tloha:
minb’y, My = {y € R™; ATy > C,y > 0}
2

je této ekvivalentni.

Lemma 1 Jsou-li My, My # (), potom Ya € My,y € My;clz < bTy.

Dikaz:
Néjaké x a y existuji.

Véta 9 (Princip duality) Tyto dlohy maji stejnd optimdlni reSend.

Disledek 2 Rowvnost funkénich hodnot plati prdvé pro optimdini FeSend.
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