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1 Přehled

1.1 Obecná úloha

Obecnou úlohou matematické optimalizace rozumı́me úlohu maximum
či minimum funkce f na množině M , kde f je obecná funkce. f se nazývá
účelová nebo ćılová.M se nazývámnožinou př́ıpustných řešeńı. Každý
prvek x ∈ M se nazývá př́ıpustným řešeńım. Takové x0 ∈ M ; ∀x ∈
M ; f(x0) ≥ f(x) se nazývá optimálńım řešeńım.

1.2 Děleńı úloh

Dle spojitosti:

• Diskrétńı – řeš́ı se v kombinatorice, mohou mı́t konečně mnoho možnost́ı.

• Spojité – funkce většinou reálné proměnné.

Dle determinističnosti:

• Deterministické

• Stochastické – obsahuj́ı nějaké náhodné proměnné. Řeš́ı statistika.

Dle volnosti:

• S volným extrémem – množina M neńı definovaná, hledá se na
celém prostoru. Hledá se jinak, než u vázaných.

• S vázaným extrémem – omezené množinou M .

– Lineárńı.

– Nelineárńı – konvexńı (často kvadratické), zobecněné konvexńı a
speciálńı nekonvexńı.

– Dynamické – každé podřešeńı optimálńıho řešeńı je také optimálńı.
Rozhodovaćı proces, hledá posloupnost. Diskrétńı.

– Optimalizačńı procesy – Totéž, ale spojité.

– Teorie her – někdo je protivńık.

– Semiinfinitńı programováńı.

Lze udělat nadstavby:

– Celoč́ıselné programováńı – některé parametry jsou diskrétńı.

– Parametrické programováńı
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– Vı́cekriteriálńı

Pozorováńı 1 •
max f(x) = min−f(x)

Tedy, mohu se zabývat pouze jedńım z tohoto.

• Někdy je potřeba operovat se supremem či infimem.

1.3 Volný extrémem

Hledám min {f(x);x ∈ R
n}.

Použ́ıvaj́ı se metody newtenova, kvazinewtenova. Využ́ıvá se v penalizačńıch
a bariérových metodách.

Penalizačńı je tak, že se jde
”
zvenč́ı“ množiny M , penalizuji za to, že jsem

venku, takže časem dojdu dovnitř. Bariérová metoda ř́ıká, že začnu někde
uvnitř a nesmı́m M opustit.

1.4 Lineárńı programováńı

Hledám minimum:

min
M

{

CTx,C ∈ R
n
}

,M =
{

x ∈ R
n;Ax ≤ (≥,=)b, A ∈ R

m+n; b ∈ R
m
}

Úlohou Lineárńıho programováńı v rovnicovém tvaru rozumı́me úlohu:

min
M

{

CTx
}

, M = {x ∈ R
n;Ax = b, x ≥ 0} , A ∈ R

m+n,

h(A) = m, 1 ∈ m < n, b ≥ 0, C ∈ R
n

Úlohou Lineárńıho programováńı v normálńım tvaru rozumı́me:

min
M

{

CTx
}

,M = {x ∈ R
n;Ax ≤ b, b ≥ 0} , A ∈ R

m+n, b ∈ R
m, C ∈ Rn

1.4.1 Simplexová metoda

Vycháźı z toho, že nějaké optimálńı řešeńı, pokud existuje, tak je alespoň v
jednom z vrchol̊u mnohostěnu. Začnu v některém vrcholu, posouvám se na
ty lepš́ı a lepš́ı, až ho najdu.
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1.4.2 Duálńı simplexová metoda

Řeš́ı dvě duálńı úlohy zároveň. Vezmu bázická (nemuśı být př́ıpustná) řešeńı,
ale muśı dávat stejnou funkčńı hodnotu. Měńım tak dlouho, než dostanu
př́ıpustná řešeńı, protože jsou stejná, muśı to být optimum.

Věta 1 Existuje-li řešeńı, je ho dosaženo alespoň v jednom vrcholu kon-
vexńıho polyedru M .

1.5 Konvexńı programováńı

Hledám minM f(x); f(x) je konvexńı funkce:

M = {x ∈ R
n; gj(x) ≤ 0; j ∈ 1 . . . n}

gj jsou podmı́nky, je jich konečně mnoho. Zajǐst’uj́ı konvexnost množiny.

Věta 2 Každé lokálńı minimum konvexńı funkce je absolutńım minimem.

Zobecněné, kvazikonvexńı, explicitně kvazikonvexńı a pseudokonvexńı funkce
jsou takové, že plat́ı stejná (nebo podobná) věta.

Použ́ıvaj́ı se gradientńı metody (též známé jako metody př́ıpustných směr̊u)
– jdu

”
z kopce“, dokud je to dol̊u. Vždy najdu směr, kam se vydám a jak

daleko.

Dále jsou metody sečných nadrovin – spoč́ıtám funkčńı hodnotu, vždy od-
seknu nadrovinou něco, kde se optimum nemůže nacházet.

1.6 Celoč́ıselné programováńı

Nemá oddělenou teorii, stav́ı nad lineárńım a nelineárńım programováńım.

Použ́ıvaj́ı se sečné nadroviny, zapomenu na celoč́ıselnost, když to nevyšlo,
tak oř́ıznu tak, aby mi zbyly celoč́ıselné, ale ne toto.

Metoda větveńı a meźı – simplexovou metodou, když najdu něco neceloč́ıselného,
vynechám č́ısla mezi, rozděĺım na dvě množiny.

1.7 Parametrické programováńı

Výsledná funkce záviśı na nějakém parametru.

Rozděĺı se na obory stability (kdy se výsledek x neměńı v závislosti na
parametru).
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1.8 Vı́cekriteriálńı optimalizace

maxM f (x), kde f je vektorová funkce.

x0 ∈ M je eficientńı, pokud 6 ∃x ∈ M , který by byl alespoň tak dobrý ve
všech složkách a alespoň v jedné je lepš́ı. Nemuśı být všechny.

Př́ıstup kompromisńıho řešeńı ohodnot́ı f pomoćı nějaké skalárńı funkce a
řeš́ı se ta obvyklým zp̊usobem.

1.9 Dynamické programováńı

Předmětem zkoumáńı jsou diskrétńı rozhodovaćı procesy.

max
Pn

fN (x1, x2, . . . , xn)

Několikrát za sebou se rozhoduji. Hledám posloupnost prvk̊u. Mám dva
druhy proměnných – stavové (popisuj́ı aktuálńı situaci) a rozhodovaćı (po-
pisuj́ı rozhodnut́ı).

Věta 3 (Bellman̊uv princip optimality) Každá podstrategie optimálńı
strategie je také optimálńı

1.10 Optimalizačńı procesy

Spojité rozhodovaćı procesy. Nerozhoduje se v daných bodech, ale stále.

1.11 Teorie her

Je ještě protihráč. Např. maticová hra dvou hráč̊u s nulovým součtem – co
vyhraje jeden, prohraje ten druhý. Vždy existuje pro oba hráče optimálńı
strategie, př́ımá souvislost s principem duality v lineárńım programováńım.

1.12 Semiinfinitńı programováńı

max
M

Ctx,M ∈ {Rn|a(t) ≤ b(t)} , t ∈ T ⊆ R
m, a(t) ∈ R

n, b(t) ≤ R, C ∈ R
n

T je obvykle kompaktńı a konvexńı.

Problém je, že je zde nekonečně mnoho omezeńı.
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2 Lineárńı programováńı

Uvažujeme úlohu v rovnicovém tvaru.

min
M

CTx,M = {x ∈ R
n;Ax = b, x ≥ 0} , C ∈ R

n, b ∈ R
m, A ∈ R

m×n, h(A) = m, 1 ≤ m ≤ n

Tedy ∃ konečný počet (alespoň 1) AB ∈ R
m×m regulárńı. Vezmeme libovol-

nou AB. Potom můžeme přepsat úlohu:

A = (AB, AN )

Stejným zp̊usobem rozděĺıme x = (xB, xN ) , C = (CB, CN ).

Protože ABxB+ANxN = b ⇒ xB = A−1
B b−A−1

B ANxN = d0−DxN , CT
BxX+

CT
NxN ≡ CT

B(d0−DxN )+CT
NxN = CT

Bd0+(CN −CT
BD)xN =≡ c0+(CN −

ZN )xN .

Známe-li libovolné bázické řešeńı B, dá se přepsat na tvar:

min
M

{

C0 + (CN − ZN )T ,M = {(xB, xN ) ;xB = d0 −Dxn ≥ o, xN ≥ 0}
}

V simplexové metodě je vždy AB = In jednotková matice. Bud’ máme štěst́ı
a je tam a nebo je třeba ji vyrobit.

Výchoźı tabulka

1 0 0 a a a b

0 1 0 a a a b

0 0 1 a a a b

0 0 0 x x x −c0

a je matice An, x jsou cN − Zn.

Věta 4 Plat́ı-li Cn − Zn ≥ 0 v každé složce, potom př́ıslušné bázické řešeńı
x = (xB, xN ), xB = d0, xN = 0 je optimálńı.

Věta 5 Existuje-li index l ∈ N tak, že př́ıslušné Cn − Zn ≤ 0 a dl ≤ 0 v
každé složce, potom neexistuje řešeńı úlohy.

Věta 6 Nejsou-li splněny předpoklady 4 ani 5, potom označ́ıme-li CS−ZS =
minCj − zjj∈N

minds>0

{

di0
di−s

}

≡ dr0
drs

, dostaneme po transformaci tabulky s pivotem drs

nové př́ıpustné řešeńı (x′B, x
′
N ), CTx′ ≤ CTx.
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Mám konečný počet báźı, ale při transformaci může z̊ustat stejná hodnota
ćılové funkce, může vzniknout degenerace a cyklus.

2.1 Př́ıpad degenerace a cyklu

Př́ıpustné bázické řešeńı (xB, xN ) nazveme degenerovaným, jestliže exis-
tuje alespoň jeden index p ∈ B tak, že xp = 0.

Ř́ıkáme, že při simplexové metodě docháźı k degeneraci, jestliže alespoň
jedno př́ıpustné bázické řešeńı je degenerované. Podle transformačńıho vzorce
plat́ı (−c0)

′ = −c0−
(cs−zs)·dr0

drs
. Pokud dr0, pak se nezměńı funkčńı hodnota.

Může se to zacyklit.

Degenerace nemuśı vždy nutně znamenat cyklus.

2.1.1 Blandovo pravidlo

Definujeme-li s jako s ≡ min {l ∈ N ;Cl − zl < 0} a r ≡ min
{

p ∈ B; min
{

di0
dis

}

=
dp0
dps

}

.

Potom při aplikaci simplexové metody nedojde k cyklu.

2.1.2 ǫ-modifikovaná úloha

Degenerace může vzniknout bud’ zadáńım (některé bl = 0) nebo nejedno-

značnost́ı výběru kĺıčového řádku. Plat́ı-li, že mindis>0

{

di0
dis

= dr0
drs

=
dp0
dps

}

a

zvoĺım-li drs za pivota.

Změńım množinu řešeńı tak, žeMǫ =
{

x ∈ R
n;Ax = b+Aǫ, x ≥ 0, ǫ =

(

ǫ, ǫ2, ǫ3, . . . , ǫm
)}

za předpokladu, že A = (EAN ). T́ım zajist́ım, že degenerace nevznikne v
zadáńı ani v pr̊uběhu.

V praxi se to dělá tak, že když nemám jednoznačně určen kĺıčový řádek,
tvoř́ıme minima z pod́ıl̊u prvk̊u prvńıho sloupce tabulky k prvk̊um kĺıčového
sloupce, které připadaj́ı v úvahu na pivota. Pokud ještě něco zbude, přejdu
k daľśımu sloupci a tak dále.

2.2 Množina všech optimálńıch řešeńı

Množinu Mopt =
{

xi ∈ M ; minM CTx = CTxi
}

nazveme množinou všech
optimálńıch řešeńı.

Poznámka 1 Pokud známe jedno optimálńı řešeńı x0 s hodnotou ćılové
funkce CTx0 = C0, potom m̊užu zapsat množinu Mopt =

{

x ∈ M ;CTx = C0

}

.
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Věta 7 Jsou-li x1, x2 dvě r̊uzná optimálńı řešeńı úlohy lineárńıho progra-
mováńı, potom každý bod úsečky (x1, x2) je také optimálńım řešeńım.

Důkaz:
CTx1 = CTx2 = C0, plat́ı ∀x ∈ (x1, x2):

CTx = Ct(λx1 + (1− λ)x2)

= λCTx1 + (1− λ)CTx2

= (λ+ 1− λ)C0 = C0

-

Tvrzeńı 1 Mopt je rovna uzávěru stěny M určité dimenze.

Necht’ jsme źıskali optimálńı řešeńı x0 simplexovou metodou a posledńı ta-
bulka je tvaru:

Věta 8 Mopt = {x ∈ M ;xj = 0; j ∈ J}. J jsou indexy, kde dole vyjde č́ıslo
> 0.

Důkaz:
Rozepsáńım přes sumu.

-

Důsledek 1 Pokud všechna Cj − zj > 0, potom je x0 jediným optimálńım
řešeńım.

Poznámka 2 Pokud v posledńı (optimálńı) tabulce máme nějaké Cj − zj =
0, j ∈ N , potom zkouš́ıme zvolit př́ıslušný sloupec za kĺıčový.

• Najdeme-li pivota (existuje ve sloupci alespoň jedna kladná hodnota),
označme ho drj, potom nové př́ıpustné bázické řešeńı má hodnotu

ćılové funkce −c′0 = −c0 −
(cj−zj)·dr0

drj
, tedy hodnota optimálńı funkce

z̊ustala zachována, dostali jsme tedy nové optimálńı řešeńı.

Pozor, kdyby nastala degenerace, m̊užu z̊ustat ve stejném vrcholu.

• Neexistuje-li pivot (∀dij ≤ 0). Potom neomezená hrana

{x ∈ R
n;x = x0 + tdj ; t ≥ 0}

představuje optimálńı řešeńı.

• Konvexńı kombinaćı źıskaných daľśıch optimálńıch řešeńı najdeme část
množiny Mopt.
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2.3 Revidovaná simplexová metoda

Chceme se zbavit jednotkové matice v tabulce. Při každé transformaci vznikne
jeden nejednotkový sloupec, ale jeden se zase vyrob́ı. Tyto lze ignorovat.
Budu si pamatovat, který sloupec je který

”
p̊uvodńı“ index – které proměnné

odpov́ıdá.

Nejprve se bude transformovat kĺıčový sloupec. Na mı́stě pivota bude jeho
převrácená hodnota. Ostatńı prvky sloupce děĺıme −p (p je pivot).

Ostatńı prvky tabulky zpracujeme jako u obyčejné simplexové metody. Je
třeba sledovat, která proměnná to je.

2.4 Výpočetńı složitost simplexové metody

Jeden krok se spoč́ıtá jednoduše. Tedy mě zaj́ımá počet krok̊u.

• Lze odhadnout

(

n

m

)

.

• Hledáme největš́ı úbytek hodnoty ćılové funkce. Při transformaci ta-
bulky v libovolném kroku dostaneme nové

−C ′
0 = −C0 −

(cs − rs) · dr0
drs

Za kĺıčový sloupec by měl být brán takový, pro který plat́ı mincj−zj<0

{

(cj−zj)·dr(j)0
dr(j)j

}

.

Pomalé na zjǐst’ováńı.

• Můžu použ́ıt mincj−zj<0(cj − zj). Reálně to u praktických problémů
počet krok̊u nezáviśı na počtu proměnný a pohybuje se mezi 2m až
3m.

Odhady ř́ıkaj́ı, že P (n,m) ≤ m
1

n−1 · (m+ 1)n · 2
5 · π · (1 + eπ

2 ). V praxi bývá
mnohem lepš́ı.

2.5 Teoreticky rychleǰśı metody

Pokusy vytvořit polynomiálńı algoritmy, prakticky jsou pomalé.

2.5.1 Chačiova elipsová mateda

Sestroj́ı se elipsoid obsahuj́ıćı množinu př́ıpustných řešeńı, vezme se polo-
vina, kde M lež́ı. Pak se sestroj́ı daľśı elipsoid uvnitř této poloviny. Dělám
to tak dlouho, až najdu střed elipsoidu uvnitř M .
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2.5.2 Karmankarova

Vytvořil se simplex, uvnitř se opsala nadkoule M , ćılová funkce se promı́tla
na nadkouli, opět se sestrojil simplex, etc.

2.6 Duálńı simplexová metoda

2.6.1 Princip duality

Máme primárńı úlohu v základńım tvaru:

max
M1

CTx,M1 = {x ∈ R
n;Ax ≤ b;x ≥ 0} , C ∈ Rn,A ∈ R

m×n, b ∈ R
m

Poté úloha:

min
M2

bT y,M2 =
{

y ∈ R
m;AT y ≥ C, y ≥ 0

}

je této ekvivalentńı.

Lemma 1 Jsou-li M1,M2 6= ∅, potom ∀x ∈ M1, y ∈ M2; c
Tx ≤ bT y.

Důkaz:
Nějaké x a y existuj́ı.

-

Věta 9 (Princip duality) Tyto úlohy maj́ı stejná optimálńı řešeńı.

Důsledek 2 Rovnost funkčńıch hodnot plat́ı právě pro optimálńı řešeńı.
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