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1 Úvod

1.1 Multikomoditńı toky

Máme v́ıce stok̊u a zdroj̊u. Dvě možnosti – chceme maximalizovat jen součet
všech tok̊u (součtový) a nebo máme nějaký požadavek na procenta/velikost
nebo tak (souběžný). Při sńıžeńı počtu komodit na jednu oboje degraduje na
obyčejný tok. Lze je řešit pomoćı lineárńıho programováńı. Řezové problémy
k tomu nejsou v př́ımé dualitě.

Souviśı s reálnými problémy (logistika) a s grafovými parametry (např́ıklad
s expanźı grafu).

Budeme použ́ıvat lineárńı programováńı, semidefinitńı programováńı, geo-
metrii, pravděpodobnostńı metodu a vnořováńı metrických prostor̊u.

1.2 Toky omezené délky

Normálńı toky neuvažuj́ı délku cesty. Tady si délku nějak omeźıme. Také
přestane platit dualita, někdy je NP-těžké poč́ıtat ten tok, řez vždycky.

1.3 Vı́cecestné toky

Jsou n-tice hranově disjunktńıch cest, vždy po celé této n-tici muśı téct
stejně (odolnost proti výpadk̊um śıtě – aby nešlo jen tak přehlodat jednu
kĺıčovou hranu).

1.4 Celoč́ıselné toky

U těchto speciálńıch tok̊u již ztráćıme tu hezkou vlastnost, že vždycky na
celoč́ıselných kapacitách vycháźı celoč́ıselné výsledky.

2 Multikomoditńı součtové toky

Na vstupu máme graf G = (V,E), je neorientovaný a c : E → R
+ jsou

kapacity hran. Potom jsou komodity (s1, t1), (s2, t2), . . . , (sk, tk) jsou komo-
dity a dvojice zdroj-spotřebič. Potom Pi si označ́ıme množinu všech cest z
si do pi. Dále vezmeme P =

⋃k
i=1 Pi. Samozřejmě nesmı́me překročit kapa-

citu hran. Když pust́ım proti sobě r̊uzné komodity, potom se sč́ıtaj́ı. Tedy,
∑

p:e∈p fp ≤ c(e), fp ≥ 0. Chceme maximalizovat součet jednotlivých tok̊u.

Můžeme převést na lineárńı programováńı tak, že zavedeme pravidla pro
vrcholy, pro kapacity hran a fungujeme na jednotlivých komoditách.

2



2.1 Multikomoditńı řež

Chceme naj́ıt nějakou množinu hran takovou, že po odebráńı nebude žádná
dvojice (si, ti) sd́ılet stejnou komponentu. Snaž́ıme se minimalizovat součet
kapacit hran v tomto řezu.

Pro každou hranu máme proměnnou o hodnotě bud’ x(e) ∈ {0, 1}. Chceme
minimalizovat

∑

x(e) · c(e) a ∀p ∈ P ;
∑

e∈p x(e) ≥ 1. Ale chceme celoč́ıselné
řešeńı. Tyto problémy jsou k sobě skoro duálńı (po úpravě, že hrana může
mı́t větš́ı hodnotu, než 1). Potřebujeme ale celoč́ıselné řešeńı – jak moc se
lǐśı?

Algoritmus 1 (Algoritmus potvrzuj́ıćı řez):

Vezmu si V = V a e = 1. Dokud V obsahuje nějaké si a ti, tak najdeme
nějaké Ve ⊆ V , která je separuje. Potom z V odeberu Ve, k e přičtu 1.

Jinými slovy, toto rozděluje graf na části a vypisujeme všechny hrany, které
cestuj́ı mezi komponentami.

,

Vyřeš́ıme duálńı úlohu lineárńıho programováńı.Bx(si, r) := {v ∈ V |dx(si, v) ≤ r},
kde dx(si, v) je délka nejkratš́ı cesty z si do v. Objem Vx(si, r) = Φ

k
+

∑

e=(u,v)∈E,u,v∈Bx(si,r)
+
∑

ze zbytku hran podle toho, jaká délka zbývá
(tedy, objem potrub́ı do vzdálenosti r od si). Φ je celkový objem systému.
Cx(si, r) je součet kapacit přes hrany, které vedou z té koule ven. Fixujme
si a budeme objem považovat za funkci poloměru. Tato je neklesaj́ıćı. Je po
částech spojitá, je nespojitá jen v tolika bodech, kolik máme vrchol̊u.

Lemma 1 Existuje poloměr r < 0.5 takový, že velikost toho řezu v̊uči veli-
kosti potrub́ı je nejvýše 2 · log 2 · k.

K čemu nám toto pomůže? Najdeme dvojici si, ti a aplikujeme lemma,
vyndáme správně velkou kouli a pokračujeme. Celkově neodebereme určitě
v́ıce než 2Φ kouĺı.

Správné r budeme hledat taková, která jsou mezi vrcholy – ve spojitých
částech.

Algoritmus nalezne 4 · ln 2k aproximaci minimálńıho multikomoditńıho řezu.

Určitě multitok je vždy ≤ multǐrez. Opačný odhad lze vźıt z předchoźıho
algoritmu.
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2.2 Souběžný multitok a multǐrez

Máme graf, máme kapacity, máme komodity (každá má zdroj, stok a požadavek,
kolik chce protéct). Kromě obvyklých požadavk̊u chceme také, aby byly
požadavky dodrženy rovnoměrně (tedy, třeba všechny na 35%).

Tok lze opět vyřešit lineárńım programem. Pro podmnožinu vrchol̊u S ⊆
V (G) označ́ıme δ(S) množinu všech hran, které vedou ven z S, tedy {{u, v} ∈ E(G); |{u, v} ∩ S| = 1}.
I(S) jsou indexy komodit, které odebráńı S rozpoj́ı.

Pro S ⊆ V je hustota je:

∑

e∈δ(S) c(e)
∑

i∈I(S) di

Hledáme nějaký řez s co nejmenš́ı hustotou.

Pozorováńı 1 Pro nezáporná č́ısla a1, . . . , an a kladná č́ısla b1, . . . , bn plat́ı:

min
i

ai

bi
≤

∑

aj
∑

bj

Když I ⊆ 1, . . . , k,D(I) =
∑

i∈S D(i) budeme značit součet požadavk̊u
vybraných komodit. D bude součet všech a H(D) bude D-té harmonické
č́ıslo.

Vybereme si množinu index̊u, že požavadek té komodity je velký, tedy ale-
spoň 1

D(I)·H(D) . Poté najdeme nejmenš́ı multǐrez pro tyto komodity.

Najdeme ho tak, že seřad́ıme požadavky dle velikosti a začneme brát od těch
největš́ıch, pokaždé kontrolovat, jestli to ještě jde.

2.2.1 Lepš́ı algoritmus řezu

Označ́ıme d(u, v) délku nejkratš́ı cesty mezi vrcholy u, v.

Budeme předpakládat, že nejklatš́ı cesta mezi dvěma vrcholy vede po př́ımé
hraně (pokud taková existuje) a požadavek každé komodity je roven délce
nejklatš́ı hrany.

To, že toto můžeme udělat, dokážeme sporem, předpokládejme, že máme
nějaké optimálńı řešeńı, které nesplňuje to prvńı. Vezmeme nejmenš́ı takové,
které porušuje co nejméně. Můžeme upravit délku hrany, aniž bychom to
porušili. T́ım podmı́nku neporuš́ıme, protože tam byla jiná cesta.

Určitě muśı platit, že y(i) ≥ d(si, ti), protože jinak to porušuje podmı́nku,
ale pak to můžu přenastavit na rovnost.

Tedy, na to řešeńı lze nahĺıžet jako na metrický prostor.
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Lemma 2 Necht’ f : V → R
d pro nějaké d a necht’ x(e) = |f(u)− f(v)|l1 a

pro y(i) = |f(s1)− s(ti)|l1 a spoč́ıtejme β =
∑k

i=1 di · y(i). Potom tvrd́ıme,

že
(

x
β
, y
β

)

je řešeńı pro lineárńı program duálńı k tomu tokovému.

Lemma 3 Necht’ (x, y) je řešeńı indukované zobrazeńım f : V → R
d (jako v

minulém lemmatu). Pak lze v polynomiálńım čase naj́ıt řez S ⊆ V s hustotou
ρ(S) ≤

∑

c(e) · x(e).

Důkaz:
Pro dané f si označme µ(u, v) := |f(u)− f(v)|l1 . Pro každou podmnožinu
vrchol̊u S ⊆ V definujme ∀u, v ∈ V µs(u, v) ∈ {0, 1}, podle toho jestli je
právě jeden uvnitř. Ř́ıká se tomu řezová pseudometrika.

Lemma 4 Existuj́ı konstanty λs ≥ 0 pro každou podmnožinu ťz ∀u, v ∈
V ;µ(u, v) =

∑

S⊆V λsµs(u, v). Nav́ıc množina nenulových λs je nejvýše n·d,
kde d je dimenze prostoru, n je počet vrchol̊u.

Důkaz:
Uvažme př́ıspěvek prvńı souřadnice do µ. Oč́ıslujme vrcholy V podle prvńı
souřadnice. Označme S(l) = {v1, . . . , vl}. Vezmeme vrcholy vi, vj , i < j.

-

-

Lemma 5 Pro libovolné př́ıpustné řešeńı (x, y) lze sestrojit zobrazeńı f :
V → R

d, že indukuje řešeńı (x, y) s vlastnost́ı
∑

c(e) · x(e), které je nejvýše
O(log k) krát horš́ı, než účelová funkce (x, y).

Tvrzeńı 1 Existuje polynomiálńı pravděpodobnostńı algoritmus, který na-
jde O(log k) aproximaci nejřidš́ıho řezu.

Lemma 6 Pro libovolné př́ıpustné řešeńı (X,Y ) lze v polynomiálńım čase
sestrojit vnořeńı f : V → R

d, které indukuje řešeńı (X ′, Y ′) takové, že
hodnota účelové funkce se zhorš́ı max. o O(log k).

Předpokládejme, že každému vrcholu dáme jen jednu souřadnici (vnořujeme
do R

1) a zobraźıme ho min dx(u, v). Vzdálenost tedy bude nejvýše tak velká,
jako p̊uvodńı. Když budeme zobrazovat do d dimenzionálńı, potom nám
vyjde maximálně d krát větš́ı.

Nakonec to vyjde, že narostou nejvýše log2 k a alespoň log k.
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3 Poč́ıtáńı lineárńıho programováńı

3.1 Simplexový algoritmus

Máme program, který má exponenciálně proměnných. To mı́rně komplikuje
situaci, potřebujeme si stav lépe pamatovat. Budeme si pamatovat jen ty
proměnné, které nejsou 0 a těch bude mnohem méně.

Vyjde to lépe, než si ten program udělat tak, že máme proměnné pro hrany
a komodity a podmı́nky pro každý vrchol (což má polynomiálně mnoho), ale
v praxi se tamto minulé lépe

”
komprimuje“.
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