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1 Uvod

1.1 Multikomoditni toky

Mame vice stoku a zdroju. Dvé moznosti — chceme maximalizovat jen soucet
vSech toku (souctovy) a nebo mame néjaky pozadavek na procenta/velikost
nebo tak (soubézny). Pii snizeni po¢tu komodit na jednu oboje degraduje na
obyéejny tok. Lze je fesit pomoci linedrniho programovani. Rezové problémy
k tomu nejsou v ptimé dualiteé.

Souvisi s redlnymi problémy (logistika) a s grafovymi parametry (napiiklad
s expanzi grafu).

Budeme pouzivat linedrni programovani, semidefinitni programovani, geo-
metrii, pravdépodobnostni metodu a vnorovani metrickych prostori.

1.2 Toky omezené délky

Normalni toky neuvazuji délku cesty. Tady si délku néjak omezime. Také
prestane platit dualita, nékdy je NP-tézké pocitat ten tok, fez vzdycky.

1.3 Vicecestné toky

Jsou n-tice hranové disjunktnich cest, vzdy po celé této n-tici musi téct
stejné (odolnost proti vypadkum sité — aby neslo jen tak prehlodat jednu
klicovou hranu).

1.4 Celociselné toky

U téchto specidlnich toku jiz ztracime tu hezkou vlastnost, ze vzdycky na
celociselnych kapacitach vychazi celociselné vysledky.

2 Multikomoditni souctové toky

Na vstupu mame graf G = (V, E), je neorientovany a ¢ : £ — RT jsou
kapacity hran. Potom jsou komodity (s1,t1), (s2,%2), ..., (Sk, tx) jsou komo-
dity a dvojice zdroj-spotfebi¢. Potom P; si ozna¢ime mnozinu vSech cest z
s; do p;. Déle vezmeme P = Ule P;. Samoziejmé nesmime piekrocit kapa-
citu hran. Kdyz pustim proti sobé ruzné komodity, potom se s¢itaji. Tedy,
Zp: eepIp < c(e), fp > 0. Chceme maximalizovat soucet jednotlivych toku.

Muzeme pfevést na linedrni programovani tak, ze zavedeme pravidla pro
vrcholy, pro kapacity hran a fungujeme na jednotlivych komoditach.



2.1 Multikomoditni rez

Chceme najit néjakou mnozinu hran takovou, ze po odebrani nebude zadna
dvojice (s;,t;) sdilet stejnou komponentu. Snazime se minimalizovat soucet
kapacit hran v tomto fezu.

Pro kazdou hranu mdme proménnou o hodnoté bud z(e) € {0,1}. Chceme
minimalizovat z(e) - c(e) a Vp € P; 3 ., x(e) > 1. Ale chceme celociselné
feseni. Tyto problémy jsou k sobé skoro dudlni (po dpravé, Ze hrana muze
mit vétsi hodnotu, nez 1). Potfebujeme ale celo¢iselné feseni — jak moc se
lisi?

Algoritmus 1 (Algoritmus potvrzujici fez):

Vezmu si V = V a e = 1. Dokud V obsahuje néjaké s; a t;, tak najdeme
néjaké V., C V, ktera je separuje. Potom z V odeberu V,, k e pri¢tu 1.

Jinymi slovy, toto rozdéluje graf na ¢asti a vypisujeme vSechny hrany, které
cestuji mezi komponentami.

®©

Vyftesime dudlni ulohu linedrniho programovéni. By (s;, 1) := {v € V|dx(ss,v) <7},
kde d;(s;,v) je délka nejkratsi cesty z s; do v. Objem V,(s;,r) = % +
Ze:(u,v)EE,u,veBw(si,r) + > ze zbytku hran podle toho, jakd délka zbyva
(tedy, objem potrubi do vzdélenosti r od s;). ® je celkovy objem systému.
Cy(s;,7) je soucet kapacit ptres hrany, které vedou z té koule ven. Fixujme

s; a budeme objem povazovat za funkci poloméru. Tato je neklesajici. Je po
Castech spojitd, je nespojitd jen v tolika bodech, kolik mame vrcholu.

Lemma 1 FEzistuje polomér r < 0.5 takovy, Ze velikost toho Tezu vici veli-
kosti potrubi je nejvyse 2 -log2 - k.

K ¢emu nam toto pomuze? Najdeme dvojici s;,t; a aplikujeme lemma,
vyndame spravné velkou kouli a pokracujeme. Celkové neodebereme urcité
vice nez 2P kouli.

Spravné r budeme hledat takova, ktera jsou mezi vrcholy — ve spojitych
Castech.

Algoritmus nalezne 4 -In 2k aproximaci miniméalniho multikomoditniho fezu.

Urcité multitok je vzdy < multifez. Opacny odhad lze vzit z pfedchoziho
algoritmu.



2.2 Soubézny multitok a multitez

Méme graf, mame kapacity, mame komodity (kazdd ma zdroj, stok a pozadavek,
kolik chece protéct). Kromé obvyklych pozadavku chceme také, aby byly
pozadavky dodrzeny rovnomérné (tedy, tfeba vSechny na 35%).

Tok lze opét vyfesit linedrnim programem. Pro podmnozinu vrchola S C
V(G) oznacime 0(S) mnozinu vSech hran, které vedou ven z S, tedy {{u,v} € E(G);|{u,v} NS| =1}.
I(S) jsou indexy komodit, které odebrani S rozpoji.

Pro S CV je hustota je:

>icr(s) di

Hleddame néjaky ez s co nejmensi hustotou.

Pozorovani 1 Pro nezdipornd ¢isla aq, ..., a, a kladnd ¢isla by, ..., b, plati:

mjn% < 2.9

i b, T ij
Kdyz I € 1,...,k,D(I) = > ,cgD(i) budeme znacit soucet pozadavku
vybranych komodit. D bude soucet viech a H(D) bude D-té harmonické
¢islo.

Vybereme si mnozinu indext, ze pozavadek té komodity je velky, tedy ale-
spon m. Poté najdeme nejmensi multifez pro tyto komodity.

Najdeme ho tak, ze sefadime pozadavky dle velikosti a za¢neme brat od téch
nejvétsich, pokazdé kontrolovat, jestli to jesté jde.

2.2.1 Lepsi algoritmus fezu

Oznacime d(u,v) délku nejkratsi cesty mezi vrcholy u, v.

Budeme piedpaklddat, ze nejklatsi cesta mezi dvéma vrcholy vede po piimé
hrané (pokud takova existuje) a pozadavek kazdé komodity je roven délce
nejklatsi hrany.

To, ze toto muzeme udélat, dokdzeme sporem, predpoklddejme, ze mame
néjaké optimélni feseni, které nespliiuje to prvni. Vezmeme nejmensi takové,
které porusuje co nejméné. Muzeme upravit délku hrany, aniz bychom to
porusili. Tim podminku neporusime, protoze tam byla jina cesta.

Urcité musi platit, ze y(i) > d(s;,t;), protoze jinak to porusuje podminku,
ale pak to muzu prenastavit na rovnost.

Tedy, na to TeSeni lze nahlizet jako na metricky prostor.



Lemma 2 Necht f:V — R? pro néjaké d a necht z(e) = |f(u) — f(v)],, a
pro y(i) = [f(s1) — s(ti)];, a spocitejme B = Zle d; - y(i). Potom turdime,

Ze (%, %) je tesend pro linedrni program dudlni k tomu tokovému.

Lemma 3 Necht (x,y) je feient indukované zobrazenim f : V — R? (jako v
minulém lemmatu). Pak lze v polynomidlnim case najit ez S C V' s hustotou

p(S) <3 cle) - x(e).

Dikaz:

Pro dané f si oznacme p(u,v) := |f(u) — f(v)];,- Pro kazdou podmnozinu
vrcholu S C V definujme Yu,v € V' pug(u,v) € {0,1}, podle toho jestli je
pravé jeden uvnitf. Rikd se tomu fezova pseudometrika.

Lemma 4 FExistuji konstanty As > 0 pro kaZdou podmmnozZinu tZ Yu,v €
Vip(u,v) =Y gey Astis(u, v). Navic mnoZina nenulovyjch A je nejugse n-d,
kde d je dimenze prostoru, n je pocet vrcholi.

Dikaz:
Uvazme ptispévek prvni souradnice do p. Oc¢islujme vrcholy V' podle prvni
soufadnice. Oznacme S(I) = {v1,...,v;}. Vezmeme vrcholy v;,vj,7 < j.
(-]
-]

Lemma 5 Pro libovolné pripustné reSeni (x,y) lze sestrojit zobrazeni f :
V — R%, Ze indukuje vesent (T,7) s vlastnosti > c(e) - T(e), které je nejvyse
O(log k) krdat horsi, nez ucelovd funkce (x,y).

Tvrzeni 1 FExistuje polynomidlni pravdépodobnostni algoritmus, ktery na-
jde O(log k) aprozimaci nejridsiho rezu.

Lemma 6 Pro libovolné pripustné reseni (X,Y) lze v polynomidlnim case
sestrojit vnoteni f : V. — RY, které indukuje teseni (X',Y') takové, ze
hodnota icelové funkce se zhorsi maz. o O(logk).

Predpokladejme, ze kazdému vrcholu dame jen jednu soufadnici (vnofujeme
do R') a zobrazime ho min d,(u, v). Vzdalenost tedy bude nejvyse tak velka,
jako puvodni. Kdyz budeme zobrazovat do d dimenziondlni, potom nam
vyjde maximalné d krat veétsi.

Nakonec to vyjde, ze narostou nejvyse log? k a alespon log k.



3 Pocitani linearniho programovani

3.1 Simplexovy algoritmus

Mame program, ktery ma exponencialné proménnych. To mirné komplikuje
situaci, potiebujeme si stav 1épe pamatovat. Budeme si pamatovat jen ty
proménné, které nejsou 0 a téch bude mnohem méné.

Vyjde to lépe, nez si ten program udélat tak, ze mame proménné pro hrany
a komodity a podminky pro kazdy vrchol (coz ma polynomidlné mnoho), ale
v praxi se tamto minulé 1épe , komprimuje“.
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