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1 Grafy omezené stromové š́ı̌rky

Stromový rozklad G je strom T kde Xi ∈ VT ⇒ Xi ⊆ V (G). Dále, pro
∀(v1, v2) ∈ E(G)∃Xi; v1 ∈ Xi ∧ z2 ∈ Xi a když zafixuji v ∈ V (G) potom
∀Xi; v ∈ Xi je souvislý podstrom.

Mı́sto posledńıho je možné brát že je-li Xk na cestě mezi Xi a Xj ⇒ Xi ∩
Xj ⊆ Xk.

Š́ıřka rozkladu T je maxXi − 1.

Stromová š́ıřka je minimálńı š́ı̌rka rozkladu přes všechny rozklady (jeden
graf může mı́t v́ıce rozklad̊u, rozklad kde jedinýX1 obsahuje všechny vrcholy
určitě existuje).

Stromová š́ı̌rka grafu je nejvýše 1 ⇔ G je les.

Stromová š́ı̌rka grafu je nejvýše 2 ⇔ G je podgrafem sériově-paralelńıho
grafu (což je totéž, jako že nemá K4.

Pokud H je podgraf G, potom tw(H) ≤ tw(G).

Pokud G obsahuje Kn, potom stromový rozklad je alespoň n− 1.

∀(Xi, Xj) ∈ E(T ) plat́ı, že Xi ∩ Xj je řez v G, nebo každý uzel za Xi je
podmnožinou Xj nebo naopak.

K programováńı použijeme dynamické programováńı, v jednom Xi je max
omezená interference mezi částmi. Použijeme zakořeněný stromový rozklad,
z podstromů bereme výsledky a spojujeme (pośılá se v́ıce řešeńı nahoru,
bere se jak to jde nejlepš́ı).

1.1 Maximálńı nezávislá množina

Hledáme α(G) nějakého grafu G (tedy, maximálńı podmnožina vrchol̊u, kde
nevede ani jedna hrana).

KroměG dostaneme i zakořeněné T . Výstupemmá být velikost této množiny.

Pro každý vrchol máme tabulku dvojic (S, a), kde S je nezávislá na Xi a lze
ji rozš́ı̌rit na nezávislou množinu o velikosti a na celém podstromu T .

Je-li Xi list, tak hrubou silou vytahám nezávislé podmnožiny.

Má-li Xi zpracované děti, potom pro každou nezávislou S na Xi potřebuji
spoč́ıtat a. Pro každé d́ıtě se pod́ıvám, jaká nejlepš́ı jeho nezávislá množina
je pořád ještě nezávislá s tou moj́ı S. Tedy, a bude |S|+ součet přes všechny
děti takové, jaké jsou nejlepš́ı nezávislé množiny těch

”
zbytk̊u“.

Jednoduše vezmu všechny ty a, odečtu jim společné části.

V kořenu vezmu nejlepš́ı a.
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Časová složitost je O(|V (T )| ·2tw(G)). Pro danou fixovanou š́ı̌rku to je O(N)
(protože optimálńı má nejvýše n− 1 vrchol̊u v T ).

1.2 Pěkné stromové rozklady

Pěkný stromový rozklad je takový, že jeho uzly jsou 4 druh̊u.

• Listy. Ty obsahuj́ı pouze jeden vrchol.

• Množivé uzly Xi. Maj́ı jedno d́ıtě Xj , plat́ı, že Xi = Xk + u (přidaný
jeden vrchol).

• Inverze tohoto.

• Spojovaćı. Maj́ı dvě děti Xj , Xk, obě děti maj́ı stejné množiny.

Někdy se požaduje, aby kořen byl stupně 1.

Tvrzeńı 1 Pro každý rozklad T existuje pěkný rozklad T ′ stejné š́ıřky.

Důkaz:
Zakořeńıme v libovolném listu. Poté se moc-větv́ıćı nahrad́ı binárńımi stromečky.
Poté se natáhne to, co se moc lǐśı, přeměňuje se symetrická diference. Na-
konec se vytáhnou listy.

-

Zaj́ımalo by nás, jak velký bude tento rozklad vzhledem k n, pokud je stro-
mová š́ı̌rka fixovaná.

Problém bude jen u spojovaćıch vrchol̊u. Na obou stranách jsou r̊uzné pod-
stromy (jinak můžu jednu zahodit). Tedy, těch může být maximálně lineárně.

1.3 Barevnost

Máme dán graf a nějaké k. Ptáme se, jestli je obarvitelný k barvami. Chro-
matické č́ıslo je nejv́ıce stromová š́ı̌rka +1.

Předpokládejme, že tedy k je nejvýše stromová š́ı̌rka.

Pro každé Xi ulož́ıme do tabulky všechna možná obarveńı s nejvýše k
barvami, s t́ım, že se berou jen ekvivalence.

Když Xi je list, pak je tam jen jedna množina. Když máme množivý, tak
nemůže být strčen do stejné množiny, jako ty, se kterými je spojen. Ub́ıráńı
je v pohodě. Je potřeba mergovat ty, které se

”
tvář́ı“ stejné. Spojovaćı jen

vybereme ty, které si dokáž́ı odpov́ıdat. Je-li to v kořeni neprázdné, tak má
obarveńı.
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1.4 Hamiltonka

V tabulce si pamatujeme, jak by to mělo j́ıt spojit nahoře, pamatuj́ı se nějaké
dvojice.

1.5 Monadická logika 2. řádu

Věta 1 Grafová vlastnost vyjádřitelná monadické logice 2. řádu lze ověřit

v lineárńım čase na grafech omezené stromové š́ıřky.

MSOL formule má proměnné pro vrcholy, hrany, množiny vrchol̊u a množiny
hran. Máme rovnost, inkluze, spojky a kvantifikátory.

Patř́ı sem např. k-barevnost pro dané k, hamiltonovskost (2-faktor + sou-
vislost přes to, že nejde naj́ıt rozděleńı).

Necht’ tedy máme formuli ϕ a jeho pěkný rozklad T . Napřed urč́ıme možné
hodnoty proměnných ϕ v Xi. Poté je potřeba zař́ıdit, aby to šlo reprezento-
vat konečně mnoha tř́ıdami. Nakonec je potřeba dokázat, že z dat dět́ı lze
udělat data pro rodiče.

1.5.1 Reprezentace proměnných

Pokud je xv vrcholová proměnná, potom si pamatujeme bud’ že už byla a
nebo že bude (hádáńı jako u hamiltonky). U hran bud’ lokálńı, nebo

”
někde

jinde“. Proměnná pro množiny vrchol̊u budou mı́t ukládané jen pr̊uniky s
lokálńım uzlem.

1.5.2 Generováńı hodnot volných proměnných

U list̊u jsou všechny hodnoty nahoře nebo lokálně, hranová proměnná jedině
jinde, množiny bud’ prázdná, nebo jednoprvková u vrchol̊u.

U zapomı́naćı je to jednoduché (jen se z nich stávaj́ı
”
spodńı“ vrcholy nebo

hrany). Toto zobrazeńı nemuśı být prosté.

KdyžXi bude generovaćı uzel, tak zachovává vše kromě
”
horńıch“. U některých

horńıch si můžu vymyslet hodnotu a vźıt si ji k sobě.

U joinu jen vyb́ırám ty, které se shoduj́ı na exterńım, nebo je právě jeden
interńı.

1.5.3 Reprezentováńı formuĺı

Predikát P (x1, . . . , xk) je regulárńı, pokud existuje konečná C a C ′ ⊆ C a
zobrazeńı h ze všech možných ohodnoceńı proměnných do C následuj́ıćıch

5



vlastnost́ı:

• Když zobrazeńı h zobraźı dvě k-tice na stejný element, potom ty pre-
dikáty vycházej́ı také stejně.

• Výsledek v C ′ právě když je P splněný.

• h záviśı pouze na svých synech.

Zbývá dokázat, že ty naše MSOL predikáty jsou regulárńı.

2 Kliková š́ı̌rka

Necht’ I = {1, . . . , k} je množina značek. Sestavovaćı strom je zakořeněný
strom z uzl̊u typ̊u:

• Vstupńı uzel i(u) pro i ∈ I ř́ıká, že zavád́ım vrchol u se značkou i.
Toto muśı být list stromu.

• Sjednocovaćı ⊕, má dva syny a výsledný graf je disjunktńı sjednoceńı
jeho dvou syn̊u.

• Spojovaćı uzel ηi,j s jedńım d́ıtětem, ř́ıká, že má spojit vrcholy s
danými značkami (všechny).

• Přeznačovac ρi→j , přejmenuje všechny i na j.

Kořen odpov́ıdá nějakému označkováńı grafu.

Kliková š́ıřka je nejmenš́ı počet značek nutných k vybudováńı grafu (znač́ı
se cw(G).

Pozorováńı 1 G je indukovaný podgraf G′, potom cw(G) ≤ cw(G′)

Důkaz:
Jen něco nevyrob́ım.

-

Graf odpov́ıdaj́ıćı uzlu je ovlivněn jen podstromem a cestou do kořene.

Pozorováńı 2 Stač́ı předpokládat, že se každá hraná max. jednou.

Důkaz:
Stač́ı vźıt posledńı, všechny, které bych spojil někde ńıže, se chovaj́ı stejně.

-
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2.1 Obarveńı grafu

Řekneme, že W ⊆ V (G) je označkována množinou značek, pokud je ta
množina tvořena právě značkami vrchol̊u z W .

Na vstupu máme sestavovaćı strom, chceme zjistit, jaká je barevnost.

Ukládáme si obarveńı graf̊u, ukládáme pr̊uniky s označkováńım. Každé podmnožině
značek přǐrad́ım počet tř́ıd značek, které použ́ıvaj́ı právě tyto značky.

Pozorováńı 3 Velikost tabulky je ch2
k

.

Pro list je to jedno obarveńı (jedna barevná tř́ıda), vyskytne se jen značka
i.

Protože poč́ıtáme i s cestou až do kořene, tak tam hrany již jsou. Tedy,
přidáváńı ran už se vzalo do úvahy dř́ıve.

Když měńı značky pomoćı ρ, tak obarveńı z̊ustávaj́ı stejné. Ty dvě se slévaj́ı,
ta co zmiźı bude prázdná.

Disjunktńı sjednoceńı je problematické. To se dělá přes soustavu lineárńıch
rovnic (co s č́ım spojuji). Je potřeba zahodit ty, které maj́ı hranu ve stejné
barevné tř́ıdě.

3 L− 1− 1 barveńı

To je NP -úplné už pro sériově-paralelńı grafy. Budeme zkoumat na grafech
s omezeným vrcholovým pokryt́ım. Ptám se, jestli existuje obarveńı celými
č́ısly od 0 do λ takové, že sousedi nejsou stejńı a ani ob dva, tak také. Je
totéž, jako barveńı v G2. Problém je, že λ je součást́ı vstupu.

Chceme grafy, které maj́ı vrcholové pokryt́ı velikosti maximálně k. Je vidět,
že stromová š́ı̌rka je nejvýše toto. Dokonce by se z uzl̊u nemusel dělat strom,
ale jen cesta.

Máme graf G s vrcholovým pokryt́ım nejvýše k. Mimo W může být hodně
vrchol̊u, ale jsou si ekvivalentńı, pokud maj́ı stejné sousedy ve W .

Je-li c nějaké L − 1 − 1 obarveńı G, potom každá barevná tř́ıda c prot́ıná
každou množinu Ij := {u ∈ V (G)−W ; (ui, wi) ∈ E(G) ⇔ i ∈ J} nejvýše v
1 vrcholu. Lze tyto barevné tř́ıdy rozdělit podle toho, do jakých Ij zasáhnou
a který vrchol ve W obsahuj́ı.

Pokud J a J ′ maj́ı neprázdný pr̊unik, potom Xk (počet barev, které zasahuj́ı
právě do nich) je 0.

Algoritmus 1:
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Napřed urč́ıme množiny Ij pro všechna J ⊆ {1, . . . , k}. Zkuśıme obarvit W
nejvýše k barvami. Uděláme částečné rozš́ı̌reńı do sjednoceńı I.

Udělá se nějaký lineárńı celoč́ıselný program, ten se použije.

,

4 Pr̊unikové grafy kruh̊u

Je to uzavřené na indukované podgrafy.

Rozpoznáńı grafu jednotkových disk̊u je NP -těžké. Tedy, když nemám re-
prezentaci, tak je těžké ji vymyslet. Dá se na to přivést NAE-SAT, pomoćı
rámů (skoroobdélńıčky), jsou tam praporky, nesměj́ı být dva praporky

”
proti

sobě“ – překážely by si. Praporky jsou skoro všude, jen tam, kde je literál
v klauzuli, tak to vynechám. Gace jsou nahoře, negace dole, t́ım rámem jde
otáčet nahoru a dolu – t́ım urč́ım ohodnoceńı.

4.1 Barevnost

3-obarvitelnost rovinných graf̊u je NP -těžká i pro stupeň max 4. Rovinné
se stupněm max. 4 lze nakreslit do čtvercové mř́ıžky. Udělám si řet́ızek
troj̊uhelńıčk̊u:

Potom můžu dělat hranu, co drž́ı barvu a nakonec dát tu opravdovou hranu.
T́ım to převedeme na ty rovinné.

Můžeme ale aproximovat – na okoĺı vrcholu se stejnou barvou může být
max. 5 exemplář̊u. Hladový algoritmus je tedy 5-aproximace, nepotřebuji
ani reprezentaci.

Kdybych chtěl 3-aproximaci, tak můžu j́ıt zprava doleva. Zbývaj́ı už ma-
ximálně 3 sousedi, nalevo mám max. 3 obsazené barvy. To chce ale repre-
zentaci. Můžu ale brát mı́sto toho můžu brát někoho, kdo má nezávislost
nejvýše 3.

V př́ıpadě r̊uzných kružnic vyberee nejenš́ı kroužek, stejný trik jako bez
reprezentace.
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4.2 Nezávislá množina

Je to těžké.

4.3 Klikovost

Pro každý vrchol urč́ıme nejvzdáleněǰśıho souseda. d bude vzdálenost. Po-
kuśıme se naj́ıt kliku takovou, že nějaké vrcholy jsou nevzdáleněǰśı v té klice.

Podle nejdeľśı hrany to rozp̊uĺım na horńı a dolńı polovinu.

G − w je doplněk bipartitńıho grafu, hrany mohou vést pouze z horńı do
dolńı poloviny.

4.4 Nezávislá množina

Pro ni existuje Úplné Aproximačńı Schéma.

Z toho ǫ spoč́ıtáme nějaké k, to bude ř́ıkat, na jak velké kusy se to muśı
rozsekat a naj́ıt lokálńı optimum, aby to vyšlo. Představ́ım si, že to máme
v mř́ıžce o velikosti poĺıčka 1. Potom beru kusy k × k. Vyzkouš́ım vždycky
všechny možné

”
posunut́ı“. Pokaždé umažu vše, co se dotýká okraj̊u kus̊u

(aby zbyly jen vnitřky).

Nezávislé množiny tohoto jde zjistit v nO(k2).

Potom vezmu takový výsledek, který je nejlepš́ı ze všech posunut́ı.

Nyńı je potřeba dokázat, jak přesně to aproximuje.

Může to vyházet z optimálńı max to, co je na čárách. Dokážeme, že tam je ta-
ková, která nevyháže moc. Každá možnost vodorovná vyškrtá jiné možnosti,
každá svislá jiné. To jde podle Holubńıka rozpoč́ıtat.

Pokud jsou r̊uzně velké kruhy, tak pokud maj́ı omezeně velké rozd́ıly (třeba
max. 3*), potom to seběhne stejně.

Jinak to rozděĺıme do vrstev, po vrstvách použijeme totéž a výsledky zkom-
binujeme. V každé vrstvě se pr̊uměr kruh̊u lǐśı maximálně dvojnásobně.
Potřebujeme sesynchronizovat mř́ıžky.

Dá se to postavit odspoda nahoru, doplňovat
”
mezery“ velkých oblastmi

malých, které jsou už předpoč́ıtané.

4.4.1 Pokus o FPT

Máme dáno k, ptáme se, jestli tam je nezávislá velikosti k.

Když máme malou plochu, tak tam určitě neńı. Na druhou stranu, když tam
najdu hladově (vyberu jeden, zabiju všechny, kterých se dotýká), tak tam
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určitě je (to je v př́ıpadě, když je dostatečná plocha).

Zaj́ımavé věci se tedy děj́ı jen v určitém rozmeźı ploch. V takovém př́ıpadě
se použije metoda rozděl a panuj. Prostor št́ıpnu na poloviny (zhruba, podle
plochy) a to tak, aby řezaný úsek byl malý, spoč́ıtá se řešeńı na řezu a
roztáhnu na obě strany.

Na řezu řeš́ıme hrubou silou, v těch zbytćıch (pro každou z nich) se zarekurźı

na řez spojené se zbytkem. Počet pokus̊u na nezávislou v řezu je 2O(
√
k·log n).

Abych źıskal malý řez, tak vezmu malou mř́ıžku a vyháźım všechno, co nemá
žádný kontakt s kruhem. Tohle bude rovinný graf (ty čtverečky), najdu v
tom planárńı separátor.

Budeme ale cht́ıt tokázat, že FPT to nejde, budeme mı́t problém, jestli je
tam klika velikosti k, což je těžký problém. To se udělá speciálńı mř́ıžka a
bude to nějak fungovat.

5 k na cestě

Máme k vrchol̊u, chceme naj́ıt indukovanou cestu, která procháźı všema.

Pokud by byla neindukovaná, tak mám k! minor̊u, ty můžeme naj́ıt.

Pokud by to bylo spáru-prosté (neobsahuje indukovaný K1,3), tak je to
hledáńı cesty.

Kvazi-line grafy jsou takové, že okoĺı každého vrcholu lze pokrýt dvěma
klikami (tedy, je to něco jako tlustá cesta).

Line grafy, o jsou pr̊unikáče intervalových, které nemaj́ı inkluze (že by jeden
interval obsahoval celý jiný).

Nalezeńı indukované cesty na line-grafech je polynomiálńı. Vyzkouš́ım všechny
permutace a potom ke všemu uhádnu předch̊udce/následńıky (těch d̊uležitých
vrchol̊u). Poté odeberu všechny vrcholy, co nelež́ı na žádné indukované cestě.

Nebude to potom obsahovat žádnou lichou antid́ıru velikosti alespoň 7 (do-
plněk indukovaného cyklu). Když tam mám vrchol s okoĺım 5-cyklem, tak
ten vrchol umažu.

Homogenńı dvojice klik je A,B taková, že zbytek jsou 4 množiny, taková,
která neńı spojená s ani jednou, taková, která s oběma a dvě, které právě s
jednou (když s klikou, tak se všemi v klice).

Když mám takovouhle dvojici, tak obě kliky můžu zkontrahovat.

Quazi-line grafy bez homogenńıch dvojic klik jsou bud’ circle-arc-graph a
nebo slepenec intervalových pásk̊u.

To potom jde procházet v́ıce
”
např́ımo“ (když vlezu do pásku, muśım proj́ıt,
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do kliky nesmı́m znovu). Tak to můžu zmenšit, to už bude line-graph.

6 Rozpoznáváńı graf̊u oblouk̊u

Když si představ́ıme, jakou máme reprezentaci – neńı d̊uležitý přesný konec,
jen pořad́ı, v jakém zač́ınaj́ı a konč́ı.

Jednak můžeme předpokládat, že graf na vstupu nemá univerzálńı vrchol
(spojený se všemi – objel bych skoro celé kolo). Dále, lǐśı se co se týče
množin soused̊u. Dále je to souvislé.

V jakém vztahu jsou dva oblouky v reprezentaci?

• Disjunktńı. Hrana patř́ı do doplňku.

• Potkávaj́ı se jedńım koncem. Zařad́ım hranu do G1.

• Potkávaj́ı se oběma konci
”
zvenč́ı“. Zařad́ım do G2.

• Jeden oblouk obsahuje druhý. Zařad́ım do Dc.

Zaṕı̌seme to matićı, dáme tam bud’ 1, 2, n, c, t, když to je v G1, G2, doplňku,
v Dc nebo v opačném Dc.

Budeme mı́t operace: Překlopeńı – necháme konce, oblouk se natáhne druhou
stranou. Toto jde udělat i jen na matici.

6.1 Myšlenka algoritmu

Napřed vytvoř́ıme nějakou matici. Poté budeme matici upravovat, bude ga-
rantované, že pokud T4 má reprezentaci, potom část kružnice je nepokrytá,
tedy jsou intervalové. Ta překlopeńı lze udělat zase zpátky.

Při tvorbě matice, Dc jde konstruovat snadno, doplněk také. Problém je
rozeznat 1 a 2. Pokud obj́ımaj́ı celé, tak muśı sousedit dohromady se vš́ım
a co nesoused́ı s jedńım muśı být uvnitř druhého.

Napřed vyrob́ıme T1, ta má vrchol stupně O(m/n) takový, že všichni sousedé
obsahuj́ı právě jeden konec oblouku tohoto vrcholu. Nejdř́ıve najdeme vrchol
v minimálńıho stupně. Pokud v nemá žádnou hranu v G2, pak OK. Když
mám v relaci uvnitř, tak překloṕım a zlepšilo se to. Pokud ale má dvojkové
relace, potom vezmu souseda v té relaci, který neńı pod obloukem něčeho
jiného. Toho vezmu, překloṕım a dám jako výsledek.

Rozděĺıme si na sousedy a nesousedy tohoto vrcholu. Rozděĺım do kompo-
nent, v každé překloṕım jednu partitu – zbav́ım se dvojek a n.

Pak budu koukat na skupiny, co jsou do sebe vzájemně vnořené. Hledám
alespoň jeden konec z jednoho oblouku zasahuje do D1.
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