
Matematické struktury
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1 Úvodńı informace

Skripta na http://kam.mff.cuni.cz/~pultr. Opakováný obvyklých mate-
matických struktur. Na r̊uzné struktury lze pohĺıžet r̊uzně, na R lze pohĺıžet
jako na axiomaticky zavedenou, vektorový prostor, př́ımku. . .

2 Opakováńı

Kartézský součin množin X a Y je X × Y = {(a, b) , a ∈ X, b ∈ Y }.

n-árńı relace R ⊆ X ×X ×X . . .×X.

Relačńı systém – má typ ∆ = (∆t) , t ∈ T je soubor relaćı R = (Rt) , t ∈ T ,
kde Rt je ∆t-árńı na X.

Homomorfizmus relačńıch struktur R a S, kde R je typu ∆ na X a S je
typu ∆ na Y , je zobrazeńı f : X → Y , takové, že:

∀t ∈ T ; (x1, . . . , x∆t
) ∈ Rt ⇒ (f (x1) , . . . , f (x∆t

)) ∈ St

2.1 Skupiny zobrazeńı

Vnořeńı – máme relačńı systém a zobrazeńı R → S. Pokud R na X, S na
Y , X ⊆ Y a ∀t ∈ T ;Rt ⊆ St, pak ho nazveme vnořeńı. Vnořeńı je prostý
homomorfizmus.

Projekce – relačńı systém R je na X, S na X × Y . Projekce je zobrazeńı
pi : X

n → X, kde pi (x1, . . . , xn) = xi. Jakým zp̊usobem vybudovat na Xn

relačńı systém, aby každá projekce byla homomorfizmus.

(u1, . . . , u∆t
) ∈ R1

t ∧
(

u′1, . . . , u
′

∆t

)

∈ R2
t ⇒

((

u1, u
′

1

)

, . . . ,
(

u∆t
, u′∆t

))

∈ St

f je zobrazeńı z X do Y je relaćı R ⊆ X × Y , kde ∀x ∈ X∃!y ∈ Y ; (x, y) ∈
R; f(x) = y; f : X → Y . Reprezentace trojićı (X,Y,R).

Skládáńı – mám zobrazeńı f : X → Y, g : Y → Z, potom gf : X → Z,
(gf)(x) = g(f(x)).

Prosté zobrazeńı – ∀x, y;x 6= y ⇒ f(x) 6= f(y).

Zobrazeńı na – ∀y ∈ Y ∃x ∈ X; f(x) = y.

Vzájemně jednoznačné zobrazeńı je takové, které je zároveň prosté a
na.

Pozorováńı 1 f je bijekce. Poté existuje f−1Y → X takové, že f−1f =
idx, ff

−1 = idy. Je to ekvivalence.
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Pozorováńı 2 f je prosté, právě když fg = fh ⇒ g = h.

Pozorováńı 3 f je na, právě když gf = hf ⇒ g = h.

3 Částečné uspořádáńı

(x,≤)

• x ≤ x

• x ≤ y ∧ y ≤ z ⇒ x ≤ z

• x ≤ y ∧ y ≤ x ⇒ x = y

Částečné uspořádáńı nezaručuje porovnatelnost libovolných dvou prvk̊u. Po-
kud plat́ı, že ∀x, y;x ≤ y ∨ y ≤ x, tak se mu ř́ıká lineárńı.

3.1 Supremum, infimum

Mám množinu s částečným uspořádáným X(≤). Horńı mez podmnožiny
M ⊆ X je libovolné x ∈ X; ∀m ∈ M ;m ≤ x.

Supremum supM je nejmenš́ı horńı mez.

Obdobně definuji dolńı mez a infimum.

Řekneme, že prvek m ∈ M je největš́ı, pokud ∀x ∈ M ;x ≤ m.

Prvek m ∈ M je maximálńı, pokud ∀x ∈ M ;m 6≤ x.

Tvrzeńı 1

Mi ⊆ X

sup {supMi} = sup
⋃

Mi

Kdykoliv má levá strana smysl.

Důkaz:
si = supMi, s = sup si. s je horńı mez

⋃

Mi.

Vezmeme nyńı x horńı mez
⋃

Mi. Tedy x ≥ si (je horńı meźı libovolného
Mi).

-
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Řekneme, že N ⊆ M je kofinálńı v M , pokud ∀m ∈ M ; ∃n ∈ N ;m ≤ n.
Opačně se to nazývá koiniciálńı.

Věta 1 Bud’ N kofinálńı v M . Potom supM = supN právě když má
kterákoliv strana smysl.

Důkaz:
Maj́ı stejné množiny horńıch meźı.

-

Věta 2 Necht’ f je monotónńı zobrazeńı. Potom plat́ı:

f (supM) ≥ sup f (M)

Za předpokladu, že obě strany maj́ı smysl.

3.2 Svazy

∀a, b ∈ L; ∃ inf {a, b}. Potom je to dolńı polosvaz. Obdobně je horńı po-

losvaz.

Svaz je něco, co je oboj́ı zároveň.

Podmı́nky ř́ıkaj́ı, že máme suprema (resp. infima) libovolné neprázdné konečné
podmnožiny.

O nejmenš́ım prvku se obvykle mluv́ı jako o nule. Největš́ı bývá jednička.
Pokud existuj́ı, tak maj́ı infima a suprema všechny množiny.

Pokud každá podmnožina má supremum a infimum, tak je to úplný svaz.
Z toho plyne, že má vždycky nulu a jedničku.

Věta 3 Má-li každá podmnožina M ⊆ X(≤) supremum, potom X(≤) je
úplný svaz.

Důkaz:
Mějme množinu M .

Označme N = {x;x je dolńı mez M}.

Vezměme i = supN . Tvrd́ıme, že i je dolńı mez M . Každé m ∈ M je horńı
mez N . Nav́ıc je největš́ı z nich.

-
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Máme množiny X a Y . Máme f : X → Y,G : Y → X monotónńı. Jsou
adjugována (f nalevo, g napravo), jestliže plat́ı ∀x, y; f(x) ≤ y ⇔ x ≤ g(y).

Také se tomu ř́ıká Galoisova konexe. Pokud to existuje, je to jednoznačné.
Chová se to trochu jako inverzńı (inverze takle funguje, ale i jiné věci jsou
tohle).

Pozorováńı 4 Jsou-li f a g v adjunkci (f nalevo, g napravo), plat́ı

∀x ; x ≤ g(f(x))

∀y ; f(g(y)) ≤ y

Naopak plat́ı-li ∀x;x ≤ g(f(x))∧∀y; f(g(y)) ≤ y, pak jsou f a g adjugovány.

Důkaz:
Prvńı část je vidět.

Necht’ f(x) ≤ y. Potom x ≤ g(f(x)) ≤ g(y). Obdobně s druhou část́ı.

-

Pozorováńı 5
gfg = g, fgf = f

Věta 4 Levé G adjunkty zachovává všechna existuj́ıćı suprema. Pravé za-
chovávaj́ı všechna existuj́ıćı infima.

Důkaz:
M ⊆ X, s je supM . f(s) je hrońı mez f(M). Necht’ x je horńı mez F (M).
∀m ∈ M ; f(m) ≤ x. s ≤ f(x).

-

Věta 5 Jsou-li X,Y úplné svazy, potom f : X → Y , resp. g : X → Y má
pravý, resp. levý adjunkt ⇔ zachovává suprema, resp. infima.

Důkaz:
Necht’ f zachovává suprema. Definujme g(y) := sup {x; f(x) ≤ y}. Tohle už
funguje (stač́ı ověřit).

-
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Věta 6 (Knaster,Tarski) Necht’ L je úplný svaz. f : L → L monotóńı
zobrazeńı. Potom existuje nejmenš́ı x takové, že f(x) = x.

Důkaz:
x := sup {y; y ≤ f(y)}

-

Věta 7 (Cantor-Berustein) Existuje-li prosté f : X → Y a g : Y → X,
pak existuje i vzájemně jednoznačné h : X ∼= Y .

Důkaz:
Vezmu P(X), vezmu ϕ(M) := X − g (Y − f(M)). ϕ je monotóńı. Tedy
∃A;ϕ(A) = A ⇔ A = X − g(Y − f(A)).

x ∈ A ⇒ h(x) = f(x)

x ∈ X −A ⇒ h(x) = g−1(x)

Stač́ı jen dokázat, že je prosté a na.

-

Věta 8 (Zornovo lemma) Bud’ (X,≤) uspořádaná množina taková, že
∀C ⊆ X uspořádané lineárně a existuje pro něj horńı mez. Potom ∀x ∈ X

existuje m maximálńı v (X,≤) takové, že x ≤ m.

Lemma 1 Necht’ F je filtr a J ideál v distributivńım svazu. Necht’ F∩J = ∅.
Potom existuje prvoideál F takové, že F ⊆ F ∧ F ∩ J = ∅.

Věta 9 (Birkhoffova) Necht’ F je filtr a J ideál v distributivńım svazu,
F ∩ J = ∅. Potom existuje prvofiltr F ⊇ F a prvoideál J ⊇ J nakové, že
F ∩ J = ∅

Důsledek 1 Necht’ v distributivńım svazu jsou a 6≤ b. Potom existuje prvo-
filtr F takový, že a ∈ F ∧ b 6∈F .

b je pseudokomplement prvku a, jestliže x ≤ b ≡ x ∧ a = 0. Znač́ı se
b = a∗.

Tvrzeńı 2
a ≤ a∗∗
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Důkaz:
Dosad́ım a∗.

-

Tvrzeńı 3
a ≤ b ⇒ b∗ ≤ a∗

Důkaz:

b ∧ b∗ = 0 ⇒ a ∧ b∗ = 0, b ∧ a∗ = 0

-

Tvrzeńı 4
a∗ = a∗∗∗

Důkaz:

a∗ ≤ (a∗)∗∗, (a∗∗)∗ ≤ a∗

-

Tvrzeńı 5
a ∧ b = 0 ≡ a∗∗ ∧ b = 0

Tvrzeńı 6
(a ∧ b)∗∗ = a∗∗ ∧ b∗∗

Důkaz:

(a ∧ b)∗∗ ≤ a∗∗ ∧ b∗∗

a ∧ b ≤ (a ∧ b)∗∗. Ale když se použije definice: a ∧ b ∧ (a ∧ b)∗ = 0. Tedy
a∗∗ ∧ (b ∧ (a ∧ b)∗) = 0. (a ∧ b)∗∗ ∧ (a ∧ b)∗ = 0. a∗∗ ∧ b∗∗ ≤ (a ∧ b)∗∗.

-

Tvrzeńı 7 De-Morganova formule Necht’ v pseudokomplementárńım svazu
∃ sup ai. Potom ∃ inf a∗i a plat́ı inf a∗i = (sup ai)

∗.
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Důkaz:

∀i;x ≤ a∗i

≡ ai ≤ x∗

≡ x ∧ sup
i

ai = 0∀i; ai ≤ x∗

≡ sup
i

ai ≤ x∗

≡ x ∧ sup
i

ai = 0

≡ x ≤ (sup ai)
∗

-

Necht’ X je distributivńı svaz. x je komplement a, jestliže a ∧ x = 0 a
a ∨ x = 1.

Svaz L nazveme Heytingovou algebrou, existuje-li daľśı binárńı operace
y → z taková, že x ∧ y ≤ z ≡ x ≤ y → z.

Věta 10 V Booleově algebře L jsou o vlastńım filtru F ⊆ L následuj́ıćı
tvrzeńı ekvivalentńı.

• F je prvofiltr

• F je maximálńı filtr

• ∀a ∈ L je bud’ a ∈ F nebo a ∈ F

Důkaz:
Prvńı a druhé je ekvivalentńı z věty 9.

a∨a = 1 ∈ F , proto tam muśı být alespoň jedno z toho. Tedy, z prvńı plyne
třet́ı.

Necht’ nyńı plat́ı třet́ı, ale neńı maximálńı, tedy F ⊂ G 6= L. Tedy v G je
nějaké a i a.

-

4 Algebry

Maj́ı nějaké n-árńı operace, pro libovolné n, n může být i nekonečné, počet
operaćı také.
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4.1 Homomorfizmus

Homomorfizmus pro operaci to je, když:

h(ω(x1, x2, . . . , xn)) = ω′(h(x1), h(x2), . . . , h(xn))

nebo, jinak zapsáno:

∀ξ : A → X;h(α(ξ)) = β(h · ξ)

Pokud je to na algebře, tak to plat́ı pro každou operaci.

Věta 11 Bud’ α, β, γ A-nárńı operace po řadě na X,Y, Z. Bud’ f : (X,α) →
(Y, β) prostý homomorfizmus, g : (Z, γ) → (Y, β) libovolný homomorfizmus
a h : Z → X takové, že f ◦ h = g. Potom h je homomorfizmus.

Důkaz:

f(h(γξ)) = g(γ(ξ)) = β(g ◦ ξ) = β(f ◦ h ◦ ξ) = f(β(h ◦ ξ))

-

TODO: Chybı́ hodina

4.2 Součin algeber

Máme algebry (Xi,+i). V součinu
∏

Xi uděláme sč́ıtáńı (x1, . . . , xn) +
(y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn). Tedy po složkách.

Věta 12 Bud’ A netriviálńı tř́ıda algeber nějakého finitárńıho typu. Bud’ A
uzavřená na produkty a podobjekty.

Potom v A existuje nad každou množinou volná algebra.

Důkaz:
Vezměme M a vezměme množinu B ⊆ A takovou, že v ńı existuje isomorfńı
algebra pro každou X ∈ A generovaná nejvýše |M | prvky.

-

f : (X, τ) → (Y, ω) je spojité, pokud ∀x∀V okoĺı f(x)∃U okoĺı z tak, že
f(U) ⊆ V .
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Věta 13 Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. f je prosté

2. ∀V otevřené v Y je f−1(V ) otevřená v X

3. ∀A uzavřenou v Y je f−1(A) uzavřená v X

4. ∀A ⊆ X je f(A) ⊆ f(A)

5. ∀B ⊆ Y je f−1(B) ⊇ f−1(B

Důkaz:
1) ⇒ 2): Bud’ V otevřená v Y , x ∈ f−1(V ), kdy f(x) ≤ V, ∃U okoĺı x,
f(U) ⊆ V, x ∈ U ⊆ f−1(V ).

2) ⇔ 3): f−1 zachovává doplňky.

3) ⇒ 4): f (A) je uzavřená množina. f−1

(

f (A)
)

je také uzavřená množina

a ⊇ f−1 (f (A)) ⊇ A. f−1

(

f(A)
)

⊇ A.

4) ⇒ 5): f
(

f−1 (B)
)

⊆ ff−1 (B) ⊆ B ⊆ f−1(B) ⊆ f−1
(

B
)

5) ⇒ 1): V okoĺı f(x), f(x) 6∈Y − V , x 6∈f−1
(

y − V
)

, x 6∈f−1 (Y − V ) =

X − f−1(V ). U = f−1(V ) je okoĺı x, f(U) ⊆ V .

-

Věta 14 ∀ soustavu fj : (Y, ω) → (Xj , τj)∃!f(Y, ω) →
∏

(Xi, τi) takové, že
pif = fi∀i.

Lemma 2 (Alexandrovo) Necht’ v X existuje subbáze S taková, že každé
pokryt́ı prvky S obsahuje konečné podpokryt́ı. Potom X je kompaktńı.

Důkaz:
τ je topologie X. Sporem, tedy, necht’ X neńı kompaktńı. Potom existuje
nějaké pokryt́ı, z něhož nejde vybrat konečné (nazveme ho ošklivé). Exis-
tuje maximálńı ošklivé pokryt́ı (to dokážu Zornovým lemmatem (8) – sjedno-
ceńı ošklivých je zase ošklivé). Označme A nějaké ošklivé maximálńı pokryt́ı.
Při přidáńı libovolného prvku přestane být ošklivé. u 6∈A ⇔ ∃V1, . . . , Vn ∈
A;U ∪ V1 . . . Vn = X.

Necht’ B = τ −A. Vlastnosti:

• U ∈ B, U ⊆ V ⇒ V ∈ B
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• U1, U2 ∈ B ⇒ U1 ∩ U2 ∈ B

x ∈ X, ∃U ∈ A, x ∈ u, ∃S1, . . . , Sn ∈ S, x ∈
⋂

Si ⊆ U . Tedy
⋂

Si 6∈B tedy
nějaké Sk ∈ A, tedy S ∩ A je pokryt́ı. To je ale konečné, a tedy spor.

-

Věta 15 Libovolný součin kompaktńıch prostor̊u je kompaktńı.

Důkaz:
Vezmeme subbázi S =

{

p−1

i (U)|U ∈ τi
}

. U ⊆ S pokryt́ı. Ui :=
{

U ∈ τi|p
−i
i (U) ∈ U

}

.

Některé Ui pokrývá Xi. Jinak xi 6∈
⋂

Ui, x = (xi), ten nebyl pokrytý.

-

Tato věta je ekvivalentńı s axiomem výběru.

Pokud považuju pr̊uniky za násobeńı, tak se některé množiny chovaj́ı jako
prvoč́ısla. Např́ıklad X − {x}.

Prostor je stř́ızlivý, pokud žádná jiná prvoč́ısla neexistuj́ı.

Prostor X je nesouvislý, jestliže existuje nějaká množina, která je otevřená
a uzavřená zároveň, kromě úplné a prázdné.

Bud’ f : X → Y spojitý a X souvislý. Potom f(X) je souvislý.

Důkaz:
Necht’ f(X) = U1 ∪ U2 jsou disjunktńı, neprázdné a obě uzavřené. Vezmu
vzory, o nich to muśı platit také. Spros se souvislost́ı X.

-

Věta 16 Necht’ X =
⋃

Xi, Xi souvislé,
⋂

Xi 6= ∅. Potom X je souvislý.

Důkaz:
Necht’ X = U ∪ V , U, V jsou otevřené. Zvolme x0 ∈

⋂

Xi a definujme
Ui = Xi ∩ U, Vi = Xi ∩ V . x0 ∈ U , vždy Vi = ∅, tedy V = ∅.

-
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