Teorie matroidu
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Pojmy

Matroid je usporddana dvojice M = (E,Z), kde E je neprdzdnd nosnd
mnozina matroidu a I C 2¥ je mnozina nezdvislych mnozin spliiujici:

NS A
e ([eINI'C)=T¢€T

° (Il,IQ eTA ‘11’ < |_[2|) = (36 € Ig\[l) (Il U {6} € I)

Isomorfismus na matroidech funguje obvykle (je to zobrazeni, které prevadi
nezavislé na nezavislé).

Miniméln{ zavislé mnoziny (co do inkluze) jsou kruZnice.

Lemma 1 Mdme matroid M = (E,T) aC je mnozina kruznic v M. Potom
plati:

e (gC
° (01,02 eCNCy QCQ):> (Cl :CQ)
° (01,0266,01#Cg,eeClﬂCg)é(EngeC;ng (ClUCQ)—e

Drukaz:
Prvni a druhé je jednoduché, p¥imo z axiomu.

To tfeti dokazujeme sporem. Nechf mame tedy Cf, Co. Ty jsou rtizné, proto
existuje f, které je v Cy a neni v C. Kdyz ho z Cy odeberu, dostanu néco
nezavislého. Zkusim pfidavat tak, abych dostal maximalni nezavislou 1. Tam
urcité neni f. Celé C tam také neni, proto tam chybi jesté néjaké g € C1\I.
A je vidét, ze f # g, tedy v I chybi minimdalné 2 prvky oproti sjednoceni
C1UC5. Ale sjednoceni bez e je jen o 1 mensi. Na [ tedy aplikuji tfeti axiom,
pridam prvek, ale to je spor s maximalitou I, proto toto nastat nemuze.

Jednoprvkové kruznice se nazyvaji smycky.

Véta 1 Necht C C 2F o kterém plati podminky z Lemmatu[dl Potom T :=
{II(ICE)A(VC eC(C Z I} tvori matroid M = (E,I) a C jsou kruznice
M.



Dikaz:
Protoze prazdna nesmi byt kruznice, prazdna je v Z. Pokud néco neobsahuje
kruznici, pak ani nic mensiho, druhd podminka také plati.

Treti dokazujeme sporem, mame dva prvky, I, Is,|[1] < |I2] a kdyko-
liv cokoliv k I pfiddme z I3, tak dostaneme kruznici/zdvislou mnozinu.
Zvolme nezavislou mnozinu I3 takovou, ze |I3| > |I1| a |11\ /3| je minimAln{
(pfidavéame, dokud to jde). Tento rozdil je neprazdny. Fixujme e € I1\Is.
Definujme T := (I3 — f +e), pro kazdé f € I3\, kde to jde.

Pokud T} je nezavisld, pak zmensim rozdil, tedy spor s minimalitou |I1\/3|.
Tedy je zavisld, je tam kruznice Cy. e € Cy, f¢Cy. Pokud Cy N (I3\11) =
0= CrC (U3NIi+e— f). To je spor.

Existuje tedy 3g € Cy N (I3\I1). Aplikujeme tieti podminku Lemmatu [II
e € CrNCy; g € Cf; 9g¢Cy, tedy Cy # Cy, tedy 3C C (CrUCy) —e C I3,C €
C, coz je spor. Proto puvodni pfedpoklad je chybny.

Co do inkluze maximalni nezavislé mnoziny jsou bdze, zna¢ime B nebo

B(M).

Lemma 2 Necht By, By € B. Potom |B1| = | By|
Dikaz:
Trividlné plyne z vyménného axiomu (tfetiho).

Lemma 3 (Vlastnosti baze) Jednak, ezistuje alesporn jedna baze. A kdyz
mdm dvé bdze, z jedné néco odeberu a pridam néco z druhé, mdm opét bazi.

Dikaz:
Trividlné plyne z prvniho a z tfetiho.

Lemma 4 Necht B spliuje podminky v Lemmatu [3. Potom libovolné dvé
bdze jsou stejne velké.

Diukaz:

Sporem. Mame |Bi| > |Bz|. Vezmu prvek e € Bj\Ba, aplikuji druhou
podminku, ziskdm opét bazi, stejné velkou, pokracuju, dokud mi nedojdou
prvky e — ale potom mam néco vétsiho, nez Bs.



Véta 2 Viastnosti baze jsou dostatecné zaddni matroidu (kdyz vezmu vSechny
podmnoziny bazi, mdm T).

Drukaz:
Prvnf trividlni, druhé také.

Pro spor predpoklddejme, ze tieti neplati. Mame dvé nezavislé I, I, |I1]| <
|I2| a vezmu libovolny prvek z Is e, ktery neni v I;. Kdyz ho ptiddm, dostanu
zavislou.

Pro né existuji néjaké baze, tam lze néco prestrkovat.

Lemma 5 Treti podminka kruznic jde zesilit — muzu si vybrat i jeden prvek
z C1\Cy, ktery tam musi skoncit.

Lemma 6 U bdzi to jde i naopak — ne, Ze feknu ,tenhle vyhod “ a v zdvislosti
na tom si nejaky vyberu, ale reknu ,tenhle pridej “ a v zdvislosti na tom jeden
vynechdm.

0.1 Rankova funkce

Rankovd funkce je funkce r : 28 — Zar . Na matroidech funguje tak, ze
pritazuje velikost maximalni nezavislé podmnoziny.

r(M) je rank celého matroidu a je to ziejmé, co je.

Lemma 7 (Vlastnosti rankové funkce) o 0 <r(X)<I|X|
e XCY=rX)<rY)

e X\, YCE;r(XUY)+r(XnNY)=rX)+r®)

Dikaz:
Prvni a druhé je vidét.

Tieti je potfeba utlouct, vezmeme si ty nejlepsi nezdvislou v pruniku a v
sjednoceni. Poté se zacne pocitat s téma ,uSima*“ a utluce se to.



Lemma 8 Necht M(E,TI) je matroid a r : 2F — ZE{ splnuje vlastnosti z
Lemma[7. Potom X,Y C E takevé, zZe Vy € Y\X;r(X +y) = r(X). Poto
r(XUY)=rX)

Dukaz:
Indukci podle velikosti rozdilu. Pokud je jen 1, tak pohoda.

Jinak $tipnu ty rozdilné na dveé ¢asti (Y7,Y2), kdyz pridam ty, tak dle in-
dukéniho predpokladu to plati. Na ty dvé ¢asti plati pustime submodularitu.

r(XUY) r(X)
r(XUYs) = r(X)
r(XUY)+rX) < rX)+rX)

r(X)<r(XUY) < r(X)

Véta 3 Necht E je koneénd mnoZina, v je funkce spliujici véci z Lemma
[ Potom M(E,T = {I C E;r(I)=|I|}) je matroid a r je jeho rankovd
funkce.

Dikaz:
Prvni je, ze prazdna je nezavisla, coz zjevné je.

Dvojku dokédzeme pomoci submodularity, vyjde nam, ze velikosti stdle sedi.

Trojku dokazeme sporem. Vezmeme [, I nezédvislé, I < I, ale zadné z
rozdilu nejde pridat. To znamena, Ze ten prvek prebyva v mohutnosti oproti
ranku (r(I1) < r(l1+e) < |[1|+1, tedy se pfiddanim nezméni. Podle lemmatu
Blale to musi byt totéz jako r(I1Uls). |I2] = r(I2) < r([1Uly) = (1) = |L1],
coz je ale ve sporu s velikostmi v predpokladu.

To, ze je to rankova funkce, je vidét z definice.
(-]

H C FE je nadrovina, pokud H je maximélni podmnozina s vlastnosti, ze

r(H) < r(M).

Lemma 9 (S¢itani matroida) Necht My = (E1,1:), M (E2, 1), M1 N
My = (. Potom M(E = F UEQ,{I CEINEieiNINE, EIQ}) je

také matroid.



KdyZz mame matici A a jeji nezavislé sloupce, mame matroid.

Matroid je nad néjakym télesem representovatelny, pokud existuje matice
nad tim télesem, kterd tvoii tento matroid. Obecné (bez télesa) je reprezen-
tovatelny, pokud existuje alespon jedno téleso, nad kterym to jde.

Lze prevést na jednotkovou matici néjakého fddu a pak néjaky zbytek (ten
fad bude rank matroidu). Baze bude ty jednotkové sloupce.

0.2 Dualita

Mame B mnozinu bazi matroidu M = (E,Z). Definujme B* = { E\B; B € B}.
Toto spliiuje podminky bazi, tedy je to matroid. Takovému iikame ze je
dudlni.

Tvrzeni 1 B* je mnoZina bazi.

Diikaz:
Je to neprazdné (to je vidét).

Kdyz vyménuji prvky, tak budu jen vyménovat naopak.

(-]
Dusledek 1 (M*)* = M
r(E)+r"(E) = |E|
Tvrzeni 2
VX CE;r*(X) =|X|—r(E)+r(E\X)
Dukaz:
Jen upocitat, néjakym doplinovanim na bazi.
(-]

Lemma 10 Cx je co-kruznice, prdvé kdyz jeji komplement je nadrovina.

Dukaz:

To je upocitatelné z predchoziho tvrzeni a z toho, ze kruznice je minimalni,
co mé rank o jedna mensi, nez pocet prvki, nadrovina zase max co je o 1
mensi, nez matroid.



Dausledek 2 Nadroviny v grafech jsou minimdlni hranové vezy G.

Tvrzeni 3 C je kruznice, C* je dudlni kruznice. Potom |C N C*| # 1.

Dikaz:

Sporem. Vezmeme nadrovinu H, kterd je doplikem C*. e (ktery je v C'iv
C* tam nelezi. Tak ho tam zkusime pridat. Vezmu r(C) + r(E) = r(C —
e) + r(H + e) (do nadroviny muzu pfidat, to se zvétsi, ale u kruznice se
rank nezmeéni). To je totéz jako r(CNH) +r(CUH) <r(C)+r(H). Tedy,
r(E) <r(H), coz nejde.

(-]
Tvrzeni 4 My, Ms jsou matroidy na disjunktnich mnozindch. M@ M5 =
(M1 & Ma)*.
Dikaz:
7 definice pfes baze. Prosté v kazdém zije kus baze.

-]

0.3 Minory

Chceme vynechavat a kontrahovat.
Kdyz vynechdm hrany, tak médm M\T = (E\T,Z' = {I;1 C E\T NI € T}).
Toto je matroid, to je vidét.

Pokud kontrahuji, tak dostanu M /T = (M*\T)*. Pouzivam jen matroidové
operace, takze dostanu matroid.

Tvrzeni 5 Necht mdm M, T C E, X C E\T. Po vynechdni rank X
zistane. U kontrakce raqr(X) = rm(X UT) —rpm(T).

Dikaz:
Ptes vzorecek pro duality, jen upocitani.



C’" C E\T je kruznice v.M/T pravé kdyz C’ je minimdlni neprdznda z
{C\T;C € C(M)}.

Poradi vynechavéani a kontrahovani lze libovolné prohazovat.
N je minor M < N* je minor M*.

Dudl k K5 a k K33 neni grafovy (matroid dle definice existuje, ale nejde
nakreslit jako graf).

1 Souvislost

G je vrcholové 2-souvisly < kazdé dva vrcholy lezi na spoleéné kruznici.

V matroidu muzeme mit totéz, jen fikdme s hranami, ne s vrcholy, ale
vychdazi stejnd vlastnost.

Vlastnost, ze jsou spolu v kruznici je symetricka, reflexivni a tranzitivni (to
posledni se dokdze sporem).

Mnozina X je separdtor, pokud X je sjednoceni komponent souvislosti.

Kazda kruznice lezi v pravé jedné komponenté.

Tvrzeni 6 X je separdtor < r(X) +r(E\X) =r(M).

Drukaz:
Jednim smérem ze submodularity. Dokazeme, Ze baze jsou jen v jedné nebo
druhé c¢asti.

(-]
Lemma 11 X je separdtor. Potom je r(F) =r(FNX)+r(F\X).
Lemma 12 M/X = M\X < X je separdtor.
Dukaz:
Ptes baze a definice.

(-]

Lemma 13 X je separdtor < r(X) +r*(X) = | X]|.

Dukaz:
Plyne z r*(X) = | X| — r(M) + r(E\ X).



Disledek 3 X je separdtor v M < X je separdtor M*.
Véta 4 Matroid je direktnim souctem svych komponent souvislosti.

Lemma 14 M je souvisly < pro kazdé dva proky existuje nadrovina, kterd
Jimi neprochdzi.

2 Matroid intersection theorem

Mame dva matroidy M7i, Ms na stejné mnoziné E. Snazime se najit co
nejvétsi nezavislou mnozinu v obou (tifeba i vazené).

Véta 5

max | X|= min 7ri(Ey)+ro(Es)
XCEri (X)=ra(X)=|X]| By E2=E

Dikaz:
Napted <. Pokud X je nezavisla v. My i Mg a By E2 = E, potom:

V druhé ¢asti ukazeme algoritmus, mame ordkulum, to iik4, jestli je podmnozina
nezavisla.
Iterativné v krocich, v kazdém kroku bud najdeme rozklad nebo X o kousek

zvétsime. Zatneme s prazdnou mnozinou.

Sestrojime pomocny graf. Bude bipartitni, na jedné strané X, na druhé
E\X. Hranu z y € E\X do 2 € X ddm, pokud nahrazeni z prvkem y bude
nezavislou v. . Ms. Opa¢nou dam, pokud je nezavisla v M.

Mnozina Y7 jsou ty prvky y takové, Ze je muzu pridat a bude nezavisla v
M a'Ys obdobne.

Prvni priklad je, kdyz existuje orientovana cesta z Y7 do Ys a druhy pripad
je, kdyz neni.

Vezmeme napied piipad druhy.

Ey := {z; existuje orientovand cesta do z z Y1}. Ey := E\Ej. Celé Y] C
FE1,Ys C Es, vSechny pfipadné hrany vedou z Eo do Ej.

ro(E2) = | X N Ey|. Urcité je to >, protoze Ey je nezavisla v My. Kdyby
neplatilo opa¢né, tak |Z| > | X N Ea|, Z je nezavisla v My. BUNO X NE; C



Z. Tedy 3z € Z\X U Ey. X U {z} je zavisla My, protoze jinak z € Ya.
ro(X U{z}) = |X|. (X NE2) U{z} je nezavislda v. .My, (X NEy) U {z} C
Z' C X U{}iro(Z') = |Z'| = |X]|. Tedy Z' = (X\ {z}) U{z}. Nagel jsem
tedy Sipku z E» do E1, tedy spor.

Protoze jsme pouzili jen smér Sipek, ne dostupnost, lze totéz udélat i pro
E.

Nyni pripad, kdy orientovana cesta z néjakého vrcholu v Y; do
né&jakého v Y, vede.

Vezmu tu nejkratsi cestu. Oznacim ji jako yo, 1, Y1, 22, - - -, Yk, Yo € Y1, Yk €
Ys. Vezmu mnozinu X' := X {x1,..., 2} U {yo,...,yx}. Pokud se Y1,V
protinaji, je néco, co je nezavislé v obou, lze to prosté pridat (yo = yx).

Tato mnozina je vétsi, chceme dokézat, ze je nezavisla v obou matroidech.
Dokézeme v M1, druhy smér je stejny, jen se prohodi 1,2 a smér Sipek.

Vezmeme indukei. X je nezdvisla, po prvni vyméné (jdeme od posledniho
prvku na cesté) je to jesté definice hrany.

Jsme tedy ve stavu, kdy jsme dokazali, ze X\ {z;11,..., 2} U{yit1, .. yx}
je zavisld a pro spor predpoklddejme, ze X\ {xz;,...,zx} U{yi, ..., yx} je
zévislad. V té staré je tedy prvek, ktery zvedne té nové rank, musi byt mezi
témi, které vyhazuju.

Také X\ {x;} U {y;} je nezavisla (existence sipky). Tedy existuje z;, které
tam muzu pridat (y; to neni, to by nebyla zavisld). Tedy, mam nezdvislou
mnozinu velikosti | X|. Z této mnoziny muzu ptidat néco do X\ {z;}, je to
nékteré y;, ale pro [ > ¢. Potom tam je ale Sipka a je to zkratka, nebyla to
nejkratsi cesta. Takze mame jinou mnozinu stejné velikosti.

Dale, dle Y7, X U {y;} je nezdvisld. Takze tam muzeme piidat jeden prvek
tak, aby byla nezévisld. Pokud je to 3, pak hurd, necht tedy je to nékteré z;.
To, co vznikne, je vétsi, nez X a lze tedy tam lze néco pridat, je to nékteré
y;- No ale potom y; € Y7 a nemam nejkratsi cestu.

3 Souvislost
Tvrzeni 7 G je souvisly graf, X,Y rokzlad F o Gx,Gy indukované X,Y .

Potom r(X)+r(Y)—r(E) < |V(Gy) NV (Gy) — 1|. Navic je to rovnost pouze
pro Gx, Gy souvislé.

Dukaz:
Budeme pocitat pocty hran podle poctu vrchola v lesech.

10



Necht M = (E,I), (X,Y) rozklad E je k-separace pokud z r(X) +r(Y) —
r(E) < k —1. k-separace je Tutteovskd, pokud min {|X|, Y|} > k. Je cyk-
lickd, pokud r(z) < | X| ar(Y) < |Y| (kazda obsahuje kruznici). Esencidlni
(vertikdlni) je min {r(X),r(Y)} > k.

Esencidlni separace je i tutteovska.

Souvislost (tutteovska) matroidu M je A(M) = min{oo, k; M ma tutteov-
skou separaci }.

Je (tutteovsky) k-souvisly, pokud jeho souvislost je alespon k. Matroid je
souvisly, pravé kdyz je A(M) > 2.

Cyklicka je v(M) a esencidlni x(M).

Tvrzeni 8 A(M) = A\(M*)

Dukaz:
r(Y) = r(E) = r(X) = r(X) +r°(X) = |X] = r*(X) + " (E\X) — 1*(E)

-]
Tvrzeni 9 k(M) = ~v(M*)
Dikaz:
Néco zije v nadroviné, doplnék je kruznice v dualu.

-]

Tvrzeni 10 Méjme matroid M s A(M) < oo. Potom M je tutteovsky k-
souvisly < cyklicky k-souvisly a essincidlné k-souvisly.

Dukaz:
Esenciali k-separace je také tutteovska.

Opaéné sporem pies nejmensi protipiiklad.
-]
Véta 6 k > 2 a G souvisly graf s alespori k + 1 wvrcholy. G je vrcholové

k-souvisly, pokud M(G) je esencidlné k-souvisly.

11



Dikaz:

Vezmeme minimélni fez. Mame tedy ¢asti A, B, grafy G4, Gp jsou ta kom-
ponenta i s fezem, hrany F4 jsou grafu G, tak aby Ea, Fp byl rozklad.
R(eq) > |S]. Je to tedy esencidlni |S|-separace.

Druhé sporem. G je k-souvisly. Vezmu G1, Go, coz je vSechny vrcholy jen s
jednou mnozinou hran.

Najdeme dva vrcholy, co jsou v ruznych komponentdch v obou grafech.
Dokéaze se, ze takova dvojice neexistuje. Tedy, alespon jeden z nich je sou-
visly. Takze r(E1) = r(E).

V grafu cyklicky k-tez je takovy, ze obé ¢asti jsou cyklické. Pozor, fez je
prunik, ne odebrani.

Véta 7 k je alespori 2, G je cyklicky k-souvisly < M(G) je cyklicky k-
souwvisly.

Dikaz:
Sporem. Mame v grafu maly fez. Z definice.

Opaéné, maly fez v M(G), minimalizujeme i poc¢et komponent. Chvili pfedpokladame,
ze G1 1 Gg je souvisly. Vytahneme spor, muzeme nerovnost pouzit s rovnosti.

Mame tedy v kazdém kruZnici, kazda takova Zije v jedné komponenté. Necht
tedy G2 je ten nesouvisly. Vezmeme komponentu, ktera neobsahuje alespon
jednu kruznici. Prestréim tuto komponentu z E5 do Fq. Rank se na jedné
strané zmensi presné o rank té komponenty, na druhé strané vzroste nejvyse
0 to. Stale mdme k’-separdtor. Musi mit ale méné komponent, proto spor.

FEh, B rozklad hran, ‘V(G[El]) N V(G(Eg)‘ =k, ’El‘, ‘EQ‘ > k.
Tutteovsky tez je bud vrcholovy nebo cyklicky.

Véta 8 G je souvisly. Je tutteovsky k-souvisly kdyz M(G) je tutteovsky k-
souvisly.

Dikaz:
Zase dvéma spory.

12



Véta 9 M, A\(M) < co. Potom A(M) = mink(M), g(M, kde g je obvod —

délka minimdlni kruznice.

Dikaz:
A(M) < k(M). Déle, A(M) < v(M). Pokud zbytek grafu obsahuje néjakou
kruznici, pak také < g(M).

Dusledek 4 G sowvisly, |V| > 3, neni to trojihelnik. Potom A(M(G)) =
{r(G),9(G)}.

Chceme minimalizovat pocet nezdvislych mnozin na pokryti. To je VE' C
E;|F| <k-r(E).

Maximalni primérny stupen mad(G) = maxgca Qil‘f((g)?'.

Kdyz ho chceme najit, tak ho hleddme mezi hodnotami % Chceme nejments,
co je alespon tak velky jako mad.

mad(G) < 2k < lze najit k nezdvislymi z MT(G). Predstavme si, ze
mame matroid M a jeho standardni reprezentaci. Pivotace je vybér prvkku
matice a zeliminovani podle ného. Toto zachovava matroid, jen vyménuje
prvek v bazi. Lze jen s témi, které jsou na fundamentalni kruznici.

Véta 10 Matroid M je bindrni < nemd minor Us 4.

Dukaz:

Us.4 neni bindrni, proto nic, co ho mé jako minor.

Opaéné, nechf M je minorové minimalni nebindrnf matroid a BUNO 2r(M) <
|E| (jinak muzu udélat dudl). Neobsahuje smycky a paralelni hrany (stejné
nedélaji problém). B je méaze, D je matice incidence fundamentéalnich kruznic
vzhledem k B. Toto by byla reprezentace, pokud by byl binarni. Existuje
B’ takovéd, ze fundamentélni kruznice vzhledem k B’ nejsou korektné repre-
zentovany. M4 tedy dva sloupce, tedy mé nejvyse 4 elementy (jinak by byla
moc mald béaze, kvuli pfedpokladu na rank). Ale ma alespon jeden element.

Lemma 15 M je bindrni matroid, C € C;C* € C*; = |C N C*| je sudy.

Dikaz:
Pokud je to nula, tak OK.

Jinak, mame z z pruniku. Bude se koukat, jeden prvek s jednickou v bézi,
musi se poscitavat na 0 v fadku i ve sloupecku.

13



Lemma 16 Symetricky rozdil kruznic je disjunktni sjednoceni kruznic.

Dikaz:
Vidét ze souctu sloupeckt, ty museji vyjit 0.

Véta 11 Pro matroid M je ekvivalentni:
e M je bindrni.

e VC € C;VC* € C*;|C' N C*| sudy.

Symetricky rozdil 2 kruznic obsahuje kruznici.

Symetricky rozdil 2 kruznic je disjunktni sjednocent kruznic.

Totéz pro libovolné systémy kruznic.

Pro kazdou bdzi a VC € C je C symetricky rozdil fundamentdlnich
kruznic vzhledem k B pres vsechny prvky C\B.

Existuje bdze takovd, Ze plati predchozi.

Tvrzeni 11 F7 a jeho dudl jsou zakdzané minory pro vSechna télesa kromé
téles charakteristiky 2.

Véta 12 U GF3 jjsou zakdzané minory Fr, F7 U5, Us 5.

Véta 13 ¢ je mocnina prvocisla, M je mtroid ranku r nereprezentovatelny
nad GF, bez smycek a paralelnich prvki. Potom je omezeny pocet prvkii.

4 Ternarni matroidy

4.1 Totalné unimoduldrni matice

A je totdlné unimoduldni matice (bude nad R), pokud pro kazdou jeji
¢tvercovou podmatici plati, Ze jeji determinant je bud’ 0, 4=1. Tedy, i prvky
jsou 0, £1.

M je unimodularni, pokud je reprezentovatelny nad R pomoci totalné uni-
modularni matice.
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Lemma 17 A je totdlné unimoduldrni matice. Potom pivotact ziskdme opét
totdlné unimoduldrni matici.

Drukaz:

Jediné, co se muze zménit na determinantu, je jeho znaménko, pomoci
nasobeni. Je potfeba rozmyslet, co se bude dit, kdyz pivot je mimo. Ale
pak je tam muzu piidat a tvarit se na to.

-]
Lemma 18 Dudl unimoduldrniho matroidu je opét unimoduldrni.
Dikaz:
Transpozice bude zachovavat determinanty podmatic.

-]

Lemma 19 Minory zachovdvaji unimodularitu.

Dukaz:

Vynechani jen omez{ mnozinu podmatic. A kontrakce je vynechéni v dudlu.

Lemma 20 M je bindrni a [I,|D1] je jeho reprezentace nad M s pruky
0,1,—1 a [I;|D2] vznikne pivotact z [I.|D1]. Potom jsou prvky jen 0,+£1.

Drukaz:
Rozbor piipadi.

Veéta 14 Ndsledujici charakteristiky M jsou ekvivalentni:

e M je unimoduldrnyi.
o M je reguldrni (reprezentovateléné VF télesa).

e M bindrni a F-reprezentovatelné pro néjaké téleso F charakteristiky

£2.

Disledek 5 M je requldrni < je bindrni a terndrni.
Véta 15 Minory zakdzané pro requldrni matroidy jsou Us 4, F7, F7

Plyne ze zakdzanych pro binarni a terndrni, jen vyhdzu to, co uz neni
potieba.
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5 Grafové minory

GWV,E),X CE;r(X)=1|V]|-C(V,X)
Budeme brat jen grafy bez smycek a izolovanych vrcholu.

Zatimco graf ur¢uje matroid jednoznaéné, opacné to neplati. Napi. muzu
mit dva grafy se stejnym matroidem, viz:

>4 X

BIN

Tedy, muzu identifikovat vrchol ruznych komponent (opacné, rozdélit arti-
kulaci) a protocit v 2-fezu.

Lemma 21 G je 3-souvisly graf, H je bez izolovanich vrcholi a M(G) =
M(H). Potom G = H.

Dikaz:

Minimélni hranovy fez G je kokruznice v .M(G). Doplnék je nadrovina v
M(G). Potom H C FE je souvisld nadrovina M(G). E\H je incidentni s
jednim vrcholem. Tedy G indukuje izomorfni graf s H.

Véta 16 (Whitney) Necht G, H jsou grafy, o(E(G)) — @(E(H)) iso-
morfizmus M(G) a M(H). Tak lze G pouZitim operaci na zacdtku kapitoly
prevést na H. Navic, jsou-li G, H 2-souwislé, pouZivime pouze pretdicend.

Véta 17 Mdme G graf a M matroid. M = M x G < r(M) = r(M(G))A
kazdy elementdrni rez je sjednoceni kokruznic M.

Dukaz:
Jednim smérem trividlni.

Opacné indukei podle poctu prvku. Nosnd mnozina je |E|. Bino G je sou-
visly. Predpokladejme, Ze nejsou stejné, ale tamto plati.
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5.1 Testovani binarity

Vezmeme k € N, k > 3 amnozinu E{z1,..., 2k, y1,... Yp} aCoo {{zi, j, ¥,y } ;1 # 5},Cc =
e, ozt z e {w b {2, oz 0 {yn, o uk) je sudé b

Toto je binarni matroid.

6 Grafové sitky

Viz napf. minory.
Nyni u brandwidth budeme definovat:

sitka hrany e = r(E1) +r(E2) —r(E) +1 (hrana rozkladu) — pfi rozkladu na
(E1, E2) po odebrani e z rozkladu. Nyni se to ale lisi od grafové sirky, lisi
se, pokud m& graf most, pokud nemd, potom se rovnaji.

Branchwidth matroidu a jeho dualu jsou stejné.

Necht k > 1. k-rozklad matroidu bude strom, kde vSechny vnitini kromé
kofene maji stupen 3, kofen mé stupen 2 (binarni zakofenény strom). Udéldme
bijekci mezi prvky matroidu a listy, oznac¢im si smycky. Pro vnitini mame
funkci ,, kterd dvojici éfsel (0...%k)2 = 0...ka ¢’ :(0...k)? — Ny.

Kdyz chci spocitat rank, tak obarvim prvky mnoziny 1, jinak 0. Listy obar-
vené 1, které nejsou smycky oznac¢im znackou 1. VSechny ostatni dostanou
znacku 0.

Barva vnitiniho v bude ¢, (71, 72) a znacka A := A\ + Ao — ] (71, 72). Pokud
vzdy v kofeni najdeme rank, tak to je dekompozice. Dekompozi¢ni Sitka je
nejmensi k, pro které existuje funkéni dekompoziéni strom.

To jde nékdy, protoze muzu vzdycky mit exponencidlné mnoho barev, tak
do toho muzu zakédovavat celé mnoziny.

Véta 18 M reprezentovatelny nad koneénym télesem F, |F| = q. mbw(M) >

1, potom existuje k-dekompozice M, kde k = qkﬂ(qu_(#. Je-li ddn roz-

klad, najdu k-dekompozici v ¢ase O(n'*®, kde a je ewponent u ndsobeni
matic.

Dukaz:
Kofen vrazim do libovolné hrany. W), je linearni obal listi podstromu zakofenéného
ve v. W) je linedrni obal ostatnich listu. D, = W, N W}. Dimenze tohoto je

nejvyse k. Mam nejvyse Zle % + 1 riznych podprostort.
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