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1 Vektorovy prostor

Necht (K, +,-) je téleso. Mnozina V spolu s operaci + na V, a zobrazenim
- KxV — V se nazyva vektorovy prostor (V,+, ), spliuje-li ndsledujici
axiomy:

o Vu,v,w e Viu+ (v+w)=(u+v)+w

e VuveViu+v=v+u

e J0Vu € V;0 + u = u, kde 0 je nulovy vektor.

o VueViu+(—u)=0

o Va,be KVue Via- (bxu)=(a-b)-u

e Jl e KVu € V;€ K;1-u =u, 1 je jednotkovy prvek K
o VacK;Vu,veVi(a+b)-u=a-u+b-u

o Va,be K;VueVia-(u+v)=a-u+a-v

Prvky télesa K se nazyvaji skalary.

Priklady:
o Trividlni vektorovy prostor, V = 0, funguje nad libovolnym télesem.

e Prostor K", n € N - aritmeticky vektorovy prostor, obsahuje usporadané
n-tice prvku z K. Soucet je po slozkich a ndsobeni také. Kazdé téleso
lze vnimat jako vektorovy prostor nad sebou samym (K!).

e Matice fadu m x n < K™™. Operace jsou stejné jako u predchozi.
e Polynomy nad K pfirozeného stupné.

e Spojité funkce nebo diferencovatelné funkce nebo funkce na R, na in-
tervalu.



e Systém podmnozin A C S. Soucet je symetrickd diference (to co ne-
maji spolecné), 0 = (), — A = A. Lze chépat jako aritmeticky vektorovy
prostor Z|25|.

e Pifmka v prostoru, ale jen nékdy (napt, kdyz obsahuje nulu).

Prvky 0 a —u jsou uréeny jednoznaéné. Stejné jako u skaldru.

Vue VVaeK;0-u=a-0=0.
0-u=0-u+0=0-u+0-u—0-u=0+0-u—0-u=0.
a-0=a-0+0=a-0+a-0—a-0=a-(0+0)—a-0=a-0—a-0=0.

a-u=0=a=0Vu=0

Sporem:

a#0,u#0
0O£Au=1-u=(a-a ) -u=a'(a-u)y=a1-0=0=0#0.

1.1 Podprostor

Necht V je vektorovy prostor nad télesem K a U C V takova:
o Vu,veU;u+velU
e VacKueU;a-uelU

potom (U, +, ) je podprostor V.
Kazdy podprostor je téz vektorovym prostorem. (Staci ovéfit axiomy)

Tvrzeni:

(Ui, 1 € I) je systém podprostoru vektorového systému V', pak prunik vSech
téchto je také podprostor vektorového prostoru V.

U je prunik toho systému. Vu,v € U = Vi € [1u € U; ANv € U; = Vi €
Iu+v € U; = u+v € U. Pro nasobek stejné.

Necht V je vektorovy prostor nad télesem K a X C V. Potom podpro-
stor generovany X je prunik vsech U podprostort V takovych, ze X C U.
Znacime jej L(X) a nazyvame ho téz linedrnim obalem X.

Necht V je vektorovy prostor nad K a X C V. Potom linedrni obal
obsahuje pravé vsechny linedrni kombinace vektoru z X.

LX) {u;u=>"1a;-zi;n>0,Vae K Ve, € X}

Dikaz:

e Druhym zpusobem je to podprostor obsahujici X. Jednak, obsahuje
to X (protoze kazdy prvek lze v tom souctu s n = 1l,a; = 1 vy-
tvorit). Jednak, urc¢ité to obsahuje soucet dvou prvku tohoto (pro n



souctu jednotlivych n s¢itanych prvku a jednoduse soucty dat za sebe,
jsou komutativni, asociativni, takze se to muze provést). A nakonec,
nasobek prvku tam je také, protoze muzu znasobit kazdé a; a vyjde
mi nasobek (coz muzu, na K je definované nasobeni a nasobeni je aso-
ciativni). Z toho duvodu to prvni je podmnozina toho druhého (toto
je jedna z véci, se kterou se déld ten prunik).

e Neni tam nic navic. Pokud by tam néktery prvek vygenerovany timto
zpusobem nebyl, pak jde postupnym s¢itdnim a ndsobenim vytvorit.
Tudiz takova véc by nebyla podprostorem (nebyla by prostorem) a
nedostane se mezi ony véci mezi kterymi se déld prunik. Tudiz to
druhé je podmnozinou toho prvniho.

1.2 Prostory urcené matici

Necht A, xn je matice nad télesem K. Sloupcovy prostor S(A) je podpro-
stor K™ generovany sloupci A. S(A) = {u,u € K", u = AzVz}. Rddkovy
prostor R(A) je podprostor K" generovany radky. Jddro matice A je pod-
prostor K" tvofeny vSemi feSenimi homogenni soustavy Ax = 0. Znaci se

Ker(A).

Dukaz, ze Ker(A) je podprostor K™:

Urcité je to podmnozina K™ - je to aritmeticky vektor o n prvcich. A prostor
to je také - obsahuje soucet dvou prvku tohoto (040 = 0) a ndsobky tohoto
(ax0=0).

Poznamka:
Elementérni ipravy neméni jadro matice ani R(A).

Zavislost jadra a radkového prostoru:
Necht v € R(A),z € Ker(A) = vTx =0, v"'z je maticovy soucin (takze se
smi nésobit). vz = (ATy)T r =yl (Ar) =yT0 =0y € K"

1.3 Linearni nezavislost

Necht V je vektorovy prostor nad K. Dané n-tice vektoru vy, vs,...,v, € V.
Nazvu ji linedrné nezdvislou < ajv1 + asvs + ... + apvy, = 0,01 = ag =
a3 = 0. (M4 jen trividln{ fesen).

Pozndmka:

Nezalezi na poradi vektora.

Pozndmka:
Je-li v1 = vj,7 # j = je linedrné zavislé (napf. a; = 1,a; = —1). Tudiz se
sta¢i omezit na mnoziny.

Pozndmka:
v; = 0 = je linedrné zavisla.



Nekonec¢nd mnozina je linedrné nezavisld < vSechny jeji kone¢né podmnoziny
jsou linearné nezavislé.

Mnozina {v1,vs...v,} je linedrné zavisld. Tudiz Jay,ae,...ay3i;a; #
0ANaiv1 +asve+...+ayv, = 0. v; = a1v1+4..+ai_1v¢_1atai+1v+1+...+anvn' Tudiz
lze vyjadfit ostatnimi vektory a je zbytecny.

X CY A X zavisla = Y je zavisla.

X CY AY nezavisld = X je nezavisla.

X je nezavisld & Vu € X;u &€ L(X\u).

1.3.1 Postup ovérovani
X ={v1,v2,...,u,} CTK™

e Zkusit vyTesit a najit tu kombinaci, co ,,déla problémy “. Rekne i kom-
binaci, pfi které se najde ten navic. Pokud jsou tam volné proménné,
pak ma vice feSeni a je zavisla.

e Sestavi se matice B vektoru v, ...,v, po fadcich. B se pfevede do
odstupniovaného tvaru. X je linedrné nezavisld, B’ v odstupiiovaném
tvaru neobsahuje nulovy radek.

Bdze vektorového prostoru V nazveme kazdé X C V| ktera je linearné
nezavisla a zaroven generuje cely prostor V. Slozen{ kazdého prvku ve V z
prvka X je jednoznacné.

Necht X = (x1,22,...,2,) je slozené usporddani baze V nad K. Pro
kazdy vektor u € V nazveme soutradnice vzhledem k X ony koeficienty,
které jsou potieba pro ziskani tohoto vektoru. Znacime [u]yx.

Kanonickd bdaze K prostoru V = K" obsahuje samé vektory s praveé
jednou 1 a zbytkem 0.

Tvrzeni:
Necht X je télesovd baze takovd, ze L(X) =V aVY C X; L(Y) # V. Potom
X je baze prostoru V.

Dukaz:
Generuje cely prostor (jiz z predpokladu). A pii odebréni néjakého u do
toho vektorového prostoru nebude toto u patfit.

Dusledek:
Z kazdého koneéného poctu generatoru (téch co generuje prostor) lze vybrat
bézi.

Dusledek:
Kazdy vektorovy prostor md bézi. Bud m4 kone¢ny pocet generatoru (pak
viz vyse).
Lemma o vymeéné:
Necht uqy,us, ... u, je systém generdtorii V a u je libovolny vektor z V. Po-
tom Vi, u =3 p_; apur Aa; # 05ur, ug, ... Ui—1, U, Uit1, - . . Up je také systém



generatoru. Tedy, pokud u # 0, pak muzu néktery z onéch vektoru nahradit
za néj.
Dukaz:

U= aju] + agug + ... aply, a; 0

al an, 1
vi=|—uw+...—uy | +—u
a; a; a;

Yw e V,w = Z k=1"bi v,  dosadim vy

(= 2m)
w= b ——a; Jur+...
a;

Tedy generuje cely prostor.

Steinitzova véta o vymeéné:
Necht V je vektorovy prostor, X C V linearné nezdvisld a Y kone¢ny systém
generatoru. Potom |X| < |Y| a ddle 3Z C V plati, ze:

e L(Z)=V

1Z] = Y|
e X CZ
e /\XCY

Drukaz:
Ozna¢im {uy,ug,...u,} = X\Y, potom Z, = Y. Dale indukei pro i =
1...n. Z;_1 generuje V. Vyberu néco, co se da vymeénit s u; dle pfedchoziho
lemma (musi existovat, jinak je X zdvisld) a nedalo se to tam v predchozim
kroku. Tudiz to pak generuje V.

To nakonec odpovidd vSemu.

Dusledek:
Pokud ma prostor V' konetnou bézi, pak vSechny jeho bdze maji stejnou
velikost. Vezmu béze X a Y, pak jedna je nezavisla a druhd generuje a
naopak, kazda je mensi nebo rovna té druhé.

Dtsledek 2:
Pokud ma vektor V koneény systém generatoru, pak lze kazdou linedrné
nezavislou mnozinu doplnit na bézi.

Necht prostor V' mé koneénou bézi. Potom mohutnost libovolné jeho
baze nazveme dimenzi prostoru V a znaéime dim(V'). Déle fekneme, ze
V' je koneéné generovany.

Pozorovani:

Je-li W podprostor V', pak dim(W) < dim(V'). Baze W je nezévisla v V.
Dimenze aritmetickych vektorovych prostoru dim(K"™) = n - kanonicka

béze ma n prvku.



Pozorovani:
Je-li matice A v odstupnovaném tvaru, pak nenulové fadky A jsou linedrné
nezavislé, tudiz dimenze fadkového prostoru dim(R(A)) = rank(A). Plati i
v piipadé, ze neni v odstupniovaném tvaru.

Lze pouzit k vypoétu dimenze linedrniho obalu nééeho. X = {uy, ua, ... un}
a z téchto vektoru sestavime matici. Pfevedeme na odstupniovany tvar a
spocitame nenulové radky.

Véta:
Necht A € K™*", potom dim(R(A)) = dim(S(A)).

e Niasobeni zleva reguldrni matici nezméni dimenzi sloupcového pro-
storu. Vezmeme bézi S(A). Vyndsobime to matici R a dokdzeme, ze
je to bdze S(A’). Libovolny vektor z S(A’) vyjddifme jako linedrnf
kombinaci vektoru toho prvniho.

Dale se dokéze, ze je linedrné nezavisld. (feseni regularni matice je jen
trividlni, vektory té puvodni jsou béze, takze nezavislé).

e U odstupnované matice se dimenze sloupcového i fadkového prostoru
je stejny. Kdyz se na né podivame - hodnost je nejvyse pocet pivoti.
Navic generuji cely svij prostor (nejsou tam nuly). Je to tedy béze.

Dusledek:
Hodnost matice a hodnost transponované matice je stejny.
Dusledek:
P1i nasobeni regularni matici se mi hodnost matice nezméni.
Dusledek:
P1i ndsobeni neregularni matici se dimenze sloupcového prostoru muze zmensit.
Soucet podprostori U a V je L(U NV). Rika se mu Spojeni

Véta o dimenzich priniku a spojeni:

dim(U) + dim(V) = dim(U NV) + dim(U 4+ V)

Vezmeme si béazi pruniku {wq,...wg}. Doplnime na bazi vektoru U
{uy, ... ug,u1,...u,} aobdobné pro V. Chceme dokdzat, ze {w1, ... wg, u1, ... Un, V1,...Vn}
je bazi. Jednak je systém generatoru, z = a + b,a € U,b € V - urcité lze
cokoliv vyjadrit.
Nyni Ze je nezavislé. Vezme se nulovy vektor a zkusi se vyjadrit. Pfevede
se tfeba V napravo. Levo patii do U, pravo do V. Je stejny, tudiz je v

pruniku.
Zdiwi + Z cv; =0

Toto je linedrné nezdvislé (je z baze V'), viechny koeficienty musi byt nula.
Ale tudiz je to nulovy vektora to vlevo na zacatku je také nezavislé (z béze

U).



Dimenze jidra je rovna poétu volnych proménnych. Reseni jsou za-
psand jako linedrni kombinace k vektoru (k je pocet volnych proménnych).
Navic jsoe linedrné nezavislé (ve volnych proménnych je schovand v podstate
jednickova proménnad—po vynechani nékterych rddku).

Pro matici o A™*™ soucet hodnosti jadra a hodnosti matice je dohro-
mady n. Pfevedeme si ji do odstupnovaného tvaru. U = RA. rank(U) je
pocet bazovych proménnych, coz je n—k. A k je dimenze jadra. Pfi prevadéni
se nemeéni ani hodnost ani dimenze.

Zobrazeni f : U — V,U,V jsou vektorové prostory nad télesem K.
Rekneme ze zobrazeni je linedrnd, pokud:

o Vu,v e U; f(u+v) = f(u) + f(v)
o Vu e UVeeK; f(cu) = cf(u)

Slozeni 2 linearnich zobrazeni je opét linedrni zobrazeni:

g(f(u+tv)=g(f(u)+f)=g(f(w)+g(f(v)
Pro nésobek obdobné.

Pro popis zobrazeni sta¢i znat zobrazeni baze:
Vezmeme libovolné u, zjistim soufadnice, aplikuji na obraz baze. Vuci sumé
i ndsobkum se chova rozumé.

Disledek:
Mnozina vSech obrazu je podprostor a jeho dimenze je nejvysSe dimenze
puvodniho prostoru.

1.3.2 Vyjadieni bazi

V, W vektorové prostory nad K. X = (vy,...v,),Y = (wi,...w,) Potom
linedrni zobrazeni f : V — W nazveme matici [f]xy € K™% sestavenou z
vektort obrazu baze X vuci bazi Y.

Matici pfechodu pro identitu z jedné baze na druhou spocitam jako
B~LA. Lze spoéitat elementdrnimi tpravami (B|A) ~ (I|B~1A).

Prevod lze provést pomoci prechodu pfes kanonickau bazi.

Necht V a W jsou vektorové prostory nad stejnym télesem K. Potom
linedrni zobrazeni f : V. — W které je bijektivni nazyvame izomorfizmem
prostoru V a W.

Pozorovani:

Inverzni zobrazeni je také izomorfizmem. Je urcité bijekci. S¢itani funguje
sprévne. [ (w+ ') = fU(F@) + F@) = f(Flu+ ) =+l =
f~Y(w) + f~1(w'). Nédsobeni obdobné.

Véta o urceni izomorfizmu:
V a W jsou vektorové prostory nad stejnym K s koneénymi bazemi. Potom



plati, ze f : V — W je izomorfizmus pravé kdyz je matice zobrazeni toho
zobrazeni regularni. Navic také plati, matice inverzniho zobrazeni je inverzi
matice zobrazeni.

Predpokladam, ze matice zobrazeni [f],, je regularni. Vezmnéme zobra-
zeni [glye = ([f]zy) ! SloZeni téchto zobrazeni:

(90 flez = [9)ya[flzy = In = [id]ze. Tudiz musi byt f prosté, kdyby se néco
slilo, nemuzu se vratit. Musi byt také na, totéz jde udélat opa¢né. Tudiz je
to izomorfizmus.

Opaéné: Vezmeme zobrazeni f a f~! (izomorfizmus). Tam a zpét musi
byt identita, tudiz [f]uy[f " ye = [id]zx = In. Opacné také. Protoze soucinem
nevzroste hodnost, takze musi byt ¢tvercova a obé musi byt stejné. Obé ma-
tice jsou tedy regularni a vzajemné inverzni.

Dusledek:

Kazdy vektorovy prostor dimenze n nad K je izemerfni s K™. Zvolme si bazi
X a zobrazeni f : u — [u], je izomorfizmem — urceni soutadnic, z nich se
da rekonstruovat.

Poznamka:
dim(L£(A)) = dim(L(RA)) pro reguldrni R je izomorfizmem f : v — Ru
mezi L(a) a L(RA).

Tvrzeni:

Necht V' a W jsou vektorové prostory nad K a mnozina Z vSech linedrnich
zobrazeni z V do W. Pak Z je vektorovym prostorem, definujeme-li soucet
a nasobek nasledovné: (f + g)(z) = f(z) + g(z) a (af) = af(x).

Jednak to oboje je zobrazeni (o¢ividné). Je tieba ovéfit, ze toto zobrazeni
je linearni. Sta¢i jednodusSe rozepsat.

Také je tteba ovérit vSechny axiomy vektorového prostoru.

1.3.3 ReSeni rovnic s linearnim zobrazenim

f: Ax = b lze chapat jako linearni zobrazeni. Tvrzeni:

Necht f:V — W linedrn{ zobrazeni. Potom plat{ Ker(f) ={z € V; f(z) =
0} (jddro zobrazent) je podprostorem V. Pokud rovnice f(x) = b ma
alesponi jedno fesen{ g, potom kazdé fesen{ lze vyjadrit jako x = zg+a’, 2’ €
Ker(f).

1.4 Skalarni soucin

Necht V je vektorovy prostor nad C. Zobrazeni (u|v)u,v € V — c € C se
nazve skaldrni soucin, jestlize splnuje:

e VueV;(uu)y=0<u=0
o Yu,v,w € V;(u+vw) = (uw) + (vjw)

o Yu,v € V,a € C;(aulv) = a (u|v)



o Yu,v e V;(vju) = (ulv)
o Vu e V;(uu) >0

Soucin pro prostory nad R se definuje stejné, jen se vsechna C zaméni
za R.

Necht V je prostor se skaldrnim soucinem, potom morma definovans
skaldrnim sou¢inem je dédna ptedpisem ||u|| = /(u|u).

Geometricka interpretace:
Norma fikd, jak je vektor dlouhy. Lze uré¢it vzdalenost vektoru (||u — vl]).
(u]v) odpovid4 tdhlu.

Pro standardni skalarni souc¢in na R™ a z néj odvozenou normu plati,
(u,v) = ||ul| * ||v]| * cos ¢, kde ¢ je dhel mezi nimi sevieny.

Dtkaz z obrazku a kosinovy véty.

Cauchy-Swartzova nerovnost:
V' je prostor se skalarnim sou¢inem a z néj odvozenou normou. Potom plati,
Vu,v € V; [{ulv)| < [lul] * [[v]]

u=0<v=0=0<0

0 < |ju+av|)* < (u+ av|u + av) = (ulu) + a (v|u) + @ (ulv) + aa@ (v|v)

Dosadim a = — Ezm, tedy:

{ulv) (v]u) < (ulu) (v]v)

To vlevo je nasobeni ¢ € C s ¢. Tedy po odmocnéni to vyjde.

Disledek:

Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym prumérem. Plynez ¢ = (1,1,...,1)
samych jednicek.

Dusledek:

Norma odvozena ze skalarniho soucinu spliiuje trojihelnikovou nerovnost.

[+l < fful] + [[v]|

[lu+vll = v/(ulu) + (ulv) + (vlu) + (v]v)

(uv)y + (vjuy < 2 |{u|v)| Dosadim a pouziju vétu:

< Vull? + 2fful * [Joll + [Jo]? = [ul| + |||

Poznamka:
Normu lIze definovat obecnéji, axiomaticky. Prostory s normou jsou to samé
co metrické prostory (lze pouzivat k méfeni vzdédlenosti).



Vektory u,v € V se skaldrnim sou¢inem nazveme Kolmé/Ortogondlny,

< (ulv) = 0.
Pozorovani:
Systém kolmych vektoru je linedrné nezavisla. Dukaz sporem.

Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem a Z = (vy,...,v,)
je jeho baze, Vv € Z;||v|| = 1,Vuv;,v; € Z;v; # vj = (vs]|vg), pak ji nazvu
Ortonormadlnd.

Véta:

Necht (v1, ..., vy,) je ortonormaln{ béze. Pak plati Vu € Viu = Y1 | (ulv;) v;.
Dukaz:

(ulvi) = <Z a;jv; Uz‘> = aj{vjlvi) = a;
P =1

Koeficienty (ul|v;) se nazyvaji Fourierovy koeficienty vektoru u vudci
ortonormalni béazi (vy,...,vy).
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