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1 Pocitani permutaci se zakazanymi vzory

Martin Klazar

Permutace 7w - ngjaka ¢isla 1,...,n obsahuje permutaci o = 1, 3,2, kdyz
se da vzit graf té velké permutace a po promazani dostaneme stejny tvar,
jako ma graf té mens{ permutace. V posloupnosti najdeme podposloupnost,
kterd je prehdzend stejnym zpusobem.

Sp(0) je pocet permutaci délky n, které neobsahuji permutaci o.

Cp = Sp(1,3,2)
n—1

Cn = ch—lcn—l—i
=0

C - 1 <2n>
n+1\n

Takto to vyjde stejné pro libovolnou jednu permutaci délky 3 (jsou to Ca-
talanova ¢isla).

Sn(1,3,2,4) =77
Omezeni poctu:
Vo3e; Sp(o) < "

Dokonce 1ze nalézt to ¢ presné (tedy, lim, o Sp (0’)% = ¢ < 00) pro libovol-
nou jednu zakazanou permutaci.



2 Aplikace linearni algebry v kombinatorice

Matousek

2.1 Dlazdéni geometrickych utvara

Napft, jestli jde néjaky obrazec roziezat na konecné mnoho ¢asti a udélat
jiny.

Méjme obdélnik 1 x z, xZQ, nelze ho vydlazdit koneéné mnoha ¢tverci (rov-
nobézné polozené).

Predpokléddejme, ze existuje dlazdéni, které pouziva ¢tevree q1,q2, - - -, gn, S€
stranami sp, So, ..., Sy,. Vezmeme vektorovy prostor nad télesem @, ktery je
linedrni obal ¢&isel si, so,. .., s, jakozto podprostor R. Zvolme f : V — R

linedrni zobrazeni tak, aby f(1) =1, f(x) = —1.
Mame obdélnik o strandch a,b € V, a obdélnik v(R) := f(a) x f(b).

Spor s tim, ze ten obdélnik je zaporny, ale soucet téch ¢tvercu je zaporny.

3 Randomizovany algoritmus na hledani minimalni
kostry

D. Carger, F. Klein, R. Tarjan Predpoklddejme, Ze neexistuji osamocené
vrcholy. Déle, vahy hran jsou vSechny riizné.

Cyklové pravidlo:
Nejdrazsi hrana cyklu v minimalni kostfe urcité neni.

Rezové pravidlo:

Nejlevnéjsi hrana fezu v minimalni kostie urcité je.

Vzorkovaci lemma:

nebo oo, pokud takové cesta neexistuje. Hrana {x,y} je F-téZkd, pokud je
jejl vaha vétsi nez nejtézsi hrana dosud nalezené cesty z x do y. Naopak,
hrana je F'-lehka, pokud neni F-tézka.

Méjme graf H C G, ktery ziskdme vkladanim kazdé hrany e € E(G)
nezdvisle na ostatnich s pravdépodobnosti p. Necht F' je minimdlni les H,
potom pravdépodobny pfedpoklddany pocet F-lehkych hran je %, kde n je
pocet vrcholu G.

Zatneme s H i F' prazdnymi. Vezmeme nejlehéi hranu. Zkontrolujeme, jestli
lezi ve stejné komponenté F' (F je zatim prazdné, proto nelezi). S pravdépodobnosti



p ji tam dame, jinak ji zahodime. Pokud uz spojuje stejné komponenty, tak
ji nevklddame, protoze je F-tézka (to ptijde jen do H).

Muzeme shora odhadnout pocet hran v F' velikosti kostry G. Pocet hodu,
jestli se hrana vlozi do F' lze odhadnout na % a pocet vlozenych hran je
urc¢ité nejvyse tolik.

Definujme Boruvkudv krok jako jedno spusténi Boruvkova algoritmu na
néjaky graf. Ten zkontrahuje pocet vrcholu na nejvyse polovinu puvodnich
vrcholu grafu a zvladne to v linedrnim cCase.

3.1 Popis algoritmu

Je-li graf prazdny, vrat prazdny strom. Pokud je graf jediny vrchol, vrat jej
jako jeho minimdlni kostru, jinak spust 2x Boruvkav krok na vstupni graf.
Ve vzniklém grafu vyber podgraf H tak, ze z néj odstran s pravdépodobnosti
0.5 kazdou hranu a spust se na H, ¢imz dostanu F', najdu F-tézké hrany
a odstranim. Poté se spustim rekurzivné na zbytek a jeho minimélni strom
slozim s kontrahovanymi hranami z Boruvkova kroku, coz vratim.

Tedy vzdy vezmu graf, zhruba polovinu ho zahodim, na zbytku najdu mi-
nimalni kostru a zcela zrusim hrany, které jsou F-tézké oproti této nalezené
kostte.

4 Scitani rad

Mame fadu 17 4+ 2P 4 ... + nP, coz kdyz setneme, tak vyjde apy1 - nf + ay, -
nP~t 4+ ... 4+ a1 -n+ ag. Cheeme zjistit tyto koeficienty. Udéldme si tabulku
p X p, sloupecky indexované od 0, fadky od 1. Zapisujeme odshora, vlevo
nahote je 1, v druhém fadku jsou na prvnich 2 mistech % Kromé prvniho
sloupecku se pocitaji poté takto: podivame se doleva nahoru, vynésobime
¢islem tadku, vydélime éislem sloupce. V prvnim fadku doplnim tak, aby
soucet fadku byl 1. Poté vezmu jako koeficienty prvni sloupec. ag = 0.

5 Rekonstrukéni hypotéza

Misto grafu si pamatuju jen néjaky systém podgrafi. Je néjaky dalsi graf,
ktery mé stejny systém podgrafii? Rekonstrukéni hypotéza tvrdi, ze ne, ze
je to jednoznacni.

G, je indukovany podgraf grafu G na vrcholech V(G) — v. Bali¢ek bude

multimnozina v8ech takovych G,. Jednotlivé grafy jsou karty. H je rekon-
strukce balicku B < Balicek grafu H je isomorfni balicku danému. Rekon-



strukéni hypotéza tvrdi, ze jediny graf, na kterém toto nefunguje je samo-
statnd hrana.

D4 se dokézat pro néjakou tiidu grafu, Ze je rekonstruovatelna. Prvni véc
je, jestli je graf rozpoznatelny (kdyz dostanu balicek, zjistim, jestli je to z
této tiidy).

6 Hledani transversaly lichych kruznic v grafu

Transversdla je néjakd mnozina vrcholu takova, ze to ostatni je bipartitni
graf. Obecné je to tézké, tohle je ,fixed parameter tractable“ — kdyz budu
hledat jen takové, které obsahuji maximélné k vrcholu, tak to pobézi v
polynomidlnim case ve velikosti grafu, ale konstanta zavisi na k.

Ptredpoklddejme, ze mame algoritmus, co z transversaly o k+ 1 vrcholech vy-
bere néjakou o k vrcholech. Vezmu graf o prvnich £+ 1 vrcholech a prohlasim
vSe za transversalu, jeden vyhodim, pfiddm novy vrchol puvodniho grafu,
etc.

Slozitéjsi algoritmus
kopii transversdly, uvnitt transversdly si vyberu, kterd hrana to bude, aby
nevedly vnitikem.

Potom vezmu néjakou podmnozinu puvodni transversély (YY), to se zobrazi
na Y’ — to je dvakrat velké. To rozdélim na dvé ¢asti Yy,Y; tak, ze kazdy
vrchol ma jednu kopii v Y, a druhou v V5.

Lemma 1 X je minimdlni transversdla < VY C X;VY,, Y3,3|Y| vrcholové
disjunktnich cest z Y, do 'Yy v G'\ (X\Y).

Dikaz:

Doleva sporem. Vezmu transversdlu X a transversélu Z, |Z| < |X|. Zvolim
Y = X\Z. G\Z méa dveé partity (S7,5%). Zvolim Y, = {y1 € S{NY} U
{y2 € SHNY"}.

|Z\X| < |Y|. Chci dokazat, ze Z\X oddéluje.

Nakonec dokazu, ze budu mit jednu cestu, kterd je zarovein licha i suda.
Doprava: X je minimélni. 3Y'1 = (Y,,Y;) tz W oddéluje Y, Yy, |W| < |Y].
Potom G\ (X\Y + W) je bipartitni. Dokézu stejné obarvit obé kopie a tedy
muzu splacnout obé kopie do jednoho a mit je mimo transversalu.



Vyzkousim tedy vSechny moznosti, jak vybrat Y a rozdélit na Y,,Y, (jen
4% moznosti). Potom pomoci toku najdu pocet disjunktnich cest, takze cely
algoritmus zvladnu O(4* - k - |E| - |V]).

Jednodussi algoritmus

Mam transversalu a néjakou konkurenéni transversdlu. Ta rozdéli puvodni
na 3 ¢asti — spoletnd, ta u jedné partity a ta u druhé partity. Pivodni vezmu
a v puodnich partitdach si najdu sousedy novych transversalnich ,,usi“.

Lemma 2 Mdm S, zvolim rozkouskovdni na ,spolecnou édst a ty dvé, co
patii do jednotlivych partit. Umim dopocitat novou transversdlu a partity.
Jde to 1 opacneé.

Vyzkousim vsSechny rozklady na 3 mnoziny, zkusim, jestli se najde néco
mensiho.

Takze tohle bézi v O(3% - k- |E| - |V]).

7 Viditenostni grafy boda v roviné

Viditelnostni graf je graf, jestli se navzdjem body vidi. Nevidi se ty, které
maji na dsecce mezi sebou jiny bod. Znacime p(s).

Véta 1 VG, V(G) = {1,...,n};3X C R?%; u(X UZ?) je isomorfni s G.

Lemma 3 3M € N tak, Ze 3 mnoZina prvocisel P = {p; j;1 <i < j <n}
o které plati:

e M <pi;< 9M+1
L]

k-1
Qr:=2" - [[pin [[5=F+1"Dr;
i=1

, kde |log Q| = 2nM+2k

o pi je jediné z P, které deéli Q — Q.
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