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1 Matroidy

Řekneme, že graf H je minor, jestliže lze źıskat z G vynecháváńım a kon-
trakćı hran.

Graf H je chordálńı, jestliže nemá indukovanou kružnici délky > 3.

Věta 1 Každý chordálńı graf má vrchol, jehož okoĺı je úplný graf. Tento
vrchol se nazývá simpliciálńı.

Důkaz:
Necht’ C ⊂ V je minimálńı vrcholový řez. Potom C indukuje úplný podgraf
– kdyby ne, mám indukovanou kružnici délky alespoň 4.

-

Důsledek 1 Chordálńı grafy maj́ı stromovou strukturu. Má simpliciálńı vr-
chol, dá se považovat za něco jako list stromu. Zbytek je opět chordálńı, tedy
muśı mı́t opět simpliciálńı vrchol.

Necht’G je graf. Potom stromová š́ıřka grafuGw(G) je rovna minimálńımu
k, že existuje supergraf G ⊆ K, K je chordálńı a maximálńı úplný podgraf
K má k + 1 vrchol̊u.

Věta 2 Řada optimalizačńıch problém̊u (např. hamiltonovská kružnice) je
polynomiálńı v grafech s omezenou stromovou š́ıřkou.

Vezmu chordálńı zúplněńı, posloupnost simpliciálńıch vrchol̊u a postupuji
dynamickým programováńım, zkouš́ı se to napojovat.

Pozorováńı 1 Když H je minorem G, potom w(H) ≤ w(G).

Důkaz:
H vzniklo kontrakcemi vrchol̊u a vynecháńım hran. Ani jedno z toho nezvětšuje
stromovou š́ı̌rkou.

Stač́ı dokázat, že kontrakce nezvětš́ı úplný podgraf. Jediný graf, ve kterém
kontrakćı hrany můžu zvětšit maximálńı úplný podgraf neńı chordálńı. Kon-
trakce můžu dělat až po

”
zchordálněńı“, tud́ıž mi nevad́ı.

-

Tedy, množina graf̊u s omezenou stromovou š́ı̌rkou je omezená na minory.
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Věta 3 Necht’ F je tř́ıda graf̊u uzavřená na minory. Potom lze testovat v
polynomiálńım čase, zda daný graf patř́ı do F .

Věta 4 Necht’ H je daný graf. Potom následuj́ıćı úloha je polynomiálně
řešitelná: Vstupem je graf G. Je H minorem G?

Věta 5 (Řešeńı wagnerovy hypotézy) Necht’ H1, H2, . . . je libovolná ne-
konečná posloupnost graf̊u. Potom existuje i 6= j, že Hi je minorem Hj.

Důkaz:
Od věty 3 – postup pomoćı minimálńıch zakázaných obrázk̊u.

Necht’ F je uzavřená na minory a H 6∈F . Jestliže H je minorem G, potom
G 6∈F .

Pro F existuje konečná množina M graf̊u splňuj́ıćı X 6∈F ⇒ ∃m ∈ M;m
je minor X. M bude minimálńı množina zakázaných minor̊u. To dokážu z
věty 5, vezmu doplněk k F , najdu konečnou množinu minor̊u (ta se muśı
dát naj́ıt, protože u nekonečné vždy jde nějaký

”
vyhodit“).

Z toho už odvod́ım polynomiálńı algoritmus.

-

TODO: Tady chybı́ jedna hodina

Matroidy jsou právě ty dědičné systémy, kde řád je dobře definován. r(A) =
|max⊆ nezávislá množina |.

Věta 6 Celoč́ıselná funkce r : 2X → N je řádová funkce matroidu na X
právě když:

• r(∅) = 0

• r(y) ≤ r(y ∪ {y}) ≤ r(y) + 1

• r(Y ∪ {y}) = r(Y ∪ {z}) = r(Y ) ⇒ r(Y ) = r(Y ∪ {y, z})

Důkaz:
Prvńı dva jasné, třet́ı rozepsáńım.

Definujme matroid na X přepisem A ∈ S ⇔ |A| = r(A). Ukážeme, že (X,S)
je matroid. ∅ ∈ S. Dále, S je dedičný: B ⊆ A : r(A) ≤ r(B) + |A−B|. Pro
spor předpokládejme, že r(B) < |B|, tedy < |B|+ |A−B| = |A|.

-
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Věta 7 r : 2X → N je řádová funkce matroidu právě když:

• ∀Y ⊆ X; 0 ≤ r(Y ) ≤ |Y |

• Z ⊆ Y ⇒ r(Z) ≤ r(Y )

• r(Y ∪ Z) + r(Y ∩ Z) ≤ r(Y ) + r(Z)

Tedy, matroidy jsou strukturálńı.

Důkaz:
Doprava plat́ı z věty 7 prvńı dva, třet́ı obrázkem a rozkresleńım.

-

1.1 Struktura jednoduchých matroid̊u řádu 3

Jednoduchý je jestliže |A| = r(A), |A| ≤ 2. r(X,S) := r(X).

Definujeme L(X,S) := {A ⊆ X; |A| > 2; r(A) = 2;A uzavřená}. Uzavřená
je, pokud A = A (uzávěr A). A := {y; r(A) = r(A ∪ {y})} =

⋃

B;A ⊆
B; r(A) = r(B).

Pozorováńı 2 Množina L(X,S) popisuje matroid (X,S), pokud (X,S) je
jednoduchý, řádu 3.

Důkaz:

A ⊆ X; |(|A) ∈ 2 ⇒ r(A) = |A|
|A| > 2 ⇒ r(A) = 2 ⇔ A ⊆ C ∈ L(X,S)

-

Pozorováńı 3
K,L ∈ L(X,S) ⇒ |K ∩ L| ≤ 1

Důkaz:
Sporem, necht’ maj́ı společného v́ıc. Vezmu si to, co maj́ı r̊uzné a dokážu, že
uzávěry obsahuj́ı oba.

-
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R2 ⊂ 2X je struktura, jestliže:

• A ⊆ R ⇒ |A| ≥ 3

• A,B ∈ R, |A ∩B| ≤ 1

Věta 8 Každá struktura je množina L(X,S) jednoduchého matroidu řádu
3.

Důkaz:
Necht’ L je struktura. Definujme r přepisem: |A| ≤ 2 ⇒ r(A) = |A|, |A| >
2 ⇒ r(A) = 2 ⇔ A ⊆ C ∈ L. V ostatńıch př́ıpadech je to 3.

-

Př́ıklady: Fann̊uv matroid (fannova rovina), uniformńı matroid (X,

(

X
k

)

).

1.2 Základńı operace

1.2.1 Zkráceńı

Mám k ∈ N, (X,S) → (X, {A ∈ S; |A| ≤ k}).

1.2.2 Součet

Máme dvě množiny X1, X2, X1 ∩X2 = ∅, matroidy S1, S2. Součet je (X1 ∪
X2, {A ⊆ S1 ∪ S2;A ∩X1@ ∈ S1 ∧A ∩X2 ∈ S2}).

1.2.3 Partičńı matroid

X = ˙⋃Xi, S = {A ⊆ X; ∀i; |A ∩Xi| ≤ 1}.

1.2.4 Vynecháńı

(X − Z, {A;A ∈ S;A ∩ Z = ∅}

1.2.5 Kontrakce

(T ⊆ X, {A ∈ S/T ⇔ A ∪ J ∈ S})
, kdy J je maximálńı nezávislá na T .

Pozorováńı 4 Definice nezáviśı na výběru J .
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1.3 Pr̊unik dvou matroid̊u

Máme (X,S1) a (X,S2). Jejich pr̊unik, (X,S1∩S2) ale neńı matroid. TODO:
Dokázat

Ale dá se v tom poznat maximálńı množina co do velikosti (ne do inkluze).

Věta 9 (Pr̊unik matroid̊u) Máme matroidy (X,S1), (X,S2). Potom:

max
J∈S1∩S2

|J | = min
A

⊆ Xr1(A) + r2(X −A)

Poznámka 1 Toto dává dobrou charakterizaci pro úlohu
”
Existuje J velké

alespoň k?“. To znamená, že mám certifikát jak pro odpověd’
”
ano“ (dá mi

J), ale i pro
”
ne“ – dostanu nějaké dostatečně malé A.

Důkaz:
Napřed dokážeme, že max ≤ min. Vezmeme J , která je nezávislá. Necht’

J ∈ S1 ∩ S2, A ⊆ X ⇒ J ∩ A ∈ S1 ∧ J ∩ (X − A) ∈ S2. Tedy |J | ≤
r1(A) + r2(X −A)∀A ⊆ X.

TODO: Opačná nerovnost

-

Věta 10 (Obraz matroidu) Obraz matroidu je matroid, tedy: (X,S) je
matroid a f : X → X ′ je funkce. Definujeme S′ := {f(I); I ⊆ X, I ∈ S}.
Potom (X ′, S′) je matroid a r′(U) = minT⊆U

{

|U − T |+ r(f−1(T ))
}

.

Důkaz:
Vezmeme S jako S1, množinky všech, které f slouč́ı do jednoho a označ́ıme
S2 a nacpeme do věty 9.

-

Důsledek 2 (Sjednoceńı matroid̊u) Pokud (X,S1), (X,S2) jsou matro-
idy, potom {Y ⊆ X; ∃Z ⊆ Y, Z ∈ S1, Y − Z ∈ S2} je matroid na X a r(U) :=
minT⊆U {|U − T |+ r1(T ) + r2(T )}.

Důkaz:
Necht’X1 := X×{1} , X2 := X×{2}. Vezmeme matroidyM1 := (X1, S1) ,M2 :=
(X2, S2). Jejich sjednoceńıM1⊕M2 je také matroid (dle 1.2.2). Potom vezmu
funkci f , která zahazuje druhou složku a dle věty 10 je to také matroid.
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-

Důsledek 3 M = (X,S) matroid. Potom:

max







∣

∣

∣

∣

∣

∣

⋃

I,|I|=k

∣

∣

∣

∣

∣

∣







= min
I⊆X

{|X − T |+ k · r(T )}

Důsledek 4 X je sjednoceńı k nezávislých množin ⇔ ∀U ⊆ X; k · r(U) ≥
|U |.

Důsledek 5 M má k disjunktńıch baźı ⇔ ∀U ⊆ Xk · (r(x) − r(U)) ≤
|X − U |.

Poznámka 2 Toto se použ́ıvá na vektorové matroidy.

1.4 Hladový algoritmus

Máme množinový systém (X,S), S ⊆ 2X a máme váhovou funkci w : X →
R. Uvažme diskrétńı optimalizačńı problém

”
najdi A@ ∈ S takové, že w(A)

je maximálńı.

Algoritmus 1 (Hladový):

Necht’ X = {1, 2, . . . , n} a označme wi := w(i). Uspořádáme prvky tak, že
w1 ≥ w2 ≥ w3 . . . wn.

Vezmi množinu J 6= ∅. Potom pro i := 1, . . . , n pokud J ∪ {i} ∈ S ∧wi ≥ 0,
potom do J přidej i.

,

Věta 11 Necht’ (X,S) je dědičný neprázdný systém. Potom algoritmus 1.4
správně řeš́ı diskrétńı optimalizačńı systém pro každou w : X → R ⇔ (X,S)
je matroid.

Důkaz:
Pokud (X,S) neńı matroid. Potom máme dvě množiny maximálńı do in-
kluze, které nemaj́ı stejnou velikost. Pokud vezmu w(∗) := 1, potom mi
může nabrat celou tu menš́ı množinu a neumět ji zvětšit.

Drobné pozorováńı: všechny w ve výsledku jsou ≥ 0. To, že si neubĺıž́ım
přidáńım je jasné z dědičnosti a stejné velikosti maximálńı množiny co do
inkluze.
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-

Poznámka 3 Hladový algoritmus řeš́ı i následuj́ıćı úlohu:
”
najdi maxA⊆X wi·

zi;
∑

zi ≤ r(A), zi ≥ 0“.

2 Lineárńı programováńı

Máme minimalizovat hodnotu a1x1+a2x2+. . . za podmı́nek b1,1x1+. . . ≥ z1,
etc., potom existuje ještě duálńı, maximalizovat

”
vynásobeńı podmı́nek“ tak,

aby byl odhad z druhé strany co nejlepš́ı.

Pozorováńı 5 (Slabá věta o duaalitě) Pro každé př́ıpustné řešéńı x primárńı
úlohy a y jej́ı duálńı úlohy plat́ı, že g(y) ≤ f(x).

Důsledek 6 Když mám stejné, tak už to muśı být optimum.

Pozorováńı 6 Necht’ A je matice Rm×n, b ∈ Rn. Potom soustava Ax = b
má řešeńı ⇔6 ∃ řešeńı pro ytA = 0 ∧ ytb = −1.

Důkaz:
Plyne z toho, jak funguje gaussova eliminace. Pokud na jedné straně dostanu
0 a na druhé −1, tak to nemá řešeńı. Pokud ho nedostanu, tak vyeliminuju.

-

2.1 Fourier-Motzkinova eliminace

2.1.1 Značeńı

• x = (x1, x2, . . . , xn)

• x′ = (x2, x3, . . . , xn)

• ai je i-tý řádek matice A.

• a′i je i-tý řádek matice A bez prvńı složky.

Předpokládejme, že máme 3 typy nerovnost́ı:

• x1 + a′ix
′ ≤ bi

• −x1 + a′jx
′ ≤ bj
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• a′kx
′ ≤ bk

Pozorováńı 7 Úloha má řešeńı ⇔, když má řešeńı systém, který dostaneme
posč́ıtáńım všech dvojic nerovnost́ı z prvńı a druhé skupiny. Třet́ı se jen
přidá.

Důkaz:
Doprava je zřejmé.

Opačně potřebuju źıskat jen x1, zbytek mám spoč́ıtané. Máme omezeńı pro
oba směry, ale muśı vyj́ıt (jinak by nebyla splněná podmı́nka pro x′), tak
vezmu cokoliv z tohoto rozsahu.

-

Věta 12 (Farkašovo lemma) Systém Ax ≤ b má řešeńı ⇔6 ∃ nezáporný
vektor y ∈ Rn

+, takový, že yTA = 0 a yT b < b.

Důkaz:
Předpokládejme, že má řešeńı a máme i takový vektor. Pak ale 0 = yT (Ax) ≤
yT b < 0, to je spor.

Doleva indukćı podle počtu sloupc̊u, nepř́ımo – nemá řešeńı, tak najdu vek-
tor, vezmu z 2.1

-

Věta 13 (O silné dualitě) Řešeńı obou úloh je stejně velké, pokud maj́ı
obě alespoň jedno řešeńı.

TODO: Chybı́ hodina

Důsledek 7 Mnohostěn P má konečně mnoho stěn.

Věta 14 Necht’ F je minimálńı (ve smyslu inkluze, nic menš́ıho už neńı
stěna) neprázdná stěna mnohostěnu P := {x|Ax ≤ b}. Potom F =

{

x|A0x = b0
}

pro nějaký podsystém A0x ≤ b0 systému Ax ≤ b. Nav́ıc rank(A0) = rank(A).

Důkaz:
F =

{

x ∈ P |A0x = b0
}

dle TODO: odkaz na minulou větu, až bude minulá

věta existovat. Chceme dokázat, že se můžeme na toto ∈ P vykašlat.
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Vezměme libovolný x ∈ F . ai ·x ≤ bi pro některou neobsaženou v A0x ≤ b0.
Nemůže to být ale rovnost, mohl bych ji mı́t uvnitř 0 podmı́nek.

Pro spor předpokládejme, že ∃y : A0y = b0 a y 6∈P . Vybereme nějaký bod
mezi x a y, pro který plat́ı = pro některou nepoužitou podmı́nku. (muśı
takový existovat, u x plat́ı ostře, venku porušuje, někde muśı platit rovnost.)
Při přidáńı této podmı́nky do těch 0, tak bych źıskal něco menš́ıho, co je ale
také stěna. Tedy takové y nemůže existovat.

Dále je potřeba dokázat hodnost. Pokud by byla rank(A) > rank(A0).
Potom by nemohlo platit to výše.

-

v ∈ P je vrchol, pokud {v} je stěna P .

Pozorováńı 8 Má-li P vrchol, pak každá minimálńı stěna je vrchol.

Důkaz:
Plyne z hodnost́ı.

-

Věta 15 Necht’ P := {x|Ax ≤ b} a v ∈ P . Pak v je vrchol P ⇔ v nelze
napsat jako konvexńı kombinaci vektor̊u z P\ {v}.

Důkaz:
Mám A0x ≤ b0, tj {v} =

{

x|A0x = b0
}

. Pro spor předpokládejme, že v =
λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λkvk, λi ≥ 0;

∑

λi = 1, vi ∈ P .

Všechny patř́ı dovnitř, tedy A0vi ≤ b0. Aby někde nastala nerovnost, tak
bych musel někde přesáhnout, aby mi vyšlo celé v. Tedy, A0vi = b0, tedy
patř́ı do stejné stěny.

Opačně, mějme něco, co nejde napsat jako konvexńı kombinace.

-

Věta 16 (Mikovského) Množina P ⊆ Rn je polytop ⇔ ∃ konečná množina
J taková, že P je konvexńı obal J .

Důkaz:
Vyřešme zvláš, když P = ∅. Potom je J = ∅.
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Necht’ je tedy P neprázdné. Potom má alespoň jeden vrchol. Označme tedy
v1, . . . , vk. Těch je jen konečně mnoho. Ten konvexńı obal je zřejmě jeho
podmnožinou.

Nyńı pro spor předpokládejme, že existuje něco, co je v P a neńı v konvexńım
obalu. Z toho se vykope spor (vezmu nějakou tu nadrovinu, ve které je ten
bod, ale ta muśı potkat nějaký vrchol).

Nyńı máme konečnou množinu J a máme P , která je konvexńı obal J .
Najdeme systém nerovnost́ı, které budou popisovat ten polytop. Vymysĺıme
si ho, zjist́ıme, že máme množinu bod̊u (kv̊uli minulé implikaci) a nakonec
dokážeme, že to má ty body správné.

-

3 Párováńı v grafech

Věta 17 (Birkhoff) Necht’ G je bipartitńı graf. Potom konvexńı obal per-
fektńıch párováńı G je popsán následuj́ıćım zp̊usobem: Součet

”
existence“

přes sousedńı hrany je max. 1, hledáme maximum.

Důkaz:
Problém s celoč́ıselnost́ı. Předpokládáme tedy, že existuje neceloč́ıselný vr-
chol v P . Vezmeme hrany, které se neceloč́ıselně pod́ılej́ı na tomto vrcholu.

V těchto je alespoň jeden cyklus. Délky těchto cykl̊u jsou sudé (jsme v
bipartitńım grafu). Když budeme některé (třeba liché) zmenšovat, druhé
zvětšovat, tak to lze dělat tak, že se pro žádný vrchol součet nezměńı. Pak
to uděláme naopak. A p̊uvodńı je lineárńı kombinace těchto nových, což je
spor s t́ım, že je to vrchol.

-

Věta 18 (Polytop poloč́ıselných párováńı) Necht’ G je graf a x ∈ P (G).
Pak x je vrchol, ∀e ∈ E : xe ∈ {0; 1; 0.5} a hrany s xe = 0.5 tvoř́ı vrcholově
disjunktńı liché cykly.

Důkaz:
Máme x splňuj́ıćı podmı́nky. Definujme vrchol w, we = −1 pro xe = 0 a
we = 0 pro xe > 0. Pak {x} = P (G)∩

{

x|wTx = 0
}

. Že tam je je jasné, sám
je tam proto, že nuly muśı mı́t na stejném mı́stě, poloviny tvoř́ı liché cykly
a na sńıžeńı jedničky bych si musel někde jinde p̊ujčit.

Tato podmı́nka je tečná nadrovina, tedy je to vrchol.
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Mějme všechny tyto vektory, dokážeme, že P je konvexńı obal tohoto. Se-
stroj́ıme G′ = (V ′, E′) , V ′ = V × {0, 1} a hrany spoj́ım

”
mezi vrstvami“.

Tento graf je bipartitńı. Definujeme w′ pro grafG′, tedy ten p̊uvodńı rozkoṕırujeme.

-

Věta 19 (O polytopu perfektńıch párováńı) Pro každý graf G = (V,E)
plat́ı, že konvexńı obal perfektńıch párováńı je roven polytopu PM(G), kde
PN(G) =

{

x ∈ R|E||x(δ(v)) = 1∀v ∈ V ;x(δ(S)) ≥ 1∀S ⊆ V, |S| = 2k + 1, . . .
}

.

Důkaz:
Indukćı dle velikosti grafu.

Pokud tam jsou liché cykly/části s x(δ(S)) = 1, tak vždy rozděĺıme a vez-
meme grafy, kde je zkontrahovaná lichá část a zkontrahovaný zbytek (povo-
lené násobné hrany).

-

Vektory jsou afinně nezávislé, pokud soustava
∑

λivi = 0 a
∑

λi = 0 má
právě jedno řešeńı.

Dimenze množiny K ⊆ Rn je o jedna méně než maximálńı velikost afinně
nezávislé podmnožiny X

Řekneme, že mnohostěn P ⊆ Rn je plné dimenze, pokud dim(P ) = n.

Řekneme aix ≤ bi ze systému nerovnost́ı Ax ≤ b je implikovaná rovnost,
pokud aix = bi∀x,Ax ≤ b.

Tvrzeńı 1 Necht’ P ⊆ Rn je mnohostěn a necht’ Ax = b je systém impliko-
vaných rovnost́ı z Ax ≤ b. Potom dim(P ) = n− rank(A).

Důkaz:
Pokud je A prázdné, pak vezmeme v :=

∑ 1
|A| · vi. Ten je někde

”
uvnitř“ –

neńı na žádné hranici. Vezmu tedy daľśıch n vektor̊u do všech směr̊u od něj
a máme n+ 1 afinně nezávislých vektor̊u.

Dále je vždy nějakou proměnnou vyjádřit z implikované rovnosti a tedy se
j́ı zbavit a posunout se do prostoru o dimenzi o 1 menš́ı. Takto se zbav́ım
všech.

-

Faseta mnohostěnu P je maximálńı vlastńı stěna P .
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Tvrzeńı 2 Necht’ F je neprázdná vlastńı stěna P = {x ∈ Rn|Ax ≤ b}. Po-
tom F je faseta ⇔ dim(F ) = dim(P )− 1.

Důkaz:
Máme neprázdnou vlastńı stěnu a dim(F ) = dim(P )−1. F = {x ∈ P |A0x = b0}
pro vhodný podsystém Ax ≤ b. A0x = b0 má rank = 1. Je to neprázdné,
tedy tam jsou jen ty samé rovnosti (až na násobky). F je tedy maximálńı.

Nyńı máme neprázdnou vlastńı stěnu a je maximálńı. F je stěna, tedy F =
{x ∈ P |A0x = b0}. Protože F je maximálńı stěna, A0x = b0 je jediná rovnost
(mohly by tam být implikované, ale ty jsou nezaj́ımavé). Proto je dimenze
o jedna menš́ı, než P .

-

Řekneme, že nerovnost wTx ≤ t indukuje fasetu F mnohostěnu P , pokud
F =

{

x ∈ Y |wTx = t
}

.

Řekneme, že systém nerovnost́ı (nebo rovnost́ı) Ax ≤ b je minimálńı, po-
kud žádnou podmı́nku nemůžeme vynechat, aniž by se zvětšila množina
řešeńı a žádnou nerovnost nelze přepsat na rovnost, aniž by se zmenšila
množina řešeńı.

Věta 20 Necht’ P = {x ∈ Rn, A′x = b′, A′′x ≤ b′′} je mnohostěn a necht’

je neprázdný. Definuj́ıćı systém je minimálńı ⇔ řádky A′ jsou lineárně
nezávislé a každá podmı́nka a′′i x ≤ b′′i z A′′x ≤ b′′ indukuje jinou fasetu
P .

Důkaz:
Máme minimálńı systém. Pokud by byly lineárně závislé, můžeme jeden
vyhodit. Označme A

′′
x ≤ b

′′
podsystém A′′x ≤ b′′ odebráńım a′′i x ≤ b′′i .

Protože výchoźı systém byl minimálńı, tak existuje vektor, který splňuje
vše zbylé, ale nesplňuje odebranou. Dále vezmeme bod striktně uvnitř a
vezmeme lineárńı kombinaci těchto dvou bod̊u takový, že splňuje odebranou
podmı́nku s rovnost́ı. Ten ale splňuje ty ostatńı s nerovnost́ı (ostrou).

Obrázek 1: body u stěny
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Tedy, muśı ležet v některé fasetě.

Opačně, tedy A′ jsou lineárně nezávislé a nerovnosti indukuj́ı každá jinou
fasetu. Nahrad́ıme některou rovnost́ı. V tu chv́ıli by klesla dimenze. Pokud
vynecháme rovnost, pak vzroste dimenze P . Vynecháńı nerovnosti a′′i x ≤ b′′i .
Označ́ıme F stěnu indukovanou touto nerovnost́ı. Toto je faseta. Existuje
x1, které splňuje všechny rovnosti a splňuje tuto nerovnost neostře a ostatńı
ostře (tedy, lež́ı v této stěně). Potom vezmeme jeden uvnitř a posuneme se
o ǫ ven.

-

Důsledek 8 Mnohostěn plné dimenze má jednoznačný minimálńı definuj́ıćı
systém (až na násobky).

Matice Am×n je unimodulárńı, pokud každá čtvercová regulárńı matice A
velikosti n× n má determinant ±1.

Matice A je totálně unimodulárńı, pokud každá čtvercová podmatice má
determinant 0,±1.

Předpokládejme, že A je totálně unimodulárńı. Vedle připoj́ıme jednotkovou
matici. Potom je i tato rozš́ı̌rená totálně unimodulárńı, rozvoj podle sloupce.
Opačná implikace plat́ı také (nemuśım z I v̊ubec vyb́ırat).

Tvrzeńı 3 Předpokládejme, že An×n je celoč́ıselná čtvercová regulárńı ma-
tice. Potom A−1 · b je celoč́ıselný vektor pro každý celoč́ıselný b ∈ Rn ⇔
det(A) = ±1.

Důkaz:
Zprava doleva je to z kramerova pravidla.

Opačně, vezmeme b jako kanonickou bázi, tak dostáváme jednotlivé sloupečky,
A−1 je celoč́ıselná. Proto má determinant ±1 jak A, tak A−1.

-

Mnohostěn P je racionálńı, pokud je popsaný racionálńım systémem rov-
nost́ı a nerovnost́ı.

Mnohostěn P je celoč́ıselný právě když každá jeho stěna obsahuje celoč́ıselný
vektor.

Věta 21 Necht’ Am×n je celoč́ıselná matice plné řádkové hodnosti (tedy hod-
nosti m). Potom mnohostěn P = {x ∈ Rn;Ax = b;x ≥ 0} je celoč́ıselný pro
každý celoč́ıselný vektor b ⇔ A je unimodulárńı.

14



Důkaz:
Zprava doleva: A je unimodulárńı a máme celoč́ıselné b. Máme x vrchol P .
Alespoň jeden muśı existovat (např. nulový). Tedy, {x} = {x ∈ Rn;A′b = b′, xi = 0∀i ∈ J}
– vyberu takové, aby byly nezávislé, tedy A′ je čtvercová.

Sloupce A odpov́ıdaj́ıćı xi 6= 0 jsou lineárně nezávislé.

Doplňme B na matici m×m tak, aby byla regulárńı.

Potom BxB = b, kde xB je restrikce x na složky odpov́ıdaj́ıćı sloupc̊um B.

Pak i B−1 má determinant ±1 a tedy xB je unimodulárńı.

Necht’ B je regulárńı podmatice A velikosti m × m. Chceme dokázat, že
det(B) = ±1. Dle předešlého tvrzeńı stač́ı ověřit, pro každé ∀v celoč́ıselné,
B−1 · v je celoč́ıselné.

Volme y ∈ Zn tak aby y +B−1v ≥ 0. Položme b = B(y +B−1 · v).
Necht’ z označuje vektor vzniklý z y+B−1 · v doplněńım nulami pro sloupce
A, které nejsou v B. Potom A · z = b. Chceme dokázat, že z je celoč́ıselné.
z ∈ P , chtěli bychom zjistit, že je to vrchol. Dokážeme z lineárńı nezávislosti.

Tedy je celoč́ıselný, tedy zpět i b je celoč́ıselné a B−1 · v je celoč́ıselné.

-

Věta 22 Necht’ A je celoč́ıselná matice m × n. Potom mnohostěn P =
{x;Ax ≤ b, x ≥ 0} je celoč́ıselný pro každé celoč́ıselné b ⇔ A je totálně uni-
modulárńı.

Důkaz:
Zavedeme pomocnou proměnnou z, matici rozš́ı̌ŕıme o I a převedeme to t́ım
na minulou větu.

-

Věta 23 Předpokládejme, že A je matice se složkami 0, 1,−1 taková, že
každý sloupec obsahuje nejvýše jednu 1 a nejvýše jednu −1.

Důkaz:
Indukce a rozvoj dle sloupce s max jedńım nenulovým. Pokud takový neńı,
je singulárńı.

-
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4 Elipsoidová metoda

U lineárńıho programováńı máme tři druhy úloh:

• Optimum.

• Př́ıpustné řešeńı

• Rozhodnout, jestli v̊ubec nějaké řešeńı existuje

Pozorováńı 9 Umı́me-li v polynomiálńım čase řešit rozhodovaćı variantu,
pak umı́me v polynomiálńım čase i variantu 2.

Důkaz:
Necht’ k je počet nerovnost́ı. Pokud k = 0, tak stač́ı ugaussit.

Jinak si vybereme nerovnost a změńıme ji na rovnost. Pokud má řešeńı i
potom, tak pokračujeme takto (stále nám zbývá nějaká možnost). Nemá-li,
tak je zbytečná a zahod́ıme ji.

-

Pozorováńı 10 Umı́me-li v polynomiálńım čase naj́ıt nějaké řešeńı, tak
umı́me i naj́ıt optimum.

Důkaz:
Budeme řešit zároveň duál a p̊uvodńı úlohu a hledat jej́ı řešeńı.

Když máme

max cTx

Ax ≤ b

Potom duálńı je

min bT y

yTA = c

y ≥ 0

Ze silné duality v́ıme, že se v takovém př́ıpadě obě rovnaj́ı a vyhráli jsme.

Tedy, je potřeba ověřit, že jedna z úloh neńı neomezená, takže napřed otes-
tujeme, jestli existuje řešeńı prvńı. Pokud ne, nemá to řešeńı. Potom se
zeptáme, jestli v̊ubec ten obojetný má řešeńı. Pokud ne, tak je ta primárńı
neomezená.
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-

Celé č́ıslo k bude mı́t velikost 〈k〉 := 1+ ⌈log(|k|+1)⌉, tedy počet použitých
bit̊u.

Pro racionálńı č́ıslo to bude
〈

p
q

〉

:= 〈p〉+ 〈q〉 pro nesoudělná p a q.

U vektoru to bude součet přes všechny.

Úloha lineárńıho programováńı patř́ı do NP ∩ co−NP .

Stač́ı si tipnout řešeńı a v polynomiálńım čase ověřit. To by nebyl problém,
kdybychom věděli, že existuje nějaké polynomiálně velké řešeńı.

Má-li polytop {x;Ax ≤ b} vrchol, pak ho lze popsat jako pr̊useč́ık kterých
stěn vznikne. A dle kramerova pravidla lze vyjádřit xi jako poměr determi-
nant̊u a ty už jsou polynomiálně velké.

Lemma 1 Pro každou racionálńı matici D ∈ Qn×n, že ||D|| ≤ 2〈D〉−n2

.

Důkaz:
Kdybych měl délky vektor̊u, tak největš́ı je, když je vše na sebe kolmé. Takže
to omeźıme něč́ım jako Π|di|. A to už se utluče.

-

Pokud nemáme vrchol, tak je bud’ prázdný, to za chv́ıli, nebo mu nějakou
hezkou stěnu přidáme a vrchol dostane.

Pokud nemá řešeńı najdeme vektor pro Farkasovo lema, tedy máme ∃y ≥ 0
takové:

yTA = 0

yT b < 0

To ale je zase soustava nerovnic, dle předchoźıho je dostatečně malé řešeńı.

Algoritmus 2:

Předpokládejme, že máme omezený polytop plné dimenze.

Napřed udělá kouli dostatečně velkou kouli, kam se to celé vejde. Spoč́ıtali
jsme maximálńı velikosti souřadnic vektor̊u, máme horńı odhad velikosti.

Situace: máme elipsoid, který obsahuje ten polytop. Pokud střed je uvnitř,
tak jsme vyhráli. Pokud ne, tak nějakou nerovnost ten střed porušuje. My
si tu nerovnost posuneme do středu, t́ım vznikne pr̊unik nerovnosti s elipso-
idem. Najdeme nový elipsoid, který to celé obsahuje, ale objem dostatečně
klesne.
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,

Aby byla plná dimenze, provedeme perturbaci a ono to bude.

Symetrická matice je Pozitivně definitńı, pokud ∀x ∈ Rn;xTAx > 0.

Pro každou pozitivně definitńı matici A existuje pozitivně definitńı matice
Q takové, že A = QTQ. Označme ji A

1

2 . Plat́ı, že ta matice Q je regulárńı a
QT je také pozitivně definitńı.

Pro pozitivně definitńı matici A ∈ Rn×n a pro vektor a ∈ Rn nazveme
množinu E(a,A) :=

{

x ∈ Rn; (x− a)TA−1(x− a) ≤ 1
}

elipsoidem se středem
v a daného matićı A.

Každý elipsoid je afinńı obraz jednotkové koule v počátku. Lze zapsat jako
T (x) = Qx+ b.

Tvrzeńı 4 Pro afinńı zobrazeńı T (x) = Q(x) + t a X ⊆ Rn plat́ı, že
vol(T (X)) = |detQ| · vol(X).

Tvrzeńı 5 Necht’ F je minimálńı (inkluźı) stěna polyedru P = {x|Ax ≤ b}.
Potom F lze vyjádřit jako soustavu rovnic F =

{

x|A0x = b0
}

, kde A0 ⊆
A, b0 ⊆ b, rank(A0) = rank(A).

Lemma 2 Pokud P je omezený mnohostěn P = {x|Cx ≤ d} a C, d jsou
celoč́ıselné, potom všechny vrcholy P jsou obsaženy v kouli se středem v
počátku a poloměrem R =

Důkaz:
Uvažme vrchol v mnohostěnu P . Existuje podsystém C0x ≤ d0 takový,
že C0v = d0 a v je jediné takové řešeńı. Podle kramerova pravidla umı́me

každou složku vyjádřit jako
detC0

i

det d0
i

, dolńı je alespoň 1, protože je to celoč́ıselné.
∣

∣detC0
i

∣

∣ ≤ 2C
0

i − n2.

-

Budeme předpokládat, že P je omezený pokud je tedy neprázdný, tak je
konvexńım obalem svých vrchol̊u, tedy se vejde celý do té okoule.

4.1 Iteračńı krok

Máme polytop, elipsoid a poloprostor, jehož hranice procháźı středem elip-
soidu tak, že celý polytop patř́ı do toho poloprostoru.

Napřed vezmeme snadný př́ıpad. Když elipsoid je jednotková koule v počátku,
a nějaký kvadrantový poloprostor (např. {x;x1 ≤ 0}).
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Snaž́ıme se naj́ıt nejmenš́ı elipsoid se středem na ose tak, aby se dotýkal
vzdáleného bodu a pr̊useč́ık̊u s hranou poloprostoru. Chceme ho ve směru
osy kolmou na hranici smrštit, ostatńı trochu roztáhnout.

Uděláme si diagonálńı matici, na jednom mı́stě bude 1
p2
, aby se zmenšil, ve

zbylých 1
q2
, aby se zvětšil. Tedy, 0 < p < 1, q > 1. Chceme takový, co má

nejmenš́ı objem.

Z toho vyjde, že: (−1− t)eT1 Z
−1(−1− t)e1 ≤ 1 (Z−1 je ta matice na úpravu

elipsoidu).

Dále, (−t, 1, 0 . . . 0)TZ−1(−t, 1, 0 . . . 0) = 1, z toho nakonec vyjde, že 1−2t
(1−t)2

=

1.

Z minimálńıho objemu v́ıme, že chceme minimalizovat odmocninu z deter-
minantu matice Z (ne Z−1). Tam máme jednou p a potom součin mnoha q.
Takže minimálńı p · qn−1.

Z toho odvod́ıme, že p = 1 + t a q = 1+t√
1+2t

.

Vyjde, že t = −1
n+1 . Z toho odvod́ıme, že 1

p2
je n+1

n

2
a 1

q2
je n2−1

n2 .

Je potřeba dokázat, že se objem zmenš́ı dostatečně.

Ty obecné jsou jednoduché – ztransformujeme prostor tak, aby tamto platilo,
potom vezmeme tu úpravu elipsoidu a ztransformujeme prostor zpět (takže
i úpravu).

Lemma 3 Je-li P polytop plné dimenze, potom pro k = 2(n + 1)(2(n +
1) 〈C〉+ n 〈d〉 − n3) je objem elipsoidu menš́ı, než polytopu.

Posun středu je a− 1
n+1 · Ac√

cTAc
.

Lemma 4

C =
n2

n2 − 1
· (A− 2

n+ 1

AccTAT

cTAc

Důkaz:
Necht’ Q := A

1

2 .

E(C, f) =
{

T (R(y)); (y − z)TZ−1(y − z) ≤ 1
}

.

-

Potřebujeme zdola odhadnout objem počátečńıho mnohostěnu.

Pokud najdeme n+1 vrchol̊u, potom objem konvexńıho obalu je nejvýše tak
velký jako objem mnohostěnu. Ty vrcholy sice nemáme, ale daj́ı se vyjádřit
jako pod́ıly z kramerova pravidla.

19



Lemma 5 Ax ≤ b má řešeńı ⇔ Ax ≤ b+ (ǫ, ǫ . . . ǫ), kde ǫ = 1

2n2〈A|b〉−n2 .

Důkaz:
Z farkashova lematu, stejný d̊ukaz bude fungovat i pro tohle.

-

5 Metoda vnitřńıho bodu

Vezmeme bod uvnitř, budeme ho postupně zlepšovat. Aby se dalo něco naj́ıt,
tak to uprav́ıme do tvaru Ax = b, x ≥ 0.

Zároveň řeš́ıme i duálńı úlohu. Skonč́ıme ve chv́ıli, kdy si jsou dostatečně
podobné. Najde striktně př́ıpustné řešeńı (x, s), tedy je vše > 0.

V iteračńım kroku najdeme daľśı striktně př́ıpustné řešeńı, dostatečně lepš́ı.
Když už je to skoro optimálńı, najdeme zcela optimálńı.

Pro postup algoritmu zavedeme potenciál. Bude to G(x, s) = (n+
√
n) ·

log xt · s−∑n
i=1 xisi.

Věta 24 Necht’ A ∈ Zm×n, b ∈ Zm, u a v jsou vrcholy P = {x ∈ Rn, Ax = b, x ≥ 0},
pak když ctu 6= ctv ⇒

∣

∣ctu− ctv
∣

∣ ≥ 2−2L, kde L je velikost zápisu soustavy.

Důkaz:
Zase přes kramerovo pravidlo a utloukáńı.

-

Důsledek 9 Je-li xts ≤ 2−2L pro nějakou dvojici př́ıpustných řešeńı x, s,
pak jakýkoliv vrchol x′ mnohostěnu P splňuj́ıćı, že je alespoň tak dobré, jako
naše řešeńı, je optimum.

Důkaz:
Předpokládejme, že existuje vrchol x′ ∈ P , který má tu vlastnost, že je lepš́ı,
než to x, ale neńı optimálńı.

-

5.1 Iteračńı krok

Předpokládejme, že vektor x je samé jedničky.

Chceme to změnit proti směru gradientu toho potenciálu. Když ho spoč́ıtáme,
tak vyjde. Nemůžeme vźıt př́ımo ten směr, ale můžeme vźıt projekci do
Ax = 0. Primárńı krok budeme dělat ve chv́ıli, kdy |d| ≥ 0.2.
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