Obsah

Matematické struktury

2. ledna 2013




1 Uvodni informace

Skripta na http://kam.mff.cuni.cz/"pultr. Opakovany obvyklych mate-
matickych struktur. Na ruzné struktury lze pohlizet ruzné, na R lze pohliZet
jako na axiomaticky zavedenou, vektorovy prostor, primku. ..

2 Opakovani

Kartézsky soucin mnozin X aY je X xY = {(a,b),a € X,beY}.
n-drni relace RC X x X x X ... x X.

Relaéni systém —ma typ A = (A;) ,t € T jesouborrelaci R = (R;),t € T,
kde R; je As-drni na X.

Homomorfizmus relacnich struktur R a S, kde R je typu A na X a S je
typu A na Y, je zobrazeni f : X — Y, takové, ze:

VteT;(x1,...,2a,) € Ry = (f (z1),..., f(wa,)) €S

2.1 Skupiny zobrazeni

Vnoteni — mame relaéni systém a zobrazeni R — S. Pokud R na X, S na
Y, X CY aVvteT;R C.S pak ho nazveme vnofeni. Vnofeni je prosty
homomorfizmus.

Projekce — rela¢éni systém R je na X, S na X x Y. Projekce je zobrazeni
pi: X" = X, kde p; (x1,...,2,) = x;. Jakym zpusobem vybudovat na X"
relacni systém, aby kazdd projekce byla homomorfizmus.

(ui,...,un,) € Rf A (u'l,...,u'At) €ER)=> ((ul,ull),...,(uAt,u'At)) €5

f je zobrazeni z X do Y jerelaci RC X x Y, kde Vo € X3ly € Y (z,y) €
R; f(x) =vy; f: X = Y. Reprezentace trojici (X,Y, R).

Skladdni — mam zobrazeni f : X — Y,g:Y — Z, potom gf : X — Z,
(9)(x) = g(f(z)).

Prosté zobrazeni —Vx,y;x #y = f(x) # f(y).

Zobrazeni na —Vy € Yr € X; f(x) = y.

Vzdajemné jednoznacéné zobrazeni je takové, které je zaroven prosté a
na.

Pozorovani 1 f je bijekce. Poté existuje f~'Y — X takové, e f~1f =
idg, ff1 = idy. Je to ekvivalence.



Pozorovani 2 f je prosté, prdvé kdyz fg = fh = g = h.

Pozorovani 3 f je na, prdavé kdyz gf = hf = g = h.

3 Castecné usporadani

o x <z
e r<yNy<z=x<z
e r<yAy<zr=x=y

Céstecné usporadani nezarucuje porovnatelnost libovolnych dvou prvki. Po-
kud plati, ze Vz,y;x < y Vy < x, tak se mu iika linedrni.

3.1 Supremum, infimum

M&m mnozinu s ¢astecnym usporddénym X (<). Horni mez podmnoziny
M C X je libovolné x € X;Vm € M;m < x.

Supremum sup M je nejmensi horni mez.

Obdobné definuji doln? mez a infimum.

Rekneme, ze prvek m € M je nejvétsi, pokud Vo € M;z < m.

Prvek m € M je maximdlnt, pokud Vo € M;m £ x.

Tvrzeni 1
M, C X

sup {sup M;} = sup U M;

Kdykoliv md levd strana smysl.

Dikaz:
s; = sup M;, s = sup ;. s je horni mez | J M;.

Vezmeme nyni x horni mez | J M;. Tedy x > s; (je horni mezi libovolného



Rekneme, 7e N C M je kofindlni v M, pokud Ym € M;3n € N;m < n.
Opacné se to nazyva koinicidlni.

Véta 1 Bud N kofindglni v M. Potom supM = supN prdvé kdyz md
kterdkoliv strana smysl.

Dikaz:
Maji stejné mnoziny hornich mezi.

Véta 2 Necht f je monoténni zobrazeni. Potom plati:

f(sup M) > sup f (M)

Za predpokladu, Ze obé strany maji smysl.

3.2 Svazy

Va,b € L;3inf {a,b}. Potom je to dolni polosvaz. Obdobné je horni po-
losvaz.

Swvaz je néco, co je oboji zaroven.

Podminky fikaji, ze mame suprema (resp. infima) libovolné neprazdné konecné
podmnoziny.

O nejmensim prvku se obvykle mluvi jako o nule. Nejvétsi byva jednicka.
Pokud existuji, tak maji infima a suprema vSechny mnoziny.

Pokud kazda podmnozina mé supremum a infimum, tak je to dplng svaz.
7 toho plyne, ze ma vzdycky nulu a jednicku.

Véta 3 Md-li kazdd podmnozina M C X (<) supremum, potom X (<) je
uplny svaz.

Dikaz:
Méjme mnozinu M.

Ozna¢me N = {z;z je dolni mez M }.

Vezméme ¢ = sup N. Tvrdime, ze i je dolni mez M. Kazdé m € M je horni
mez N. Navic je nejvétsi z nich.



Mame mnoziny X a Y. Mame f: X — Y, G : Y — X monoténni. Jsou
adjugovdna (f nalevo, g napravo), jestlize plati Vz, y; f(z) <y < = < g(y).

Také se tomu fika Galoisova konexe. Pokud to existuje, je to jednoznacné.
Chové se to trochu jako inverzni (inverze takle funguje, ale i jiné véci jsou
tohle).

Pozorovani 4 Jsou-li f a g v adjunkci (f nalevo, g napravo), plati

Ve 5 oz <g(f(x))
Yy 5 flgly) <

Naopak plati-liVz; x < g(f(z))AVy; f(9(y)) <y, pak jsou f a g adjugovdny.

Dukaz:
Prvni ¢ast je vidét.

Necht f(z) <y. Potom = < g(f(z)) < g(y). Obdobné s druhou ¢ésti.

Pozorovani 5

afg=g,faf =1

Veéta 4 Levé G adjunkty zachovdvd viechna existujici suprema. Pravé za-
chovdvaji véechna existujici infima.

Dikaz:
M C X, s jesup M. f(s) je hronf mez f(M). Necht z je horni mez F(M).
Vm € M; f(m) <z. s < f(zx).

Véta 5 Jsou-li X,Y dplné svazy, potom f: X =Y, resp. g: X =Y mad
pravy, resp. levy adjunkt < zachovdvd suprema, resp. infima.

Dikaz:
Necht f zachovdvd suprema. Definujme g(y) := sup {z; f(z) < y}. Tohle uz
funguje (staci ovérit).



Véta 6 (Knaster,Tarski) Necht L je tplny svaz. f : L — L monotdni
zobrazeni. Potom ezistuje nejmensi x takové, Ze f(x) = x.

Dukaz:
z:=sup{y;y < f(y)}

Véta 7 (Cantor-Berustein) FEzistuje-li prosté f: X Y ag:Y — X,
pak existuje 1 vzdjemné jednoznacné h: X 2Y.

Dikaz:
Vezmu P(X), vezmu (M) = X — g(Y — f(M)). ¢ je monoténi. Tedy
JA;0p(A) =A< A=X —g(Y — f(A)).

reA = h(z)=f(x)
reX—-A = hx)=g )

Stac¢i jen dokéazat, ze je prosté a na.
-]

Véta 8 (Zornovo lemma) Bud (X,<) usporfddand mnoZina takovd, Ze
VC C X wuspordadané linedrné a existuje pro néj horni mez. Potom Vx € X
existuje m mazximalni v (X, <) takové, Ze x < m.

Lemma 1 Necht F je filtr a J idedl v distributivnim svazu. Necht FN.J = (.
Potom existuje prvoidedl F takové, 2e F C FAFNJ = .

Véta 9 (Birkhoffova) Necht F' je filtr a J idedl v distributivnim svazu,
FNJ=10. Potom existuje prvofiltr F O F a prvoidedl J O J nakové, Ze
FnJ=10

Disledek 1 Necht v distributivnim svazu jsou a £ b. Potom existuje prvo-
filtr F' takovyj, 2e a € F Nb&F.

b je pseudokomplement prvku a, jestlize x < b = x A a = 0. Znadi se
b=a".

Tvrzeni 2



Dukaz:
Dosadim a*.

(-]

Tvrzeni 3

a<b=0b"<da"
Dikaz:
bAD* =0=aAb*"=0,bAa*=0

(-]

Tvrzeni 4

ot = g™
Dikaz:
a* < (a*), (@) < a*

(-]

Tvrzeni 5
aANb=0=a"ANb=0

Tvrzeni 6

Dukaz:

aNb < (aAb)™. Ale kdyz se pouzije definice: a A b A (a A b)* = 0. Tedy
a* AN (bA(@AD)*)=0.(aAD)* AlaAb)* =0.a* ANb*™ < (aAb)*™.

Tvrzeni 7 De-Morganova formule Necht v pseudokomplementdrnim svazu
Jsupa;. Potom Jinfa} a plati infaf = (supa;)*.



Dukaz:

Vijz < a
=a; < z¥

=z Asupa; = OVija; <z*
i

=supa; < z*

i

=x Asupa; = 0
i
=z < (supa;)”

-]
Necht X je distributivni svaz. x je komplement a, jestlize a Ax = 0 a
aVax=1.
Svaz L nazveme Heytingovou algebrou, existuje-li dalsi binarni operace

y— z takovd, zex ANy < z=z <y — z.

Veéta 10 V Booleové algebre L jsou o vlastnim filtru F C L ndsledujici
turzeni ekvivalentnd.

o F' je prvofiltr

o I je maximdlnd filtr

e VacL jebud ac F neboa € F

Dikaz:
Prvnf a druhé je ekvivalentni z véty O

aVa =1 € F, proto tam musi byt alesponl jedno z toho. Tedy, z prvni plyne
treti.

Necht nyni plati tfeti, ale neni maximélni, tedy F C G # L. Tedy v G je
néjaké a i a.

4 Algebry

Maji néjaké n-arni operace, pro libovolné n, n muze byt i nekonecné, pocet
operaci také.



4.1 Homomorfizmus

Homomorfizmus pro operaci to je, kdyz:

h(w(z1, z2,...,1,)) = ' (h(x1), h(z2),. .., h(xy,))

nebo, jinak zapsano:

Ve A= X5 h(a(§)) = B(h-§)

Pokud je to na algebte, tak to plati pro kazdou operaci.

Véta 11 Bud «, 3,y A-ndrni operace po fadé na X,Y,Z. Bud f: (X,a) —
(Y, B) prosty homomorfizmus, g : (Z,7v) — (Y, 3) libovolng homomorfizmus
ah:Z — X takové, Ze f o h = g. Potom h je homomorfizmus.

Dukaz:

F(h(€)) = g(v(&)) = Blgo &) = B(fohol) = f(B(hog))

TODO: Chyb? hodina

4.2 Soucin algeber

Méme algebry (X;,+;). V souc¢inu [[X; udéldme scitani (x1,...,z,) +
(Y1, Yn) = (£1 + Y1, .., Tn + yn). Tedy po slozkach.

Véta 12 Bud A netrividlni trida algeber néjakého finitdrniho typu. Bud A
uzaviend na produkty a podobjekty.

Potom v A existuje nad kaZdou mnoZinou volnd algebra.

Dukaz:
Vezméme M a vezméme mnozinu B C A takovou, ze v ni existuje isomorfn{
algebra pro kazdou X € A generovand nejvyse |M| prvky.

f:(X,7) = (Y,w) je spojité, pokud VzVV okoli f(z)3U okoli z tak, ze
fU)cv.



Véta 13 Ndsledujici turzent jsou ekvivalentni:

1. f je prosté
2. YV oteviené v'Y je f~1(V) oteviend v X
3. YA uzavienou v'Y je f~1(A) uzaviend v X
4. VAC X je f(A) C f(A)
5. VBCY je f/Y(B)D fY(B

Dikaz:

1) = 2): Bud V oteviena v Y, x € f~1(V), kdy f(z) < V,3U okoli z,
)CVxEUCf ).

fu
2) < 3): f~1 zachovava dopliiky.
)=

3 4): f (A) je uzaviend mnozina. f* (m) je také uzaviend mnozina
a2 fH(FA) 24 f1 () 24
5 f (F7(B) cFI (B CBC B C [ (B)

5 1): V okoli f(z), f(z)gY =V, adf(y—V), agf (Y -V) =
X —fLV). U= f1(V)jeokoli x, f(U) C V.

4

) =5)
) =

Véta 14 V soustavu f; : (Y,w) — (X, 7)) f(Y,w) = [[(Xi, 1) takové, Ze
pif = [fivi.

Lemma 2 (Alexandrovo) Necht v X existuje subbdze S takovd, Ze kazdé
pokryti pruky S obsahuje konecné podpokryti. Potom X je kompaktni.

Dukaz:

T je topologie X. Sporem, tedy, necht X neni kompaktni. Potom existuje
néjaké pokryti, z néhoz nejde vybrat koneéné (nazveme ho osklivé). Exis-
tuje maximélni osklivé pokryti (to dokdzu Zornovym lemmatem (§]) — sjedno-
ceni osklivych je zase osklivé). Oznaéme A néjaké osklivé maximalni pokryti.
Pti pridani libovolného prvku prestane byt osklivé. uéA < IVi,...,V, €
AUUWV ...V, =X.

Necht B = 17 — A. Vlastnosti:

e UcBUCV=VEeRB

10



e U1,UseB=UNU; €B

xe X, U € Ajz € u,351,...,5, € S,x € (S; C U. Tedy N S;¢B tedy
néjaké Sy € A, tedy SN A je pokryti. To je ale kone¢né, a tedy spor.

Véta 15 Libovolny soucin kompaktnich prostoru je kompakini.

Dikaz:
Vezmeme subbézi S = {p; '(U)|U € 7;}. U C S pokryti. U; := {U € =;|p; "(U) € U}.

Neékteré U; pokryva X;. Jinak x;&(U;, x = (z;), ten nebyl pokryty.

Tato véta je ekvivalentni s axiomem vybéru.

Pokud povazuju pruniky za nasobeni, tak se nékteré mnoziny chovaji jako
prvocisla. Napiiklad X — {z}.

Prostor je strizlivy, pokud zadna jind prvocisla neexistuji.

Prostor X je nesouvisly, jestlize existuje néjakd mnozina, kterd je oteviend
a uzaviena zaroven, kromé iplné a prazdné.

Bud f: X — Y spojity a X souvisly. Potom f(X) je souvisly.
Dikaz:

Necht f(X) = Uy U U, jsou disjunktni, neprazdné a obé uzaviené. Vezmu
vzory, o nich to musi platit také. Spros se souvislosti X.

Véta 16 Necht X =] X;, X; souwvislé, ( X; # (0. Potom X je souvisly.

Dikaz:
Necht X = U UV, U,V jsou oteviené. Zvolme xy € [ X; a definujme
U= XiNU,Vi = XiNV. 2o € U, vady V; = 0, tedy V = 0.

11
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