Geometrické reprezentace grafu
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1 Uvod

Budeme probirat predevsim prunikovou reprezentaci. Chceme graf mit vr-
choly — mnoziny a hrana bude v grafu existovat, pokud priunik vrcholi bude
neprazdny. Kdyz M bude mnozina, potom G(M) je prunikovy graf M.

Pozorovani 1 Kazdy graf lze takto reprezentovat.

Dukaz:
Kazdy vrchol bude mnoznia obsahujici vSechny hrany, které z néj vedou.

Intervalové grafy (IR) jsou grafy, kdy dostanu intervaly na piimce a
udélam z toho prunikovy graf.

U nékterych tiid prunikovych grafii 1ze mnoho obecné slozitych véci fesit
rychle (napf. barveni, klikaténi, ...).

Kdyz M je mnozina, potom:

IG(M) = {G|3f : v(G) = MYu # v;uv € E(G) < f(u)N f(v) # 0}
Napiiklad uplny graf je v této tiidé pokud tato mnozina obsahuje alespon
jednu neprazdnou mnozinu.

Circle grafy (CIR) jsou prunikové grafy tétiv kruznice.
Circle-Arc grafy (CA) jsou oblouky na kruznici, jen IR zacyklené dokola.

Permutaéni grafy (P) jsou prunikové grafy tsecek mezi dvéma rov-
nobéznyma piimkama.

Funkéni grafy (FUN) — mame spojité funkce na intervalu (t¥eba (0, 1)),
protindm jejich grafy.

Useckové grafy (SEG) — tsecky v roviné.
Nitové grafy (STR) — kiivky v roviné.

Budeme fesit, jak tézké je tyto tiidy rozpoznavat. Velikost reprezentace se
bude také fesit.

Perfektni graf je takovy, jehoz barevnost je rovna velikosti nejvétsi kliky a
plati to pro v8echny indukované podgrafy.

Déle budeme fesit kresleni a reprezentaci rovinnych grafi.

Chordalni graf — C,, neni indukovany podgraf pro m > 4.



2 Chordalni grafy
Graf je chorddlni, pokud Cj neni indukovany podgraf pro k > 4.

Pozorovani 2 Kdyz je G chorddlni a udélam z néj H = G + v takovy, Ze
sousedi vrcholu v jsou uplny podgraf, potom H je také chorddlnd.

Pozorovani 3 Kdyz mdm G a U C V(G) je vrcholovy ez a G [U] je uplny
podgraf, potom to Tez rozdéli na Gi,G2. Pokud G1 + U it Go + U jsou
chorddlni, potom ¢ G je chorddlni.

Dikaz:
Kruznice by musela prochézet pfes U, ale tam jsou alespon 2 vrcholy, ty
jsou spojené.

Lemma 1 Kdyz G je chorddlni, potom ¥ minimdlni rezy indukuje uplnyg
podgraf.

Dikaz:

Nechf U je minimalni fez, mam né&jaké G1, G2 na ruznou stranu. Kazdy
vrchol v fezu je potieba, tedy z kazdého vrcholu vede hrana do kazdé kom-
ponenty souvislosti. Vede kruznice skrz né, kdyby mezi témito vrcholy nebyla
hrana, vezmu nejkratsi takovou kruznici, to musi indukovat kruznici, nema
vnitfek, ma alesponn 4 vrcholy, musi mit hranu mezi témito dvéma vrcholy
v Tezu.

Toto muzu udélat pro kazdé dva vrcholy.
(-]

Vrchol grafu se nazyva simplicidlni, pokud jeho sousedi indukuji tplny
graf.

Véta 1 VG # 0 chorddlni graf obsahugje simplicidlni vrchol.

Dukaz:

Lemma 2 KaZdy chorddlni graf je bud 4iplny a nebo md dva nesousedni
simplicidlni vrcholy.



Dikaz:
Indukci. Prvni krok — n =1 — Ky, uplny.

Nechf mdme tedy chorddlni graf G, ten mé alespont dva vrcholy. Prvni
moznost je, ze je Uplny, coz je v poradku.

Kdyz tplny neni, potom existuji vrcholy z,y, (x,y) €E(G). Ostatni vrcholy
tvori vrcholovy fez, tedy existuje i néjaky minimalni vrcholovy fez U. Vezmu
(1 a G5 néjaké komponenty i s U. Jak G1, tak G5 maji ostfe méné vrcholu,
nez G, ty jsou podle indukéniho predpokladu maji néjaky simplicidlni vrchol
mimo U.

Pokud G je uplny, tak libovolny vrchol je simplicialni, vezmu néjaky, ktery
neni v U. Jinak mame alespon 2 simplicidlni vrcholy, které nejsou spojené
hranou, nemohou proto lezet oba v U.

Tyto (alesponi 2) vrcholy jsou simplicialni i v G, protoze pies U nenabere
nové sousedy.

-]
7 toho uz to jasné plyne.

Dausledek 1 Kazdy chordadlni graf mda PES (Perfect Elimination Scheme) —
uspordadani vrcholi vy, v, ..., v, takové, Ze v; je simplicidlni v indukovaném
grafu G [{vi,va,...,vi}].

Dukaz:

Pozorovani 4 Kazdy indukovany podgraf chorddlniho grafu je také chorddlni.
Tedy, jsou dédicné na indukované podgrafy.

Dukaz:
Vidét z definice.

Indukei tvorime PES indukei od v,,.
-]
PSI jsou uzite¢ni pii feSeni optimalizacnich 1iloh. Polynomialné udélam tuto

sekvenci, potom sestavuju a mam omezenou velikost véci, na kterych pracuji.
Jde to i v linedrnim ¢ase v poc¢tu hran.



Algoritmus 1 (Barveni chorddlnich grafi):

Barvime zpusobem ,first fit* — na kazdy simplicidlni vrchol ddm nejmensi
¢islo, které jde.

Dikaz:
Urcité je to obarveni.

Predstavme si, Ze jsem musel pouzit k barev. Mél alespon k — 1 sousedu, s
nimi tvoii K, urcité jsou tedy potieba. Je tedy nejmensi.

Mimo jiné mi nasel také nejvétsi kliku v grafu.

Véta 2 Chorddlni grafy jsou perfekini (barevnost je stejnd jako klikovost,
pro vSechny indukované podgrafy).

2.1 Odboc¢ka o perfektnich grafech

Kazdy minimdalni neperfektni graf je bud Cogyq nebo Copy1.
Existuje i slabsi verze, ta tvrdi, ze G je neperfektni < G je neperfektni.

Barevnost, klikovost, nezavislost a poklyti klikami Ize FeSit polynomidlné
pres linedrni programovani.

Algoritmus 2 (Nezavisld mnozina):

Vezmu PSa, hladové, pokud muzu pfidat vrchol, tak ho tam pfidam, ale jdu
odzadu.

Dukaz:
Kazd4 nejveétsi tam ma bud ten vrchol, nebo néktery jeho soused. Miizu
prohodit a neublizim si tim.

Ale spoustu véci polynomiélni neni — napiiklad minimélni dominujici mnozina
(kazdy dalsi vrchol je spojeny alespor s jednim vrcholu z této mnoziny).



Vezmu libovolny G, udéldam v ném H, za kazdou hranu na ni navésim
trojihelnik, na cely puvodni ddme kliku. Kdyz najdeme minimélni domi-
nujici v H, tak muzeme z téch novych vrchol nastéhovat ,,dovniti“. Potom
taky existuje také vrcholové pokryti v G.

Takovym H se iika Split-grafy (klika+nezdvisla mnozina, néjaké hrany mezi
nimi).
Clique-tree grafu G je strom T, jeho vrcholy jsou vSechny maximalni kliky

co do inkluze grafu G. Hrany jsou tak, ze Vv € G, kdyz se podivam na
T [{Qi;v € Q;}] je souvisly. Toto nemusi byt jednozna¢né (co se tyce hran).

Véta 3 Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

o G je chorddlni.
e G je prunikovy graf podstromai ve stromé.

e GG ma clique-tree.

Dukaz:
Druhé implikuje prvni. Vyznac¢im si néjaké podstromy, které prunikuji. Chci
ukdzat, ze to, co vznikne, je chordalni.

Predpokladejme, ze mame indukovanou kruznici délky alespon 4. Vezmu si
ty vrcholy kruznice. Potom najdu v puvodnim stromu kruznici.

Kdyz je chordéalni, umime udélat PSa a z toho udélame clique-tree. Kdyz
je G = K, tak je to jednoduché. Déle tedy mame G, ktery ma clique-tree.
Pridame simplicialni vrchol v,. Podivam se na sousedy, ti tvoii kliku Q.
Pokud je @ maximalni, jen tuto maximalni kliku zvétsim, vSechny hrany
zustanou stejné. Pokud nebyla maximdlni, byla obsaZena v néjakém Q.
Piipojim novou maximalni kliku @ U {v,}, tu k tomu pfipojim. Pro ty
puvodni z ) se nic nezménilo, v, je jen v jednom.

Tieti implikuje druhé. Mame 7', nechme ho jako nosny strom, pro kazdé u
definujme T [{Q;;u € Q;}].

3 Strovnatelné grafy

Grafy jsou srovnatelné, pravé kdyz existuje usporadani U na V(G), Yu #
v, (u,v) € E(Q) & (u,v) € UV (v,u) € U.

Tranzitivni uzavér orientovaného Hassenova diagramu.



Pozorovani 5 G je srovnatelné < hrany je mozno tranzitivné orientovat.
(Kdyz to vede po cesté jednim smérem, vede tim smérem i hrana.)

Naptiklad, kazdy uplny graf je srovnatelny (linedrni uspotadéni), bipartitni,
liché kruznice ale ne, dopliky ke kruznicim ne.

Pozorovani 6 Kdyz mdm vidlicku, tak obé musi byt orientované stejne,
Jinak by mezi vidlickou musela existovat hrana.

L.

Obrazek 1: Vidlicka

Véta 4 Srovnatelné grafy jsou perfekind.

Dukaz:

Véta 5 Necht je trida grafi G uzaviend na podrgrafy a VG < G;x(G) =
w(G), potom jsou vSechny grafy této tridy perfektni.

Srovnatelny graf je uzavieny na podgrafy.

Vezmeme nejmensi pocet nezavislych mnozin (nejmensi pocet nezavislych
mnozin je velkd stejné jako délka nejvétsiho fetézce). U tohodle mame kazdy
fetézec taky uplny.

Ne vsak kazdy perfektni je srovnatelny.

Véta 6 K rozezndvdni grafu se hodi:

1. Intervalové grafy jsou takové, které jsou chorddlni a jejich doplnék je
srovnatelny.

2. Permutacni jsou takové, které jsou srovnatelné a jejich doplnky také
srovnatelné.

3. Funkénd jsou ty, jejichZ dopliiky jsou srovnatelné.



Dikaz:
Na 3) vezmu vétsi tiidu — vezmu kiivky natazené mezi dvéma rovnobéznyma
rovnobézkama. Kdyz mam dvé kfivky, které se neprotinaji, tak jedna to
rozdéluje na dveé oblasti, druhd musi byt v jedné z nich, tedy je mazu po-
rovnat.

Opacné, ze dopliiky srovnatelnych jsou funkéni. Vezmeme G, ktery je doplnéek
srovnatelného grafu a H je tento doplnék. Proto existuje ¢dstecné usporadani
U. To mé dimenzi (minimélni pocet linedrnich uspoirddani, kde U jde ziskat
jako prunik téchto linedrnich uspofadani). Vezmeme k svislych piimek (kde
k je ta dimenze), napiSeme tam ty linedrni uspoifadani. Ty véci se spoji
a mame funkce. Pokud nejsou srovnatelné, musi se nékde prohodit a tedy
protnout. Naopak, jsou rovné, neprotnou se.

2) Doplnék permutaéniho grafu je opét permutacni. Mame reprezentaci
{1,2,...,n} — {p1,p2,...,pn}. Prava strana se vezme ,pozpatku“ a ono
to vyjde. KdyZ to otocim, dva se protinaly, ted se neprotinaji, a naopak.

Permutaé¢ni jsou podmnozinou funkénich. Tedy jsou podmnozinou dolpiiku
srovnatelnych, ale jejich dopliky jsou tedy podmnozinou srovnatelnych.
Taktéz dopliky permutacnich jsou ¢asti permutacnich. Tedy, permutaéni
jsou soucdsti pruniku.

Opaéné, mame graf G je srovnatelny a H je jeho doplnék, ze je taky srov-
natelny. Tedy, mezi kazdymi dvéma vrcholy je bud ,$ipka“ za hranu nebo za
nehranu. Sjednocenti je tranzitivni orientace tiplinaku, tedy linedrni uspofadéani.
Budu si kreslit piipady ,kdy jsou dva za sebou. Kdyz jsou stejné, tak ne-
zajimavé. Kdyz jsou ruzné, tak jsem mél na zacatku pozorovéani [6l

Vezmu prvni linedarni usporddani jako ten uplindk, co jsem pravé dostal.
Potom otoéim Sipky tfeba u nehran, udélam totéz a dostanu druhé linedrni
uspofadani. Tyhle umistim na jednotlivé piimky a vyjde to (protoze jsem
to otocil jen u téch jednéch, tim dostanu bud permutaéni graf a nebo jeho
doplnék, coz je taky permutaéni graf a odpovida tém hrandm v G nebo v

1) Intervalové grafy jsou podmnozinou pruniku. Nakreslim si piimku a na
ni vrcholy jako konce intervalu. Kazdy interval je podcesta, tedy mam ten
graf jako prunikovy graf téchto cest, to je podmnozina prunikovych grafu
podstromu ve stromech, coz jsou chordalni grafy.

Druhé muzeme vzit, ze dopliiky intervalovych jsou srovnatelné. No, ty se
neprotnou, aby to mélo hranu, mame uspoiradéni.

Opacna implikace: Vezmeme graf G, ktery je chordéalni a jeho doplnék je
srovnatelny. Protoze je chordalni, mdame jeho klikovy strom. Z néj se in-
spiruju a vezmu @1, ..., Qg maximélni uplné podgrafy. Je doplnék srovna-
telného grafu, takze existuje tranzitivni orientace doplitku G. Definujeme
uspofddani: Q; < Q; < Ju € Q;,v € Q;;uv € orientace doplnku G.



Uréité neméme @Q; < Q;. Nemuze se ndm stét, ze Q; < Q;j a Q; < Q;, u, v’
nemuze byt totéz a v, v’ nemuze byt totéz (jinak by byla hrana orientovana
,0béma“ smérama a nebo mame vidlicku. Posledni piipad, bud budu mit
obousmérnou nehranu, nebo indukované Cy. Jesté potiebujeme tranzitivitu.
Kdyby ten, ptes ktery jdeme, mél stejny vrchol, pies ktery jdeme. Urcité
mezi vnéjsimi existuje nehrana. Nechf tedy jsou zorientované opa¢né. To
vS8echno musi byt rizné vrcholy. Potom zase rozebirdame piipady, zakazujeme
nehrany a hrany a vyjde nam zase néco, co neni chordélni.

Kazdé dvé kliky jsou tedy porovnatelné. Vrchol nemuze pieskocit kliku
(kdyz je v jedné, druhé, tak musi byt i ve vSech mezi tim). DokdZeme sporem,
ta prostfedni nemd u, ale musi mit néjaké v (jinak by to nebyl nejvétsi uplny
podgraf), ktery neni spojeny s v. Orientace mezi u a v je $patné, protoze u
je na obou stranach.

Tedy, mtizeme udélat intervaly podle téchto klik.

3.1 Struktura srovnatelnych grafa

Definujeme relaci I' C V2x V2 které tvoif hrany, abl'ed < ((a = ¢ AbdgE) V (b = d A acZE))A
ab,cd € F.

Poté I'* je tranzitivni uzaver I'. I je reflexivni a symetrickd. Tedy, I'* je ekvi-
valence. Ta rozkladd mnozinu na bloky, vzdy orientace jedné hrany vynuti
orientaci celého bloku (kvuli pozorovéni [G).

Pozorovani 7 Kdykoliv xy € (a,b)o. = xy € E (tedy, nestane se mi, Ze
bych chtél orientovat nehranu v G*).

Véta 7 G je srovnatelné < Vab € E : (ab)p. je antisymetrickd (tedy, Ze
nevynucugi, aby hrana byla orientovand ,obéma sméry“). Tedy, ted uz na
né koukdm jako na hrany zase, ne dvojice hran.

Dikaz:
Jestlize je srovnatelny, potom kazdy blok musi byt antisymetricky. Je vidét
z definice.

Opaéné: Méame relaci R C V x V. Rekneme o ni, ze je senzitivni, pokud
kdykoliv abR A cd € E t.7. abl'ed = ¢d € R. Reknu o ni, ze je iplnd, pokud
je senzitivni a tranzitivni. Nazvu ji slusnd, pokud je antisymetrickd (co se
tyce uspofadanych dvojic) a operuje jen na hrandch grafu.

Méam M C V x V, potom (M)g je senzitivni uzaveér, (M), tranzitivni a
(M) je uplny uzaver.

10



Lemma 3

Dukaz:

Urcité to obsahuje celé M. Urcité je to podmnozina toho, co chci, protoze
jsem pfidaval jen to, co jsem musel. To napravo je zifejmé tranzitivni. Chceme
dokazat, ze je senzitivni.

Napfed budeme pfedpokladat, ze (M) je slusnd, proto je také (M) g slusna.
Proto to musi vyjit i tranzitivné, protoze by mi tam jinak zvolil opacné
usporadani.

Lemma 4 Pro kaZdou hranu, jestlize (ab)g je antisymetrickd, potom je
(ab) ¢ = (ab).

Dukaz:
Sporem, rozebere se, indukce podle délky rozebrani.

Lemma 5 Mdm m bloku, potrebuju je sesadit tak, aby to sedélo, tedy ne
vSech 2™ moznosti je sprdvné. Kdyz budu mit M relaci, kterd je tplnd a
slusnd a mdm hranu (zy), (y,x) M. (M U{zxy}) je slusnd relace. Tedy,
mdm néco uz zorientovaného, kdyz tam néjokou hranu nemdm, tak ji tam
muzu pridat jakkoliv, podivam se, co mi to vynuti a to vynucené bude v
porddku. To ale muze zménit strukturu (tedy, déldm tranzitivni uzdver).

Tedy, tohle jde rozpoznédvat v polynomialnim Case.

Dukaz:
Vyvodi se z toho, ze Lemma [Bl Potom pro spor predpokldddme, Ze nastane
problém a najdeme nejmensi cyklus, ktery by to rusil a zkratil cyklus.

4 Interval Filament

Je nejveétsi mnozina graf, kde prochéazi klika a nezavisld mnozina v poly-
nomidlnim ¢ase. Jsou to prunikové grafy kladnych funkei z intervali.

11



Intervalové jsou ziejmé podmnozina tohoto.

Tétivové jsou podmnozinou tohoto, protoze muzu kruznici na jednom misté
,rozstiihnout* a rozbalit, vyjde néco takového.

Polygon-Circle grafy jsou takové, kde nacpu polygony dovniti kruznice.
Muzu opét rozstiihnout, budu nad tim mit ,,.kopecky “. Circle-Arc jsou podmnozinou
téchto (kazdy konec intervalu bude vrchol, ¢im prochézi interval, tam nasazim

polygon).

Meéjme tiidu grafu G a vytvoiime novou tiidu
G-mixed {G = (V,E); E = E\UEy; (V, E') € G A Ej tranzitivn{ orientace ;

Vr,y,z € V; (xyEE}/\yzEEQ = xz € F1}.

Véta 8 CO-IFA = CO-INT-mized

Dukaz:
Kdyz vezmu IFA, tak rozdélim intervaly na ty, co jsou ,,vedle“ sebe a v sobé.
Rozeberu pripady, to, co nesedi, ptijde do Ej.

Opaéné, mam CO-INT-mix. Tedy, (V, El) je doplnék intervalovahe grafu.
Jednoduse seberu ty hrany, co jsou v Ey a ty budou ,,v sobé“. Nad interva-
lama budeme mit pulkruznice. Potom muzu upravovat, posouvat intervaly
aby to vyslo. Nakonec budu zvedat obloucky.

4.1 Algoritmy

Algoritmus 3 (Poznéni chorddlnich grafi):

Dnes budeme mit PES inverzni, tedy, ze vrchol v; je simplicialni ve vrcholech

G [vj, .. .,vy). Vstupem bude graf G. Na zacatku pro kazdé u € V inicializuje
w(u) = @, potom T' = (). Potom jde od n k jedné. Necht u je maximdln{ prvek
VAT v lexikografickém uspotraddni podle w(u). Potom vezmeme v; := wu.

Vezmeme vSechny hrany které vedou do nesefazeného zbytku, do souseda
priddm sebe do jeho w(u). Do T priddme wu.

Kdyz je to chordalni, dostaneme PESa. Predpoklddejme, Ze to vydalo v;,
ktery neni simplicidlni, tedy napravo od néj jsou vy a v;, které nejsou spo-
jené hranou. Vezmeme v; nejvétsi mozné, v; nejvétsi mozné pro dané wv;.
Nemohly mit stejnd slova, protoze nejsou spojené. Musel existovat vrchol
lexikograficky vétsi nez v;, ten musel byt spojen s vg. Pak tam najdu jesté
néjaké dvé nehrany, tedy mame néjakou Cy, tedy neni chordélni.

12



P#i implementaci nepotiebuji mnoziny, ale mzu mit jen néjaké kvaziusporadéani.
Tohle jde udélat rychle.

Je potifeba zkontrolovat psa. Sta¢i kontrolovat jen toho nejmensiho ze sou-
sedu (ten uz si to prekontroloval u svych sousedu sam).

®©

Véta 9 Pokud je maximdlni vdZend klika polynomidlni na néjaké tridé grafu
G, poté je také polynomidlni v G-mized.

Algoritmus 4 (Maximalni nezavisla v IFA):

Predpokldaddam, ze uz mam rozdéleni na orientaci (to je tézky problém).
Pridam si jesté vrchol, do kterého vede vse a je nulovy.
Pro vrchol vezmu mnozinu W; takovou, kde je sdm a vSechno, z ¢eho sem

vede sipka v Es. Budu konstruovat C; tak, aby to byla vézend klika v G [W;].
Nakonec najdu vysledek v tom poslednim pridaném vrcholu.

Indukéné, prislo mi zleva vSechny mensi C;. Sestavim z téch sousedu a
pridam se k té nejlepsi.

®©

5 Reprezentace rovinnych grafti jako dotykové grafy
usecek

Existuje néco jako Faryho nakresleni, to je takové, ze okolo vrcholu se daji
nakreslit kruznice, které se dotykaji pravé kdyz jsou vrcholy spojené hranou.
D4 se e-ovym nafouknutim zafidit, aby to byl prunikovy graf kruznic. D4 se
upravit také tak, aby to byl prunikovy graf kiivek, kdy maji vzdy nejvyse
jeden prunik. D4 se i pruniky usecek, bude dokdzéno v letnim semestru.
Je hypotéza, ze to jde udélat jen tak, Ze jsou tusecky jen ve 4 smérech (a
nedotykaji se rovnobézné).

Véta 10 Kazdy rovinny graf lze reprezentovat jako dotykovy graf trojuhelniki.
Vsechny tyto trojuhelniky budou rovnoramenné a s rovnobéznymi zikladnams.

Hypotéza je, ze by mohli byt i rovnostranné, ale muselo by to byt prunikové,
ne dotykové.

Véta 11 Rovinné bipartitni jsou podmnoZinou 2-dir (prunikové dsecek ve 2
smeérech).
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Véta 12 Rovinné bipartitni jsou dotykové grafy svislyjch a vodorovnijch tusecek.

5.1 st-Cislovani

Mam graf G a chci ho nakreslit do roviny. Zorientuji si ho tak, aby mél pravé
jeden zdroj a praveé jeden stok. Chci ho nakreslit tak, aby vSechny hrany byly
orientované odsdola nahoru (podle y souradnice). Muzu potfebovat ohnuté,
ale budou y-monoténni.

st-numbering je ona orientace a nakresleni do roviny.

Lemma 6 Rovinny 2-souvisly graf md st-numbering.

Drukaz:

Indukei podle poctu hran. Napfed ho nakreslime do roviny, je rovinny. Po-
tom uz budu s tim jen hybat, deformovat, ale bude to stejné nakresleni.
Vezmu vnéjsi sténu — protoze je 2-souvisly, tak se na zadné sténé nic ne-
opakuje. Jeden z vnéjsich vrcholi nakreslim tplné dold, jeden nahoru a
zorientuji vnéjsi hrany.

Daéle pokracujeme podobné jako v uSatém lemmatu. Kdyz pfidavam ucho,
tak ji muzu dat ozdola nahorhu, vSechny stény muzu udrzovat stejné — maji
jeden vrchol az nahofe a jeden az dole. Piipojky bude novy lokalni zdroj
a stok (bud jdou oba do nové, nebo se rozdéli mezi starou a novou sténu,
druhé dva se doplni z puvodnich).

Rovinnost to zachovavé, usi trham z puvodniho nakresleni.
-]

Kdyz vezmu st-numbering, ptiddm si (pokud tam uz neni) hranu z s do ¢
(ze zdroje do stoku) a ocisluju tak, aby to §lo vzdy od mensiho k vétsimu
¢islu. Vezmu dudlni graf, hrany orientuji zleva doprava. Jedinou vyjimku
tvoif hrana (s,t), ta ji ma doprava. Dudl je také se stokem a zdrojem (oba
ve vnéjsi sténé rozdélené tou (s,t) hrané). Je to néco jako st-numbering, jen
nemuseji byt vzdy nakreslené zleva doprava (asi by to slo dokdzat, ale neni
potieba). Druhy zdroj ani stok to nem4, jinak by v puvodnim byl cyklus.

Pozorovani 8 Dudlnd graf je acyklickij a md prdvé jeden zdroj a prdvé jeden
stok.

Diukaz:
Ze je pravé jeden zdroj a stok je dokdzano, jesté by tam mohla byt kruznice.
Omezuje oblast, vsechny sipky vedou ven (nebo dovniti). Tak nékde uvnit#
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musi byt zdroj. Ale ten cyklus nemuze urcité byt na s ani ¢, protoze to neni
na cyklu.

Muzu to topologicky ocislovat.

Udélam si étvereckovou sit, pocet linek je tolik, kolik je ptivodnich vrcholi,
pocet sloupecku, kolik je vrcholi v dudlu. V této tabulce udélam ¢dru na
kazdém tadku podle ¢isla vrcholu. Ta bude zacinat na sténé vlevo od to-
hoto vrcholu a konéit na sténé doprava od ného. Analogicky v dudlu pro
sloupecky.

Tyto cary se nikdy nebudou protinat, jen se budou dotykat. Je to tedy
dotykova reprezentace néjakého grafu. Kazda hrana puvodniho grafu jsou
obdélniky, obdobné v dudlu (tam muzou bejt ndsobné hrany, ale dostanu
vic obdélnik).

Tomu se nékdy k& viditelnostni reprezentace. Vrcholy jsou vodorovné usecky,
hranou jsou spojeny, pokud existuje oblast, ve které se svisle vidi.

Tyhle obdélnicky budou fungovat, lze vykoukat z okoli vrchol a z toho, ze
se nic neprotind.

Toto je reprezentace bipartitniho grafu vrcholy + stény.

Nyni, necht G je bipartitni rovinny graf. Muzu pridédvat nové vrcholy a hrany
tak, aby byla quadrangulaci (roz¢tvereckovéani). G bude indukovany podgraf
toho, co vzniklo. P#i tom taky zafidim, aby ten graf byl dvousouvisly. Potom
spojim v kazdém ¢tyithelniku vrcholy jednoho druhu (tfeba modré). Poté
smazu viechny ¢ervené vrcholy. Cervené jsou nové stény, modré jsou vrcholy.
Piebyteéné vrcholy muzu zahodit.

5.2 Kanonické oéislovani

Méjme rovinnou triangulaci, vnéjsi trojuhelnik je a, b, c. Kanonické oéislovani
vrcholu vy, vs,...,v, je takové, ze v1 = a,v2 = b,v, = c. Kdykoliv se
podivam na graf G[vi,va,...,vg], tak je 2-souvisly. Ty, které jsou i < k
jsou uvnitf tohoto grafu, vétsi venku. Vrchol viy41 mé vSechny sousedy na
hranici a ty tvofi interval.

Z toho plyne vg1 lezi vné Gluy, . .. vx], mé alespon dva sousedy na hranici a
tvori interval (nebyla by to triangulace). Pfilehlé trojuhelniky jsou prazdné.

Lemma 7 KaZdd rovinnd triangulace ma kanonické ocislovani.

Dukaz:

Budeme odshora odebirat vrcholy, vrchol ¢ bude odebran jako prvni.
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KdyZz mame néco odebrané, tak méame pseudotriangulaci (uvnitf je natrian-
gulovano). Mame dvousouvislou hranici. Vsichni sousedi tvoii interval (pro
vrchol na hranici), protoze je to vytriangulované. Ale pii odebréni bych mohl
ztratit dvousouvislost — pokud z ného vede hrana do vrcholu na vnéjsi sténé
(diagondla) — tak tim Gepicku ufiznu.

Takto si muzu vyznacit vSechny diagonaly (ty délaji problém), délku dia-
gonaly budu méfit po¢tem preskocenych vrchola z horni hranice. Diagondly
se nekiizi. Muzu vzit tu nejkratsi, cokoliv nad ni je vhodny vrchol, protoze
je to diagondla, je tam aspon jeden takovy.

Kdyz takle odebiram vrcholy, tak do levého souseda udélam modrou Sipku,
do pravého ¢ervenou a z libovolného vnitiniho vrcholu dam zelenou nahoru.
Pokud neberu v tvahu vnéjsi hrany, tak dostanu orientovanou kostru do
kazdého vrcholu.

7 kazdého vrcholu vychazi pravé jedna modré nebo cervend a to do nizsiho
¢isla. U zeleného — nékdy musi vrchol prestat byt na hranici, a to do vétsiho.
Tedy vse musi vzdy téct do krajniho vrcholu.

Barva se ve vrcholu stékd, v kazdém vrcholu ,, prekfizi“ obé zbylé a vyleze z
druhé strany.

Véta 13 Rovinné grafy jsou dotykové grafy rovnoramennych trojihelniki s
rovnobézngmi zdkladnami.

Vezmu rovinng graf. Kazdy je indukovany podgraf triangulace. Tedy mi staci
umét reprezentovat tu triangulaci a néco zrusit. Kanonicky ji ocislujeme.
Udélame tolik vodorovngch éar, kolik je vrchold v tomto pripadé. Na téchto
vodorovnych cardch budou zdkladny. U kaZdého vrcholu si najdu mazimdiniho
souseda a na té bude mit spicku. Tim postupné dopliuju trojuhelniky od
nejmensich. Vlevo se bude dotyk s tim, kde md cervenou Sipkou, vpravo s
modrou a dole na ni konci zeleni. Zelent tam konéi najednou — zmizi z hornd
hranice.

Kdyz povolim, aby byly byly priunikové ale rovnoramenné, tak se to nevi.

6 String grafy

Poznévéani prinikovych grafa kiivek je N P-tézké.

Podtiida 1-string je takova, ze se kazdé dveé kiivky protinaji maximalné v
1 bodé, nesméji se dotykat.

Outer-String jsou takové, ze je oblast, vSechny maji jeden konec na hranici,
zbytek maji uvnitf.
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Zatocené fun grafy — kiivky natazené mezi dvéma soustifednymi kruznicemi.

CO-string (constrained) je néco jako Outer-string, ale na vnéjsi hranici
musi byt v tom poradi, v jakém maji o¢islované vrcholy. Naptiklad doplnék
kruznice neni sou¢ésti tohoto (nesméji se potkat sousedni). Lze dokédzat in-
dukei podle n. Pro n = 4 se maji kiizit ty, které se nesméji kiizit (1 — 3
oddeéli od sebe 2,4, ty uz se nesméji potkat).

V indukénim kroku — zkratim n + 1 kiivku tak, aby se posledni, s ¢im se
protinala, protinala jen jednou. Kdyz zkratim jesté o kousek, tak se zméni
graf. Pokud to byl ob-soused, potom to byl problém pro o n vrcholech.
Obdobné muzeme ofiznout na mensi a mensi, tak vzdycky narazim.

6.1 NP-tézkost

Ptevedeme na to 3-SAT. Médme formuli ®. Ten budeme reprezentovat takto:
Kazd4 proménna bude vrchol (at pozitivni nebo negativni), za kazdou klau-
zuli bude jeden vrchol, spojim hranou, pokud klauzule obsahuje vrchol. To-
hle se jmenuje Gg.

Budeme brét jen formule, které maji tento graf rovinny a 3-souvisly (kazda
se na toto da prevést) a kazdd proménnd bude nejvyse u 4 klauzulich.

Dokézeme, ze lze vytvorit G(®) (jiny graf), ktery bude stringovy prévé kdyz
je @ splnitelna.

Dg bude rovinné reklinedrni (hrany jsou lomené ¢ary, které jsou jen vodo-
rovné nebo svislé) nakresleni. Z toho néjak udélam gadgety, pomoci nich
udélam G(®).

Ke kazdému vrcholu v Dg ptriddm oblast, kam piijde reprezentace gadgetu
pomoci stringl, okolo hran cesticky.

K proménné udéldm kruznici s 16 vrcholy, kazdy druhy vrchol dulezity,
kazdé pfipojend klauzule méa jeden ,levy“ a jeden ,pravy“ vrchol. Tohle lze
reprezentovat 16 stringama ,dokola“, jako je ta kruznice, jde nakreslit po
sméru nebo proti sméru. To bude uddvat hodnotu proménné. Ty nedulezité
vrcholy zarucuji, Zze se neprohdzi (udrzuji poradi).

Od kazdé proménné ke klauzuli povedou 2 cesticky, ktera ma tolik vrcholi,
kolik tseklt m& ta hrana v Dg — jedna levd a jedna prava. Leva cesta je
napojend na levy vrchol téhle klauzule na proménné, prava na pravy.

Kdyz proménnd dava pravdivou hodnotu, tak pfijdou spravnym smérem,
kdyZz opacnym, tak bude nepravdiva. Podle toho si klauzule pojmenuje cesty
bud stejné, nebo opa¢né, pokud m4 proménnou negovanou.

Stringova reprezentace fetizku je taky ,,cesticka“ z malych stringti, nemohou
se tedy prekfizit.
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Aby se nedélaly problémy pii piekiizeni cesticek k ruznym klauzulim, pfipojim
pies propojku s Ko .

TODO: Obrazek

Protoze kruznice déli rovinu na 2 kusy, je 3-souvislej, tak muzu predpoklddat,
ze vnittky proménnych jsou prazdné, muzu je zcvrknout, cesticky obdobné,
klauzule taky. Dostanu zpétné Dg. To je ale 3-souvislé, proto to mé jedno-
znacné nakresleni. To se pfenese i na puvodni ,,nafouknuty* graf.

Klauzule bude 12-cyklus. Venku zase piipojky, kazda spojena s jednim me-
zispojovatkem uvnitf, ten s vnitinim vrcholem. Vnitinich vrchola je 6 a
maji doplnék 6-cyklu. Kdyz to piijde false, tak uvniti chci nareprezentovat
doplnék Cg pomoci CO-string, to nejde.

Kdykoliv pfijde néco jiného, tak uz se to dé nakreslit.

Pokud to jde kreslit, jde to i s tseckami (SEG). Obdobné lze dokézat, ze je
N P-tézké poznavat 2-dir, jen klauzule maji jiny gadget.

6.2 2-dir

Maéame tisecky dvou sméru, protinaji se jen ty ruznésmeérné.
Proménna bude podobna. Klauzule ma ramecek, dovnitt vedou zase dratky.

Bozicita grafu G je nejmensi k takové, ze G je prunikovy graf k-dimenzionédlnich
kvadri. Napt. pokud je to 1, tak to je intervalové grafy.

7 Kruhy

Méme prunikové grafy kruhu. Lze brat i dotykové grafy (anglicky disc).

Dotykové grafy kruhu jsou rovinné grafy, tedy jsou polynomislné reprezen-
tovatelné (z kruht na rovinnost je jasné).

Pokud omezime na jednotkovou velikost, tak jak prunikové, tak dotykové
jsou N P-tézké. Zase pres formule.

Prunikové libovolnych grafu je opét N P-tézké.

Pseudodisk je jednoduché uzaviena jordanovska kiivka a cely vnitiek. Protinaji
se tak, ze tam jsou pravé dva pruseciky a je to souvisly kus mezi nimi (nesmi
se jen tfeba 2* dotknout). Rozpoznavat tohle je N P-tiplné.

Zase budeme prevadét z CNF. Informaci prendsime zebiickem (Sprusliky
tam bud jsou nebo ne). Ty §prusle jsou kvili tomu, aby se to pfi otoceni
dostalo sprdvnym smérem (je to protnuté podobné, jako u kiivek).

Prevadime na not-all-equal splnitelnost, ale to neni N P-iplné na rovinné
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formule, pouzijeme tedy libovolné formule. Kiizeni budeme délat pomoci
Sprusli, zpevni se dalsimi zebfiky okolo. Kdyby to nebylo 3-souvislé, tak
priddme zase zpeviovatka.

Obdobné se d4 dokazat pro konvexni mnohothelnik. Potom i to, co sestavim
stejnolehlymi mnohothelniky, je N P-iplné.

8 Tolerant graph

Maéame intervaly a kladn4 ¢isla. Hrana je prave tehdy, pokud velikost pruniku
je alespon (soucet—soucin—cokoliv—maximum) z ¢isel téch vrcholu.

Veéta 14 Max-tolerant grafy jsou pravé prunikové grafy stejnolehlyjch trojihelniki.

Dukaz:

Kdyz mam Max-tolerant, tak nad kazdy interval ddm trojihelnik. Potom
ho ufiznu ve vysce odpovidajici toleranci a necham jen ten vrsek. To se uz
vykouka.

Obrézek 2: Trojuhelnicky

Opaéné natdhneme ¢aru dole daleko pod nimi, natdhnu, funguje to presné
opacne.

Toto rozpoznavat je tézké, protoze to jsou pseudodisky, jde to upravit.

Véta 15 Mazimdini klika v maz-tolerancénich grafech je polynomidini.

Dukaz:

Lemma 8 Mdme 2 disjunktni konvexni polygony P, Q. Pro né existuje
oddélugici primka rovnobéznd se stranou jednoho z nich.

Dukaz:

Vezmu a Soupnu piimku do vrcholu, pootoé¢im a kousek uhnu zpét.
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Meéjme reprezentaci a néjakou maximalni kliku co do inkluze. Vezeme z ni
nejvyssi zéakladnu, nejvyssi v jiném sméru, etc.

Méjme mnozinu Q(a, b, ¢) jsou vSechny trojihelniky, které maji neprazdny
prunik se vSemi tfemi témito stranami a,b,c. Tvrdime, Ze to se rovna @
(tedy, celé té klice). To, ze klikaty je v této mnozinou dokazu tak, ze s témi
trojuhelniky musi mit, a tahle sténa je nejvic dovnitf, musi to vést tam
(m& tu spréavnou stranu nékde dal). Také dokdzeme, ze Q(a,b,c) je tplny.
Pokud se dva neprotinaji, tak jsou oddélené piimkou rovnobéznou s néjakou
stranou. Tedy, obsahuje @), je uplny podgraf, je () je maximélni, tedy to
musi byt pfimo ono.

Tedy, G m4 O(n?) maximalnich klik.
Existuji algoritmy na nalezeni vSech maximalnich klik co do inkluze.

Tento odhad je tésny, téch klik opravdu muze existovat tolik.
-]

Megjme P konvexni polygon. Potom Pj,,, je prunikova reprezentace stejno-
lehlych P. Vzdy to jsou pseudodiskové grafy, jsou N P-tézké rozpoznat.

Véta 16 Necht P k-ihelnik, potom Phom md O(n*) mazimdlnich klik.

Dikaz:
Podobné, ale beru néjakou ,,dolni obalku“ — které strany lze protnout, kdyz
druhy ddm niz.

Véta 17 Rozpozndvdni prunikovijch grafi isecéek a rozpozndvdni konvexnich
obrazeu je v PSPACE.

TODO: Tohle néjak skoro chybi to o tom, Ze stringy nejdou hddat
klasickym zpisobem, Ze uhodnu reprezentact Nevi se, jestli je to v
N P. Reprezentace muze byt popsana koncovymi body tisecek, rovnice piimek
a néjaké délky, nebo seznamy, které protina. Nebo lze popsat kombinatorické
ulozeni ptimek. Potom je ale problém, jestli to jde narovnat na pfimky, to
je ale N P-tézké.

U uhadnuti koncovych bodu to nemusi byt polynomidlni, mohou byt daleko.
Véta 18 Mdme polynomy Py,...,P,, chceme rozhodnout, zda je néjaké

T1,...,Tym takové, Ze nékteré dané polynomy jsou kladné a nékteré jsou
nezdporné. Toto je v PSPACE.
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Zatneme na konvexnich mnozindch. Mam graf, kazdy vrchol toho grafu budu
reprezentovat jako konvexni mnozinu. Aproximuji konvexnim mnohothelnikem.
To jde, muzu do kazdého pruniku dat bod, udélat konvexni obal. Sta¢i nam
pro reprezentaci souradnice vrcholu.

Kdykoliv se mi neprotinaji, mame piimku, co je oddéluje. Mame né&jaka
znaminka pro kazdy bod, kladnd na jedné strané od pfimky, zaporné na
druhé. Tohle muzu zafidit pro vSechny.

8.1 PC-grafy

Polygon-Circle grafy — prunikace polygonu vepsanych do kruznice.

Kdyz budeme reprezentovat graf jako PC, tak zubatost je nejmensi pocet
vrcholi, kolik mé nejvétsi polygon v reprezentaci.

k-PC-graf je takovy, ktery ma polygony maximélné k vrcholu.

Kolik je potfeba vrcholil na ziskani zubatosti k7 Odhad je nan —logn+9 -
logn.

Rozpoznavéni je v. NP — urcité staci (n — 1) - n vrcholu.
Lemma 9
corpc(n) > n —logn — loglogn + k

pro nekonecné mnoho n.

Dikaz:

Mame dvé mnoziny vrchold, jedna mald, druhd velkd a potom Zije jeden
samostatny vrchol. Ten jeden vrchol bude hodné zubaty. Do malé mnoziny
dame vSechny hrany, do velké zadné, do tamtoho vrcholu do vSech ostatnich.

Téch ve velké je tolik, aby kazdy byl indexovany pravé polovinou vrcholi té
malé. Potom spojim kazdy z velké s ,jeho* z malé.

Ta zubatost uz vyjde.

Lemma 10 Pro kazdé ¢ < 13ng Ze pro vsechny PC-grafy s n > ng vrcholy
existuje reprezentace s polygony < n — c-logn.

Dukaz:
Vezmeme hladové minimdlni reprezentaci (zub, ktery nepotfebujeme, vy-
hodime).

Kdyz nejde co vyhazovat, tak se bud musi moc protinat, nebo maji rozdilné
sousedy.
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Véta 19 Rozpozndvdani k-PC grafu je N P-iplné pro k > 2.

Dikaz:

Kdyz mame bipartitni graf, kde jedna partita méa samy vrcholy stupné 3,
tak chceme, aby byly kazdy vrchol v druhé partité dostal jednu ze tii barev
tak, aby kazdy v prvni vidél vSechny 3 barvy. To je N P-tézké.

To se da udélat pomoci reprezentace — dame tam Cg, barvy ob jeden vr-
chol. Pomoci gadgeti to donutim, aby Zilo na spravném misté. Vzdycky
trojuhelnicek pro vrchol jedné partity, ta Cs blokuje, aby ty druhé nevylézaly
ven z jednobarevné oblasti.

Vlastni intervalovy graf je takovy, kde jeden interval nesmi obsahovat
cely jiny.
V tomhle povolime, aby d-dir grafy mohly protinat i ty, které jsou stejné

smérované.

Chceme algoritmus pro nezdvislou mnozinu velikosti k v d-dir v ¢ase f(k,d)-
o)
n“.

Nezavisla mnozina je N P-uplna pro 2-dir.

Pro obecné grafy neexistuje takto dobry algoritmus, pokud néco nezdegene-
ruje. V intervalovych grafech lze fesit v linedrnim case.

Algoritmus bude robustni — bud’ d4 mnoZzinu, nebo fekne, Ze neni nebo fekne,
ze vstup neni d-dir.

Lemma 11 Mdme graf G, u,v jsou jeho vrcholy. Uzaviené okoli jednoho je
podmnoZzina uzavieného okoli je druhého. Potom muzu ten s vétsim okolim
beztrestné zahodit a pocitat ve zbytku.

Dikaz:
Kdyz to obsahovalo ten vétsi, muzu ho vymeénit za mensi, oba tam nemohou
byt, jsou to uzaviena okoli.

Graf G je redukovany, pokud tam zadna takova dvojice vrcholi neni. Re-
dukovat graf umime v O(m - n).

22



Lemma 12 Pokud mdme 2-dir graf, potom je okoli jednoho vrcholu inter-
valovy.

Dikaz:
Ofezu ty véci, co vedou do stran, zbydou intervaly stejné smérované a nebo
bodové z téch kolmych.

Lemma 13 Pokud G je d-dir reprezentace redukovaného grafu, pokud md
alespori ((k—1)(d—1)+1)-d(k —1)?, pak bud’ existuje k paralelnich isecek
na ruznych primkdch, nebo existuje primka, na které lezi k neprotinajicich
se usecek.

Dikaz:
Tohle jde utlouct holubnikem.

Algoritmus 5:

Napied zredukujeme. Pokud zbylo alesponn 2k?(k? — 1)2, potom spoéitdme
matici sousednosti, vyzkousime kazdou podmnozinu velikosti k.

Najde nejvétsi nezavislou v G’ pro kazdé sousedstvi kazdého vrcholu.

®©

Lemma 14 Nechf R je d-dir reprezentace redukovaného grafu. d, je smér
vrcholu v, G' = reduceG[N (v)]. Potom G’ obsahuje max. dva segmenty ve
sméru dy.

Vse funguje tak, ze kdyz ma dost vrcholud, tak hrubou silou budeme hledat,
kdyz najde, tak OK, kdyz nenajde, tak konec, protoze je Spatny graf.

9 Barveni CA grafi

CA (Circle Arc) grafy, je to N P-tiplné.

Existuje problém disjunktnich cest — mame nékolik spotiebic¢u a zdroju,
hleddme tak, aby se nepotkaly. To je INP-tuplné i pro acyklické a G + H
eulerovské (kdyz pfiddm zpatky hrany ze stoku do piislusného zdroje).
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Déame vrcholy z grafu G + H na kolecko, natahdme hrany, pridame jesté
0, pak spojuju vrcholy, hrany G nepokryvaji nulu, z H naopak ano. Stejné
barva se d& tém, které se jen potkavaji ve vrcholu, ale nepiekryvaji.

U intervalového je N P-uplné i predbarveni (par barev nastavim, potom se
ptam, jestli 1ze doplnit). Pomoci toho lze barvi circle-arc graf (rozstfthneme,
predbarvime, aby byly stejné).

Obdobné, kdyz mame tétivové grafy, tak lze prevést také (kdyz mam ob-
loucky, muzu nadélat tétivy). Kdyz by to nestacilo, muzu jich tam pfidat
vic. Aby byly stejné barevné, tak tam nacpu klicku (na ten roh) a donutim
je mit stejnou barvu.

10 Kresleni celociselné

Budeme chtit nakreslit rovinny graf s tim, ze mame celo¢iselné soufadnice
a rovné casti.
Lze nakreslit takovou tu 3-barevnou triangulaci. Kazdy vrchol bude mit

soufadnice (poc¢itd se pocet vrcholu v oblasti definovanou cestou do okra-
jovych vrcholu).

Kdybychom si vzali trojihelnickovou sit (misto étvereckové), muzu to podle
toho do toho kreslit. To jde otocit na pravouhly trojihelnik.

Tvrzeni 1 Zddné dvé hrany se v tomto neprotinaji.

Drukaz:

U v8ech vrcholu se zachové stejné poradi vychazejicich vrcholt. Kvili tri-
angulaci je ve véjitku hrany mezi sousedy, ¢ast vede na jednu stranu véjite,
¢ast na druhou. Nebo se da dokédzat indukei od spodu.

Poté se dokéze, ze se nic neprotina. Kdyby se néco protinalo, tak se musi
nékde zménit poradi vychazejicich hran.

11 Obdélniky

Méme dvé mnoziny obdélniku v roviné. Oblast dolu a/nebo doprava nazvu
BR(a) pro obdélnik a a podobné. Rekneme, ze a; <g az < a;NBR(az) # 0.
b <pbo b1 A BL(bQ) #+ 0.

Tvrdime, ze obé relace jsou acyklické, antireflexivni a antisymetrické.

24



K tomu muzu udélat topologické usporadani. Potom se mi nestane, ze bych
nasel b1, bo, b, a1, as, ag, tak ze bych dostal k¥iz z jednicek uprostied s nulou
a to dokonce i s mezerou. Tedy, jsou to prunikace 2-DIR.

12 Perfektni a skoro grafy

To jsou takové, kde klikovost je rovna barevnosti a je to pro vSechny pod-
grafy. Je to hezké u tiid, které jsou omezené na podgrafy — staci dokazat ze
klikovost je rovna barevnosti pro kazdy.

Skoro-perfektni budeme fikat, ze je shora omezena néjakou funkei klikovosti.
Chordalni jsou perfektni. Intervalové takeé.

Permutaéni a Funkéni. Comparability-grafy jsou perfektni, funkéni tedy jsou
také perfekéni.

CA, CIR jsou skoro-perfektni.

String a usec¢ky se zatim nevédi.

12.1 Polygon-circle

Dokazeme, ze x < 50 - 2.

Ty si lze také reprezentovat jako intervaly a ke kazdému mnozinu bodu,
kde jsou i krajni. To odpovida ,,rozstiizeni“ kruznice. Hrana existuje, pokud
alternuji (tedy, je néjaky jednoho mezi dvéma druhého).

Oznacéme si xg vrchol, ktery mé svij levy vrchol nejvice vlevo.

Lemma 15 Pokud lze rozdélit na hladiny/partity zleva doprava, kde kazdd
lze obarvit k barvami, potom barevnost celku je nejvyse 2k.

Lemma 16 Mdme vrchol u € V;,U C Vi, I, C ey li = 3z € Vi1Vo €
{u}UU;(x2) € E(G).

Lemma 17 Necht A, B jsou mnoZiny intervali. Ddle necht plati:
o« [A|=2m—1
o Vr,yc Ajz Ny #0
eVxA£yeBxzNy=10
o Va € Aby £ by: by, by Ca

Potom 3A" C A, |A'| =m,3b € B;b C (yen @
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13 Velikost reprezentace segmentovych grafa

Je to urcité v PSPACE, nevi se, jestli je v.N P — konce mohou byt velké.
Da se naklanét postupné vic a vic, pridavanim novych primek — a ono se to
bude rozlézat vice a vice doprava.

Lemma 18 (Order-forcing) Pro kaZdou reprezentaci R grafu G ezistuje
graf G', ktery md nejvyse kvadraticky vrcholi, Ze pro kazdou reprezentaci R’
ezxistuje homeomorfizmus, ktery zobrazi na R.

Tedy, kazda reprezentace se da vynutit ,,pfilepenim “ k papiru a vyztuzenim
dalsimi vrcholy a hranami.

Tedy, jsou grafy, které maji exponencialné veliky zapis.

Pouzijeme problém strict-ineq. Mdame néjaké polynomy, hleddme proménné
tak, aby vSechny polynomy byly kladné. Toto je N P-tézké, je v PSPACKE.
Pomoci toho vyfesime rozpoznani segmentovych.

Vyvéstime pseudo-segmentovou reprezentaci, mame problém, jestli jdou natdhnout.
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