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1 Úvod

Dokazovaćı technika. Tady je př́ıklad, že R(k, k) > 2
k

2 (R(k, l) je minimálńı
velikost v grafu, kde muśı bud’ být Kk nebo Kl v jeho doplňku). Naháźıme
si náhodný graf na n vrcholech. Spoč́ıtá se horńı odhad pravděpodobnosti,
že to tam je. Pokud to je menš́ı, než 1, pak to nemuśı nastat a pro takto
velký graf to ještě neplat́ı.

2 Pravděpodobnost

Pravděpodobnostńı prostor je Ω,Σ, P , kde Ω je množina elementárńıch
jev̊u, Σ je sigma-algebra zaj́ımavých/měřitelných jev̊u a P : Σ → 〈0, 1〉
splňuj́ıćı:

• P (∅) = 0

• P (A ∩B) = 0 ⇒ P (A ∪B) = P (A) + P (B)

• P (Ω) = 1

Obecně Σ ⊆ 2Ω, kdyby to bylo rovno, tak je to fajn, ale občas to nejde.

V konečném př́ıpadě, pokud máme Ω =
⋃

ωi a ty nenastávaj́ı zároveň, potom
P ({ω1 . . . ωn}) =

∑n
i=1

P ({ωi}) =
∑n

i=1
Pi.

2.1 Subaditivita pravděpodobnosti

Lemma 1
P (A ∪B) ≤ P (A) + P (B)

Důkaz:
Lze upoč́ıtat, že P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (A∩B), každá pravděpodobnost
je nezáporná.

-

Lze to rozš́ı̌rit i na libovolný počet množin, takže:

P (
⋃

Ai) ≤
∑

P (Ai)

Nebo, jinak:

Pr [∃iϕi] ≤
∑

Pr [ϕi]
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2.2 Nezávislost jev̊u

Jevy A a B jsou nezávislé znamená, že P (A ∩B) = P (A) · Pr (B).

Pokud P (B) 6= 0, potom je to také:

P (A) =
P (A ∩B)

P (B)

(Toto použ́ıvá podmı́něnou pravděpodobnost).

3 Náhodné permutace

Váže se na mı́cháńı karet.

Máme značky, jako:

(

X

k

)

= {A ⊆ X; |X| = k}

Lze použ́ıt i s ≤ k a

(

n

≤ k

)

, což je součet binomických koeficient̊u až do

k.

Př́ıklad 1:

Necht’ F ⊆
(

X

k

)

, |X| = n a necht’ každé dvě množiny F maj́ı neprázdný

pr̊unik. Jak velké může být F?

,

Věta 1 Pro k ≤ n
2
, F splňuj́ıćı to v př́ıkladu 3, |F| ≤

(

n− 1
k − 1

)

.

Lemma 2 Necht’ X = {0, . . . , n− 1} , As := {s, s+ 1, . . . , s+ k − 1} mod
n. Potom |{s;As ∈ F}| ≤ k.

Důkaz:
Muśı se potkávat v alespoň jednom bodě, který maj́ı společný.

-
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Důkaz:
Máme pevné F , náhodně zvoĺım A ∈ Kk. Pak tvrd́ım (což je totéž, jako
věta), že Pr [A ∈ F ] ≤ k

n
.

Zvolme σ náhodnou permutaci a s ∈ 0 . . . n − 1 uniformě náhodné. Potom
máme σ(As) = {σ(s), . . . , σ((s+ k − 1) mod n)}. Potom Pr [σ(As) ∈ F ] ≤
k
n
. To už větu dokazuje. Dokážeme, že to plat́ı pro každou permutaci σ, pak

to bude platit v pr̊uměru i pro jednu danou náhodnou.

-

Př́ıklad 2:

Necht’ A1, . . . , An a B1, . . . , Bn jsou množiny, |Ai| = k, |Bi| = l, Ai ∩Bi = ∅,
∀i 6= j;Ai ∩Bj 6= ∅. Jak velké může být n?

,

Věta 2 Pokud plat́ı to, jako v minulém př́ıkladu, pak n ≤
(

k + l

k

)

.

Důkaz:
Ze spernerovy věty, berou se prvky a doplňky.

-

Věta 3 (Spernerova) Necht’ F ⊆ 20...n−1 a ∀A,B ∈ F ;A ⊆ B ⇒ A = B.

Potom F ≤
(

n
⌊

n
2

⌋

)

.

Entropie náhodné proměnné H je počet náhodných bit̊u, které potřebuje,
aby se mohla vybrat.

H(α) je entropie pro proměnnou Pr[X = 1] = α a je to −α log2 α− (1−α) ·
log2(1− α).

Necht’X je náhodná proměnná. Potom středńı hodnota je E[X] =
∫

Ω
X(w)dP (w).

Středńı hodnoty jde násobit skalárem, sč́ıtat a násobit mezi sebou, pokud
jsou nezávislé.

Indikátorová náhodná proměnná IA(w) je 1 pokud to patř́ı do jevu, 0 když
ne. Středńı hodnota E[IA] = P [A].

Př́ıklad 3:

Šatnářka. Máme náhodnou permutaci. Potom X = |{i|σ(i) = i}|. A nebo si
to můžu napsat jako Ai = Pr[σ(i) = i], takže pak sečteme.
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,

Př́ıklad 4:

Máme graf G. Potom existuje H ⊆ G bipartitńı a má alespoň m
2

hran.
Vezmeme tedy podmnožinu vrchol̊u náhodně. Poč́ıtáme pravděpodobnost,
že je tam která hrana.

,

Turnaj je orientovaný úplný graf. Zaj́ımá nás, jestli hamiltonovských cest
(od poraženého k v́ıtězi) může existovat hodně.

Věta 4 Existuje turnaj, ve kterém jich je n!
2n−1 .

Důkaz:
Vezmeme si náhodný turnaj, a σ je permutace. Potom Aσ = {T ;σ je cesta }.

-

Př́ıklad 5:

Máme vektory, každý je dlouhý 1. Sečteme je s ±1 koeficienty a źıskáme
v. Jak velké bude v? Lze je navolit tak, aby to bylo ≥ √

n. Jde také tak,
že uděláme něco, co je ≤ √

n, na to koeficienty zvoĺım náhodně. Vezmeme
proměnnou X = |v|2. Tam středńı hodnota vyjde n.

,
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