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1 Rieman̊uv integrál

Mějme funkci f . Č́ıslo IR je Rieman̊uv integrál když

∀ǫ ∈ R
+∃δ ∈ R

+; |I −R(δ, C,D)| < ǫ

, kde R(δ, C,D) je děleńı intervalu na obdélńıky o ,,̌śı̌rce” maximálně δ (
∑

jejich ploch). Lze chápat jako limitu když ǫ jde k 0. Pokud limita exis-
tuje, je Riemanovsky integrovatelná. Množina takových funkćı se bude
značitR[a, b], 〈a, b〉 je interval.

Lze chápat jako definici plochy pod křivkou.
Dolńı riemanovská

∑
je součet největš́ıch čtverc̊u co se vejdou ”pod”,

Horńı je podobně. Dolńı riemanovský integrál
∫

= sup(∀ dolńıch

riemanovských
∑

.
Tyhle veličiny jsou vždy definované, ale mohou být ∈ R

∗.
Rieman̊uv integrál existuje, pokud dolńı i horńı rieman̊uv integrál je

stejný a vlastńı a pak má jejich hodnotu také.

Neomezená fce f 6∈R:
Jako cvičeńı

Důkaz, že ∫
≤

∫

Pozorováńı:

Dolńı riemanovská
∑

≤ dorńı riemanovský
∫
, což je vidět. Když D a D′

jsou děleńı intervalu 〈a, b〉. D′ je zjemněńı D ⇔ D ⊂ D′.
Mějme f definovanou na 〈a, b〉. Při zjemněńı dolńı se nezmenš́ı a horńı

se nezvětš́ı. DÚ:

• Dolńı a horńı riemanovu sumu.

〈0, 1〉 , f(0) = 1, f (x ∈ (0, 1〉)
1

x
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• Pokud se lǐśı jen v konečně mnoha bodech −→ s integrovatelnost́ı a
hodnotou integrálu jsou na tom stejně.

Triviálńı nerovnosti:
∀D - děleńı, dolńı suma je ≤

∫
≤ horńı suma.

. . .

Věta o kritériu riemanovské integrovatelnosti:
Mějme f na 〈a, b〉. Je riemanovsky integrovatelná ⇔ ∀ǫ ∈ R

+∃D(〈a, b〉)
horńı suma - dolńı suma < ǫ. Obdobně, ∃δ ∈ R

+∀D(〈a, b〉 , δ) plat́ı.
To prvńı je jasné z nerovnost́ı (stač́ı domyslet).
Pokud ∀ǫ ∈ R

+∃δ ∈ R
+∀x1, x2; |x1 − x2| < δ −→ |f(x1)− f(x2)| < ǫ,

pak se nazývá Stejnoměrně spojitá. Tato definice je stejná jako spojitost
na uzavřeném intervalu.

f na 〈a, b〉 je riemanovsky integrovatelná právě když je omezená a jej́ı
množina bod̊u nespojitosti má mı́ru 0 - ∀y∃ systém interval̊u takový, že
součet délek těch interval̊u a jejich sjednoceńı dává dohromady celý interval.
Když je integrál, pak je spojitý a jeho derivace je p̊uvodńı funkce.

Pro každý bod: Vezměme okoĺı bodu, dokáže se podle toho, že je to jen
supremum/infimum * délka což je omezené.

2 Posloupnosti a řady funkćı

• Limita posloupnosti funkćı

• Nekonečná řada funkćı

Bodová konvergence

∀x lim
x→a

{fn(x)} = lim
x→a

⇒ fn → f

n0 může záviset na x.
Stejnoměrná konvergence je podobná, jen n0 nezáviśı na x.

fn
→

→
f

Lokálńı konvergence pro každý bod lze naj́ıt okoĺı, kde kde konverguje
stejnoměrně

fn

loc

→

→
f

2.1 Záměna pořad́ı operaćı

Bolzano-Cauchyova podmı́nka:

fn : M → R; fn
→

→
f ⇔ ∀ǫ ∈ R

+∃n0 ∈ N∀m,n > n0∀x ∈ M ; |fn(x)− fm(x)| < ǫ
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.

O situaćıch kde slabš́ı konvergence implikuj́ı silněǰśı:

• Mějme nějaký (možno neomezený) interval (a, b).

∀ 〈c, d〉 ⊂ (a, b); fn

loc

→

→
f ⇔ fn

→

→
fn

• Uzavřený interval, všechny funkce spojité, všechny monotónńı. Pokud
je zde všude bodově konvergentńı, pak je zde stejnoměrná konvergence.

Moorova-Ostugova věta (o prohozeńı limit):

fn, f : M → R, x0 ∈ R
∗, P (x0, δ ∈ R

+); fn
→

→
f ⇒ lim

n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x)

Důkaz:
Rozepsat, proházet.

Důsledek:
Stejnoměrná konvergence zachovává spojitost.

||f ||∞ := sup|f(x)|
x∈M

Věta 2.4 o záměně integrálu a limity:

fn
→

→
f na 〈a, b〉 , fn ∈ R 〈a, b〉 ⇒ f ∈ R 〈a, b〉 ,

∫
b

a

f = lim
n→∞

∫
b

a

fn

Důkaz přez rozepsáńı Riemanova integrálu a limity.
Lze se dostat k

s(fn, D)− ǫ ∈ (0, b− a) ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤ S(fn, D) + ǫ ∈ (0, b− a)

Věta 2.5 o derivaci a limitě:

−∞ < a < b < ∞, fn((a, b)) → R

fn má na (a, b) vlastńı f ′

n.

f ′n
loc

→

→
g na (a, b) ∧ ∃x ∈ (a, b); fn(x0) konverguje. ⇒ ∃fn

loc

→

→
f na (a, b)

Poznámka:

f ′n
→

→
g ⇒ fn

→

→
f
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Důkaz:
Vezměme 〈c, d〉 , x0 ∈ 〈c, d〉 kde konverguje stejnoměrně. Pomoćı souměrné
bolzanovy-cauchyovy podmı́nky, Lagrangeova věta o středńı hodnotě.

Nyńı je třeba dokázat, že je to derivace.

Věta 2.6 Weierstrassova:
Každá spojitá funkce může být aproximovaná polynomy na uzavřeném in-
tervalu.

f(〈a, b〉) → R spojitá ⇒ ∀ǫ ∈ R
+∃P (x)∀x ∈ 〈a, b〉 ; |f(x)− p(x)| < ǫ

Věta 2.7 Weierstrass̊uv test:

•

fn(M) → R,

∞∑
n=1

supx∈M |fnx| ⇒
∞∑
n=1

fn
→

→

•
∞∑
n=1

fn → f spojitá ⇒
∞∑
n=1

→

→
f

2.2 Fourierova řada

Trigonometrická řada je řada vyjádřená jako:

a0

2

∞∑
n=1

(an cos (nx) + bn sin (nx))

Aby se funkce f dala vyjádřit jako Fourierova řada, muśı být periodická
s periodou 2π.

f : 〈−π, π) → R

Trigonometrické řady umožňuj́ı vyjadřovat i složitěǰśı a ošklivěǰśı funkce
než mocninné řady.

Definujme symbol:

f, g ∈ R〈−π, π〉 〈f, g〉 ::=

∫
π

−π

fg

Je to symetrické a bilineárńı a pozitivně semidefinitńı.

∀f ∈ R〈−π, π〉 ; 〈f, f〉 ≥ 0

Tvoř́ı ortogonálńı systém.
f ∈ R〈−π, π〉 fourierovy koeficienty jsouAn = 1

π
〈f, cosnx〉 = 1

a

∫
π

−π
f(x)sinnxdx.
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Ne vždy ta trigonometrická řada konverguje k té funkci.

Věta 2.16:

f ∈ R〈−π, π〉 ,

An =
1

π
〈f, cosnx〉 ,

Bn =
1

π
〈f, sinnx〉

⇒
A1

2

2
+

∞∑
n=1

(A2
n +B2

n) ≤
1

π
〈f, f〉 =

1

π

∫
π

−π

f2(x)dx

→ lim
n→∞

An = lim
n→∞

Bn = 0

3 Metrické prostory

(M,d) , d : M ×M → R
+

0

Muśı splňovat axiomy:

•
d (x, y) = d (y, x)

•
d (x, y) = 0 ⇔ x = y

•
d (x, y) ≤ d (x, z) + d (z, y)

Př́ıklady:

• Euklidovský prostor, zobecněńı pro libovolnou mocninu

• M = {f, g : X → R, omezené}

d (f, g) = supx∈X |f (x)− g (x)|

• Vzdálenost mezi vrcholy souvislého grafu.

Dva metrické prostory jsou isomorfńı, právě když existuju bijekce mezi
M1 a M2, která zachovává vzdálenosti.

5



3.1 Otevřené a uzavřené množiny

Mějme metrický prostor (M,d). Otevřená kouleB(a, r) = {x ∈ M |d(a, x) < r}

A ⊂ M otevřená ⇔ ∀a ∈ A∃r ≥ 0;B (a, r) ⊂ A

.
A ⊂ M uzavřená ⇔ M\A otevřená

.

3.1.1 Vlastnosti

• ∅,M otevřená.

• S ⊂ 2M systém otevřených (konečně mnoha) ⇒ ∪S = ∪A∈S je také
otevřené.

• Pr̊unik otevřených množin je otevřená.

• ∅,M uzavřená.

• Pr̊unik uzavřených je uzavřený.

• Sjednoceńı uzavřených množin je uzavřená.

Mějme metrický prostor (M,d), potom An → b ∈ M, limn−>∞An = b ⇔
limn→∞ d(An, b) = 0.

Množina A je uzavřená, pokud ∀ {An, An ∈ A} , limn→∞An = b ⇒ b ∈
A.
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