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1 Ridké grafy

Budeme uvazovat grafy s velkym poctem vrcholu (malé jsou sporné, jestli
jsou Tidké nebo husté), napft. spocetné mnoho.

Ptipadné budeme uvazovat posloupnosti grafii, kde pocet vrchola u G; jde
k oo.

Také tiidy grafu.
Ridké jsou napiiklad:
e Stromy
e S omezenym stupném

e Rovinné, vnoritelné

2-nafouknuti (kazdy vrchol dvakrat, misto hrany ddam Ks o

Podgraf
Naopak husté:

° Uplné

e 1-podrozdéleni hustého.

1.1 Znaceni

H C; G je indukovany podgraf.
G [A] je podgraf G indukovany mnozinou A.

§(G) je minimaln{ stupeii, d(G) primérny a A(G) maximalni.

1.2 Vybirani

Kdyz mam graf, muzu vybrat bipartitni podgraf, ktery mé alespon polovinu
hran.

Muzu vybrat podgraf, ktery mam 6(H) > @ (postupnym trhénim malych

vrcholt).

ul

Také lze zaiidit, aby §(H) > (1 —€) - %9 a |V(H)| > € |V(G)|. Stejny
postup.

Lemma 1 (Pybier) Lze najit bipartitni podgraf takovy, Ze vSechny vrcholy

magji stupen § = @.



Dikaz:

Napied se najde bipartitni s dostatenym poctem hran. Prumeérny stupen
bude alespon poloviéni. Potom najdeme graf s dostateéné velkym minimalnim
stupném. Potom muzu zahazovat hrany.

Degenerovanost grafu deg(G) je minimélni ¢islo takové, ze kazdy podgraf
bude mit vrchol stupné nejvyse deg(G).

Tvrzeni 1 Ndsledujici je ekvivalentni:

1. deg(G) <k

2. El’Ul, V2,...,Un; dG—vl—vg...—vi_l(xi) < k

3. Yv1,v9, ..., vp;d(x1) je minimalni v G—v1 —ve ... —vi—1 = d(x;) < k.
Dukaz:

7 3 plyne 3 trividlné, vzdy vezmu ten s minimalnim jako dalsi.
7 2 plyne 1, protoze minimalni stupen je dostate¢né maly.

7 1 plyne 3, celkem ptimo.

1.3 Problém nejhustsiho podgrafu

Chci H C G takové, ze d(G) je maximélni. Znacime mad(G).
Zespodu je to omezené deg(G), trividlneé.

Opacné, deg(G) - 2 > mad(G), najdeme ten nejhustsi podgraf, z ného lze
vybrat graf, ktery ma minimdalni stupen alespon polovina, ale to musi byt
nejvyse deg(G). Toto je optimalni pro stromy.

1.4 Stromovatost

Arboricita v(G) je minimélni pocet lesu takovy, ze je jimi mozné pokryt
hrany grafu.

Véta 1 (Nash-Williams)

_ nax [V (AD)]
B =Ry



Pokud mé graf deg(G) = k, potom muzu udélat acyklickou orientaci s
A'(G) < k. To mi pomuze vyrobit ty stromy.

Taktéz muzeme trhat stoky pii stavbé rozebirani, coz dokazuje i opacné.

Omezme vstupni stupen vrcholu funkei ¢(v). Pokud ¢(v) = ¢, potom kazdy
podgraf ma omezeny stupen.

Urcité jde najit orientaci, pokud soucet ¢ je alespon “3(27@‘ TODO: Je to
pravda? Neni to jen 3patné napsané?.

Véta 2 Mame mdk’y ngf na n vrcholech. Potom obsahuje indukovanou cestu

alespon délky }Zg‘lg TODO: Tohle je divny. Achjo, chybéji bryle..

Dukaz:
Dokazovalo se néjak pfes tu orientaci. Jsou tam nékteré hrany ,navic“, tak
to mezi preskocim.

Seradim, aby vSe vedlo doprava. Posledni mé omezeny stupen, tak to roz-
sekam na kusy ,,mezi“ konci téch hran. Opakuju. TODO: NemiZou tam byt
cykly?

Mame ruzné tidké grafy, napt.:

e k-degenerované.
e S omezenym stupném.
e Rovinné.

e S omezenou barevnosti.

Véta 3 Pro kazdé k existuje graf bez 3,4,5 cykli, jehoZ barevnost je alespor
k.

Dikaz:
Zatnu s C7, potom konstruuji indukci, vezmu nezavislou mnozinu na dost
vrcholech, néjak ptfes brambory.



2 Chromatic number

P(GiE) = #{ 1 V(G) > 1.k (w) € B(G) — f(u) £ [(0)}
To je po¢et homomorfizmu z G do K.

Také P(G,k) = P(G —e, k) — P(G/e, k), kde G/e je zkontrahovani hrany e.
To je jednoduché, pokud mam jen jednoduché hrany. Pii nasobnych tieba
rozebrat par piipadu, ale taky to jde. Tohle jde obéas pouzit k rozumnému
pocitani barvicéek, napf. na stromu o n vrcholech. Lze zobecnit i na chordalni

grafy.
Podobné snadno pujde i cyklik.
Obvykle ndm z toho vypadne polynom v k (pro kazdy graf jiny).

Tohle kontrakéni lemma jde i otocit a hrany naopak pridavat a kontrahovat.

<N
QA

Z toho potom vypadnou néjaké uplnaky, ze kterych se to posé¢ita. Vypada to,
ze jdou docela cachovat a znovu pouzivat. Ten barevny polynom P(G;k) =
Y(=1)ei(g)kVITt = Ba;(G)k = Sk - (k= 1) - (=DIVI=1 . 1(@).

k' = P(k;, k), to a; je néco ohledné rozdéleni a t;(g) je pocet stromi s tolika
vrcholy jako je pocet listii mazace-vytvarecitho stromu.

TODO: Tahle hodina néjak nestoji za nic :—(

G je graf s orientaci hran w. Mame abelovskou grupu A faddu k. Hrandm
priradime véci z této grupy (¢ : E — A).

Definujeme funkei 0p(v) = Zyup(uv) — Zusep(uv) = Syt wyple) —
EGEW*(U)'

Potom ¢ : E — A je A-tok, pokud Yv; 0p(v) = 0. Déle je nenulovy, pokud
ve; ple) # 0.



3 Toky

Bereme takové ty toky, které se to¢i a jsou nad libovolnou komutativni
grupou.

Napiiklad muzeme mit ¢ : £ — (=k+1)...(k — 1) C Z a libovolnou
orientaci w grafu G.

Ten graf lze sestavit z trojuhelnicku (Casto). Muze to vypadat napt. takto:

Ale casto chceme vSe nenulovd. Pak to jde udélat tieba takto (kdyz dolni
trojuhelnik oto¢im):

Na té orientaci nezélezi, sta¢i negovat ty hodnoty. Kdyz to bylo nenulové
piedtim, ted je také.

Kdyz si vezmeme dvé mnoziny, co tece dovniti musi byt totéz, jako co tece
ven.




Budeme tomu fikat A-tok, kdyz to mame nad néjakou komutativni grupou
A, k-tok to bude v piipadé ze je to (—k + 1)...(k — 1). Nenulovy bude
pokud v8echny hrany jsou rizné od nuly.

Pro kazdou skupinu vrchola (napf. jeden vrchol) plati, ze soucet dovniti je
stejny jako soucet ven.

Pokud tam mame most, tak na ném musi byt 0.

Muzeme jinak vzit kostru a postavit cykly tak, ze bereme jednotlivé hrany
okolo, kazda definuje cyklus. Velikost cyklu (asi) zavisi na max. stupni té
kostry.

FEulerovské grafy maji nenulovy Zs-tok. Méjme bipartitni kubicky graf.
Potom muzu najit nz tok nad Zg tim, Ze orientuji z jedné partity do druhé
— v kazdém vrcholu bude +3.

Kdyz to chceme nad Zs X Zs. Chceme mit hodnoty a, b, ¢ takové, ze libo-
volné dva se se¢tou nenulové, ale vSechny 3 nulové. Coz ale plati u téch 3
nenulovych prvki této grupy.

Ale kdyz to neni bipartitni (napf. peterson), tak to nefunguje.

Méme aditivni komutativni grupu A, |A| = k. Oznacime si Fu(G) pocet
nenulovych A-tokt na G. Ziejmé, pokud je to smycka, tak je to k — 1.

Déle, pokud tam je smycka, tak ji muzeme odebrat a bude to Fa(G) =
(k—1)- Fao(G — e). Pokud neni, tak F4(G) = Fa(g/e) — Fa(g —e).

Vypadne z toho tokovy polynom.

Podobné s k-toky a F(G, k). Pocty nesouhlasi, ale A-tok existuje pravé kdyz
existuje k-tok. Stény jdou obarvit pravé kdyz jdou obarvit vrcholy. Dokaze
se pres dudl.

Cyklus v G oddéluje vrcholy v G*. Divam se na toky v tom ptuvodnim grafu
a to prevadim na ty hrany v dudlu. To musi vyjit (kdyz odec¢itdm /pricitdm
tok, podle pruchodu hranou), protoze budou sousedi ruzni a az dojdu zpatky,
tak se to vynuluje na puvodni barvu.



Kazdy tok mi da z kazdé pocateéni barvy pravé jedno unikatni obarveni.
Takze:

P(G*;k) =k - F(G;k)

4 Tutte

Polynom T(G) je pocet koster. Opét mame pravidla na odebrani hrany,
kontrakci hrany, smycku a most.

Tutteuv polynom T (G, x,y) je:

Gle,x,y) +T(G — e, z,y)
o T'(G,z,y) =z -T(G/e,z,y) pokud e je most.
G,z,y) =y -T(G —e,z,y) pokud e je smycka.

(
(
(
(V. 0),z,y) =1

T
T
o T
o T
Pokud méme b mostii, [ smyéek a jinak zadné dalsf hrany, tak to vyjde xzby’.

Mégjme grafovy parametr f(G), ktery funguje takto:

o f(G)=a-f(Gla)+ 5 f(C—e)
e £(G) =2 [(G/e) pro most.

e £(G) =y f(G ) pro smycku.
o F((V0)) =~

Tenhle zapis je univerzalngjsi, da se do toho napasovat tfeba pocet obarveni
nebo toki.

A tutte z toho jde udélat jako:

A& qr(@) . glBI=r(G) -T(G,

elI&
RS
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