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1 Skalarni soucin

Viz zimni. . .
V jednom vektorovém prostoru muze byt vice skalarnich souéini.

1.1 Norma
Viz zimni. . .

Ortogondlni bdze je slozend z kolmych vektori.

Necht V je koneéné dimenzionalni vektorovy prostor nad K a (vy, ..., v,)
tak, ze v; je kolmy na v;Vi, j a ||v;|| = 1Vi. Pak se nazyvad Ortonormdlni.

Pozorovani: Kazdy systém navzajem kolmych nenulovych vektort je linedrné
nezavisly.
Tvrzeni: Necht (vi,...,v,) je ortonormalni béze nad V. Potom z =
Yoy (x]vi) vi —> pak se nazyvé fourierovy koeficienty (ty véci co se sumi).
Necht V' je podprostor W a (v1,...,v,) je ortonorméalni bdze. Potom
zobrazeni P, : W — V, P,(u) = >, (u,v;) v;. Pak se zobrazeni P, nazyva
Ortogondlni projekce.
Trzeni:
Vue WViel...n;(u— Py(u)) L v
Dukaz:
je pres dosazeni do sumy a rozepsani.
Tvrzeni:
Vu,z € Wi (a = ||Py(u) —ul]) < ||z — ull.
Dukaz:
b= ||P,(u) — z|| Staéi ze ||a + b||? > ||a||?. Pak staéi rozepsat a nahlédnout,
ze a 1 b jsou na sebe kolmé.
Veéta:
V kazdém konecné dimenzionalnim vektorovém prostoru se skaldrnim sou¢inem

existuje ortonormalni béze.
Dikaz:

Gram-Smidtova ortonormalizace, z libovolni baze udéla ortonormélni. Vezme



se vektor, dalsi se nahradi vektorem kolmym na vSechny ptedchozich, za po-
moci Ortogonalni projekce.

Pozorovani:
Je-1i W podprostor V dimenze n, pak kazdou ortonormalni bazi V' l1ze rozs§itit
na ortonormalni bazi W.
Urcité lze doplnit na béazi, ty puvodni prohlasit za jiz zacdtek algoritmu
a dozpracovat ty nové.
Ve co je kolmé na ve v V se nazyvéa Ortogondini doplnék - (V71).
Pozn:
Resen{ soustavy je ortogonalni doplnék Fédkového prostoru matice k celému
prostoru.
Véta:
V' je podprostor W konecné dimenze.

e Ortogonélni doplnék V' je podprostor W.
e Soucet dimenzi V a V' je dimenze W.

o (VHL=V.

e VNV+={0}.

Dikaz:

u+ve Wt
u,v L x,Vo e W.
(u+v|z) = (ulx) + (v|z) =0

Podobné pro nasobek.

Ozna¢me X néjakou ortonormalni bazi V. Rozsifme X na ortonorméalni
bazi W. Chceme nahlédnout, ze V je linearni obal toho, o co se rozsitila ta
baze.

veVtcv

=3

Ctvercové matice A se nazyvé ortogondlni, pokud A - AT = I - tedy,
kazdé dva fadky jsou na sebe kolmé a navic ma kazdy velikost 1.
Matice je ortogonalni < A1 = AT,



2 Determinanty

2.1 Permutace

Permutace mnoziny X je vzajemné jednoznacéné zobrazeni P mnoziny X
na sebe sama. S, budeme oznacovat mnozinu vSech permutaci mnoziny
{1,...,n}. Inverze permutace je dvojice (i,7),7 > j, P(i) < P(j). I(P) je
mnozina viech inverzi permutace P. Znaménko permutace je (—1)1(P)l.

Tvrzeni:

sig(P o Q) = sig(P) - sig(Q)
Nechtf A je ¢tvercova matice nad télesem T'. Pak

Det(A) = ) sig(P) -1l a; pg;)
Pes,

nazveme determinant matice A.

Veéta:

Det(A) = Det(AT). Méjme > pes, 5ig(P) - I ap(;); determinant AT,
Vezméme obdobné, ale s inverznimi permutacemi. Pak ale je to ten samy
soucet jako u A.

Véta:
Prerovnanim fadka matice se nezméni, je-li znaménko permutace radkua
rovno 1 a zméni, kdyz je rovno —1.

det(A') = sig(P(A — A')) - det(A)

det(A) =Y sig(p)T}_1a; p(;)
=1

Co se muze stat je, ze se prehazi pofadi ¢isel - a to se prohaze v kazdém
fadku. Poté se bud otoé nebo neotoéi znaménko té permutace. Lze po-
vytykat znaménko ze sumy a ty permutace zustanou stejné.

Pro radky:
to plati také. Lze dokazat za pouziti pfedchozich dvou.

Lemma o rozvoji determinantu:

Matice A;, j budeme nazyvat podmatict matice A, vznikne-li vynechanim
i-tého tadku a j-tého sloupce. Pak plati, zZe:

det(A) = an D3 =1"(=1)" - det(Ayy)
=1



Vezmnéme matici co je o 1. fadek a 1. sloupek vétsi, ma tam samé nuly,
jen v levém hornim rohu jednic¢ku. Lze si v8&imnout, Ze determinant zustane
stejny. Poté prohazovanim #adku, sloupcu lze kazdy radek nastéhovat tam.

Dusledek 1:
Ndésobenim fadku 7 ¢islem ¢t ndm nasobi determinant ¢islem ¢.

Disledek 2:
Pricteni ¢ ndsobku fadku j k fadku ¢ ndm nezméni determinant.

Tvrzeni o linearnim zobrazeni:
Pii zobrazeni z R do R"™ odpovidajici matici A. Pak zobrazeni jednodkové
n-dimenzionalni krychle bude mit objem stejny jako je determinant matice

A.



