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1 Délitelnost

Rekneme, ze S (-, 1) je komutativni monoid s krdcenim, je-li - komuta-
tivni a asociativni a funguje tam kraceni: Va,b,c € S;a-b=a-c—b=c.

V S(-,1) fekneme, ze a déli b (a\b), a,b € S, jestlize Ic € S;b=a-c.
a je asociovdno s b (a||b), pokud a\b A b\a.
Pozndmka:

Je-li R(+,-,—,0,1) obor integrity a a,b € R— {0}, pak a\b (v R—{0}(,1))
<b-RCa-R.oallb&a-R=b-R.

Diukaz:
b=a-c cozznamenda b-1€a-R,b-r=a-c-r.

b-1eb-R=3dce R;b=a-c. Ztejmé c # 0.

Poznamka:

Ya,b € S4 nejvyse jedno c € S;a=0b-c¢

Va,b € S;al|b < Ju € S invertibilni ;a =b-u

|| je kongruence na S.

S/ [1]) je opét komutativni monoid s krdcenim, na némz relace
,deli“ tvori usporadani.

a,b,e,d,ay,...,ay, € S. Rekneme, Ze ¢ je nejvétsi spoleény délitel prvka
ai,...,an (cje NSD(ay,...,ay)), c\a; A (d\a; = d\c).

O prvku ¢ fekneme, zZe je prvoéinitel, jestlize neni invertibilni a plati ¢\ (a -
b) = c\a V c\b.

Rekneme, 7e ¢ je nerozlozitelnyj (ireducibilni), jestlize neni invertibilni a
plati c =a-b = cl|la V ¢||b.



Poznamka:
a,b,e,d,e€ S.

e Necht d je NSD(a,b) a e je NSD(a-¢,b-c) = d - c|le (pokud oba
deélitelé existuji).

e Necht 1 je NSD(a,b) anecht a\b-c. Pokud existuje NSD(a-¢,b-c) =
a\c.

S(+,1) je komutotivni monoid s kréacenim.

Pozndmka:
Kazdy prvocinitel je ireducibilni. Pokud Va,b3dNSD(a,b) = kazdy ireduci-
bilni prvek je prvocinitel.

Dikaz:

Necht p je prvocinitel. p = a - b,a,b € S. a\p,b\p. p\a - b = p\a(p|la) V
p\b(p|[b).

p ireducibilni. p\a - b, nechf p Aa. Existuje n je NSD(p,a). p = n -z, je
ireducibilni, pak p||nVp||z. Dle predpokladu p Xa, tedy p||x. n je invertibilni,
tedy 1.

Existuje nejvétsi spoleény délitel NSD(p-b,a-b). Tedy p\b.

Véta:
Necht kazdy ireducibilni prvek S(-,1) je prvocinitelem. Necht p1,...,p, a
qis---,qm € S posloupnosti ireducibilnich prvki, pro néz plati, ze soucuin

[Ty pill T[iZ, @i- Potom n = m a existuje bijekce o mezi posloupnostmi
takové, ze pil|qo(s)-

Dikaz:
Indukci dle n. n =1 je ziejmy.

Je-li R(+,-,—,0,1) obor integrity, pak jeho N.SD, ireducibilni prvky, prvocinitele,
invertibilni prvky jsou definovény jako totéz na R — {0} (-, 1).

Obor integrity R(+,-, —,0,1), v némz jsou vSechny idedly hlavni, tj. tvaru
aR = {a-r;r € R}. Pak mu fikdme Obor integrity hlavnich idedli.

Poznamka:
Je-li R obor integrity hlavnich idedli a a1, ..., a, € R, pak existuji uy, ..., u, €
R takovy, ze Y a; - u; je NSD(ai,...,ay).

Véta:

Necht R je obor integrity hlavnich idedlt. Kazdy ireducibilni prvek je prvocinitelem.
Pro kazdy nenulovy neinvertibilni prvek a € R existuje posloupnost ireduci-
bilnich prvku p1, ..., p, takové, ze a = II7"_,. Jestlize a = II" ,¢;, pak m = n

a 3 bijekee o; pil|74(s)-



2 Okruhy polynomu

Méjme R(+, -, —,0,1) okruh, M(-,e) monoid. R[M] = {p: M — R;|{m € M;p(m) # 0}| < oo}
— vSechna zobrazeni z monoidu do okruhu a jen koneé¢né mnoho jich je ne-
nulovych.

p=>Y_ p(m)-m
meM

Cleny, kde p(m) = 0 muzeme vynechat.

Nuldrni prvek je p(?) = 0. Jednicka 1(e) = 1,1(? # e) = 0.

p,q € R[M].
—-p = > —p(m)-m
meM
pra = 5 (p(m)+q(m)-m
meM
pra = > | Y p@-qb)]|-m
e \ ot
Pozndmka:

Necht R(+,-,—,0,1) a M(-,e) monoid.

e Mnozina R[M](+,-,—,0,1) je okruh, jsou-li R a M komutativni, je i
R [M] komutativni.

e Zobrazeni i : R — R[M], kde i(r) = r - e je prosty okruhovy homo-
morfizmus.

e Zobrazeni v : M — R[M], kde v(m) = 1-m je prosty monoidovy
homomorfizmus.

Drukaz:

R[M] (4, —,0) je komutativni grupa. Jde piimo z definice. Také R [M] (-, 1)
musi byt monoid. Nasobeni je podezielé, je tieba dokédzat korektnost — ty
sumy musi byt kone¢né, staci vynechat nulové prvky. Nakonec distributivitu.

ODbé zobrazeni jsou zfejmé prostd, staci overit homomorfizmy.

R [M] nazyvame monoidovy okruh. Uvazime-1i monoid Ny(+, 0), pak R [Ny]
budeme nazyvat okruhem polynomau jedné neurcité a budeme Casto psat
R [x].



Poznamka:
Necht S(+, -, —,0,1) je okruh. R n&jaky jeho podokruh, a € S. Potom zob-
razen{ ya : R[z] — S dand ptepisem

'ya(z ap X ') = Zan'a”

neNp n€Np
je homomorfizmus. (Toto znamend dosazeni)

Dukaz:

Piimocaré ovéieni slucitelnost{ s (+,—,0,-,1). Bud R(+,-,—,0,1) okruh a
p € R[z]. Je-li p # 0, nazvu é&islo p° := max {n;p(n) # 0} stupeni poly-
nomu p.

Stupen 0° = —1.

Pozndmka:
Bud R(+,-,—,0,1) (komutativni) okruh a p,q € R [z]. Pak plati:

1.

(p+q)° <max{p°®,¢°}

3. je-li p,q # 0, pak
(p-q)° <p°+¢°

4. Jestlize R je obor integrity a p a ¢ jsou nenulové.
(p-9)°=p"+4q
5. R je obor integrity < R [z] je obor integrity.
6. p je invertibilni prvek a R je obor integrity < p° = 0 A p(0) je inverti-

bilni v R.

Dukaz:

1. Ziejmé.
2. Séitdme po slozkach, ze dvou nulovych nikdy nemuze vyjit nenula.

3. Necht jsou oba stupné nenulové a m > soucet stupiil. Je ziejmé, ze
koeficient vyjde nulovy.



4. Je-li R obor integrity, pak nejvyssi koeficient je nenulovy, je to jen
jeden soucin, ktery je nenulovy (sou¢in dvou nenulovych).

5. Obé implikace. Kdyz R je obor integrity, tak p,q # 0, soucet jejich
stupnu je vétsi nez —1. Opacné. Vezmu vSechny polynomy stupné 0,
ty zobrazim na prvky R. Pokud jsou nenulové, jejich souc¢in neni 0 v
polynomech, tedy ani v R.

6. Necht p je invertibilni. Tedy 3¢ € R[x];p-q=1.1° = 0,p,q # 0, tedy
stupné obou musi byt 0. (Vynechdvame trividlni piipady, kdy 0 = 1)
Zbytek plyne z homomorfizmem v8ech polynumu stupné 0 s R.

Na druhou stranu je ziejmé.

O déleni se zbytkem:
Bud R(+,-,—,0,1) obor integrity. a,b € R[z],b # 0 a vSechny b, jsou
invertibilni v R.

Potom existuji polynomy ¢,r € R [x] atkové, ze a = q-b+ 1 A1° < b°.

Dukaz:

Pokud stupen a je mensi, nez stupen b, pak polozim ¢ = 0 a r = a. Ostatni
indukci postupnym délenim.

Bud R(+,-,—,0,1) obor integrity a nect existuje u: R — NU {0, —1} tak,
ze plati Va,b € R,b #£ 0:

1.
alb: p(a) < p(b)

g, 7 a=q-b+r;p(r) < pb)

Pak R nazvu euklidovskym oborem integrity a funkce u je euklidovskd
Sfunkce.

Pozndmka:
Kazdy euklidovsky obor integrity je obor integrity hlavnich ideélu.

Drukaz:

Bud R(+,-, —,0,1) euklidovsky obor integrity a u je piislusnd euklidovska
funkce. I = {0} : I = OR. Kdyz I je nenulovy, tak si vezmu nejmensi takové
1.

Euklidav algoritmus:
Necht R(+,-,—,0,1) je Eukliduv obor integrity s euklidovskou normou p a

ap, a1 # 0.



Definujme posloupnost {a;} a {g;}. Jestlize a; fa;—1, pak vezmu ¢; a a;41 :
ai—1 = a; - ¢; + a;j+1, kde p(air1) < p(a;).

Jestlize a;|a;—1, posléze n = a; a proces konci.

Dikaz:

Proces konéi po koneéné mnoha krocich a a,, je NSD(agp,a1).

Definujme dvojici posloupnosti {x;} a {yi}, vo = y1 = 1,21 = yo = 0,
Tit1 = Ti1 — T, Yiy1 = Yi—1 — Yi - ¢i- Potom x,, - ap +yn - a1 je NSD(ao,a1).
Dikaz:

NS D existuje, nebot je to obor integrity hlavnich idedl.

NSD(aj,a; + 1) je NSD(a;—1,a;).

Dale indukci.

Bud S okruh, R podokruh S a o € S. Rekneme, ze o je kotenem poly-
nomu p € R [z], jestlize ja(P) = 0.

Kotenovym éinitelem nazveme polynom z — a := (—a - 20 4+ 1 - 2).
Rekneme, Ze polynom p € R[z] se rozklddd na kofenové Cinitele, jestlize
Ja,a1,...anp € Raplati, zep=a-(z—a1) - (z —az) ...  (x —ayp).
Pozndmka:

« je kofenem polynomu p < (z — «)|p.

Bud R(+,-,—,0,1) komutativn{ okruh, »3 _n pn2" € R[z]. Definujme
formalni derivaci:
() : Rlz] — R|z]
(anw")’ = Z(n + Dppgra™
?|

Rekneme, ze a € R je vicendsobnyj koien polynomu p, jestlize (z — a)?|p.

Pozndmka:
Bud R komutativni okruh a p,q € R[z] a ¢ € R. Pak plati:

e (p+q)=v+¢

e (c-p)=c-p

e (p-q)=p-q+p-d
Dukaz:
Viz analyza.

Pozndmka:
Bud' p polynom nad R. « je vicendsobny koien p < « je koten p’ i p.



Dusledek:
Necht R(+,-,—,0,1) je obor integrity, p € R|[z]. Jestlize 1 je NSD(p,p'),
potom p nemé vicendsobny koten.

Dusledek:
Necht R(+,-,—,0,1) je obor integrity, jehoz charakteristika nedéli ¢islo n €
N. Potom polynom z" — 1 a z"*! — 2 nemaji vicendsobny koien.

(Nesmi to byt trividlni okruh.)

Dukaz:
Zkusi se zderivovat.

Véta:
Kazd4 koneéna podgrupa grupy 7' — {0} (-,7%,1) télesa T(+,-,—,0,1) je
cyklicka.

Dikaz:

G bud néjaké konetnéd podgrupa této grupy. n := |G|.
(viz minuly semestr) Vk|n3! podgrupa K grupy Z,.
K je také cyklicka, tedy izomorfni s Zj.

v Zn3 pravé ¢(k) prvka, které generuji.

Vg € Gi{g) /n
Vk/n oznaéime t,, := |{g € G;|(g9)| = k}|.
TODO: 2

3 Poradova a rozkladova télesa

Mégjme okruhy R(+,-,—,0,1) a S(+,-,—,0,1) a f : R — S jejich homo-
morfizmus. Definujme zobrazeni f, : R[z] — S [z] prepisem f; (3 a;z’) =

Zf(ai)l‘i-

Pozndmka:
Bud R, S aT okruhya f: R— S,g:S — T okruhové homomorfizmy. Pak
plati:

1. fz je homomorfizmus okruhu R [z] a S [z].

2. (gf)z = gz-fz

3. fz je izomorfizmus < f je izomorfizmus.



4. Pokud napied provedu zobrazeni a pak dosadim je totéz, jako kdyz
dosadim a pak prevedu.

Poznamka:

Necht T'(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a u € T je polynom stupné ale-
sponi 1. Pak faktor T [z] /uT [z] je komutativni téleso < u je ireducibilni
polynom.

Poznamka:

Bud T(+,-,—,0,1) téleso a u € T [z]. Pak zobrazeni p : T — T [z] /uT [z]
dané predpisem t = [txo] je prosty okruhovy homomorfizmus.

Znaceni: T'(+,+,—,0,1) komutativni téleso, u € T [z] ireducibilni polynom.
Tx]/u-Tx]=TI[z]/ ~u= (T[x])y. a ~yb=b—a €T [z] =ulb—a.
T — (T, t >t-al +u-Tla]=[t-2°_ .

Véta:
Necht T je komutativni téleso, u € T [y],u = >_ a;y° je ireducibilni, potom
m4 polynom > a;z° € T [z] m4 koten v télese (T [y])y.

Dukaz:
1-y' 4+ u- Ty je kofen polynomu. Dokéze se rozepsanim a dosazenim.

Necht U(+, -, —,0, 1) je komutativni téleso. Rekneme, ze T C U je podtéleso,
je-li to podokruh U(+,-,—,0,1) a T — {0} je podgrupa U — {0} (-,~!,1). Na-
opak, U je nadtéleso T.

Diisledek:
Necht T'(+,+,—,0,1) je komutativn{ téleso a a € T' [x] stupné alespon 1.

e JU nadtéleso U, nad nimz m& u kofen.

e JV nadtéleso T, nad nimz se u rozkladd na kofenové Cinitele, tedy
mohu ho napsat jako sou¢in polynomu stupné 1.

Dikaz:
T [x] je obor integrity hlavnich idedlu. Vezmu libovolny ireducibilni polynom
(dle néjakého tvrzeni existuje) na néj pustim predchozi vétu.

Druhou ¢éést vezmeme indukei podle stupné u. Najdeme koten (nad U) a
vydélime, oba polynomy jsou z U, v mad o 1 mensi stupein. Roz§itime pro
U C V, takze muzeme pokracovat.

Poznamka:

Vsechna komutativni podtélesa libovolného komutativniho télesa tvoii uzavérovy
systém. Coz znamend, Ze je to Uplny svaz a prusek je prunik, tedy prunik
dvou podtéles je opét podtéleso.



Dikaz:
Podokruhy tvoii uzavérovy systém. Stejné tak i podgrupy.

Nasledné uvazujme télesa U(+,-, —,0,1) a jeho podtéleso T' C U, piipadné
V 2 U je nadtéleso U.

Necht S C U téleso. T [S] bude nejmensi podokruh obsahujici mnozinu TUS.
Obdobné T'(S) je nejmensi podtéleso obsahujici T'U S.

Jestlize S = {a1,...,an}, pak Tlay,...,an] = T[S], T (a1,...,an) =
T(S).

Poznamka:
T C U podtéleso. a € U. Potom T [a] = {p(a)|p € T [z]} — dosadim « do
vSech polynomu. T'[S] C T (S).

Dikaz:
Podtéleso — podokruh je ziejmy z definice.

To prvni je okruhovy homomorfizmus. Homomorfni zobrazeni podalgebry je
zase podalgebry.

T CU,p € Tlz]. U je kotenové (rozkladové) nadtéleso polynomu p,
existuje-li koten a € U (kofeny ay, ..., an)tak, zep = a-(z—aq)-...-(z—ay)
a pro zadné mensi U to neplati.

Véta:

e 1 kartézké nadtéleso p nad T.

e 1 rozkaldové nadtéleso p nad T.

Dikaz:
Najit néjaké téleso, nad kterym to lze rozlozit, je mozné. Pak vezmeme
nejmensi podtéleso obsahujici vsechny kofeny.

T C U,a € U. Rekneme, ze « je algebraicky nad T, existuje-li polynom
p € T [z] tak, ze p(a) = 0. V opaéném piipadé nazveme « transcendentni.

Bud m € T [z],m° > 0. Rekneme, 7e m je monicky, jestlize aye = 1.
Véta:

T C U, € U je algebraicky nad T. Potom 3! monicky polynom m € T [z]
takovy, ze Vp € T [z] — {0} ;p(a) = 0 < m/p.

Necht m je ireducibilni. Potom T [o] = T («) a (T [x])m = T ().

Dikaz:
Vezmu vSechny polynomy I, kterych je a kofenem. I je uzaviené na soucty,



rozdily, nulu obsahuje, je to tedy podgrupa. Stejné tak je uzaviené na
souciny, tedy je idedlem. Je neprazdny, protoze a je algebraicky.

T [x] je obor integrity hlavnich idealu, Im;m-T [z] = I, existuje praveé jeden
monicky (v8echny generdtory jsou asociovany).

Pokud je m ireducibilni, pak pokud m = a - b, pak m|a V m|b.

Dosazeni je homomorfizmus okruh.

Poznamka:
Necht T7 C Uy, Ty C Us jsou télesa, o € Uy, 3 € Uy algebraické prvky nad
Ty, Ts. f: 11 — T5 je izomorfizmus.
Potom 3 také izomorfizmus ¢ : T1(a) — Ta(5), ze Vt € Th, f(t) = g(t) a
g(a) = B & fr(mg) = mg.
Dikaz:
fo : Th [z] = T4 [x] je také izomorfizmus. f,(mg) je ireducibilni, protoze m,
je ireducibilni (minim&lni polynom). f,(me) je monicky (g : Th(a) — T2(5)).
f=gnaTi. g(0) =0, B je kofenem f,(maq), mg|fz(ma).
Je ireducibilni, tedy jsou asociované.
A zpétky:

Ti(a) = T [2] & T[] fmaT |2]

p(a) & p+mT [z]

Ti(a) = (11 [2]),,,, = (T2 [2]),,, = T2(B)

ple) = p+maTi[z] = fo(p) = maT2 [z] — 5B (fz (p))

To je izomorfizmus

tx® € Ty [2]

g(t) = f(t)

fo(tz®) = f(t)2°

Véta:

Necht Ty C Uy, Ty C Us jsou komutativni télesa, p € Ty [z],U; bud roz-
kladové téleso polynomu p nad 71 a Us rozkladové téleso f,(p) nad T,
kde f : 17 — 15 je izomorfizmus. Jsou-li ay,...,a, € Uy, B1,...,Bm € Us
v8echny kofeny p, resp fi(p) (ndsobné), pak n = m a existuje izomorfizmus
g : Uy — U takovy, ze 3o permutace, g [ 11 = f a Vi € 1..n; g(cy) = By,-

Dukaz:
Indukci dle n.

n = 1 je trividlni, p = ax — b, f.(p) = f(a)x — f(b), oba stupné 1 a maji
zjevné jeden koten a g = f.
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Predpoklad plati pro vSechna télesa a polynomy stupné az n — 1. Mam
polynom p stupné n. Vezmu m,, € T [z], ten déli p, tedy f,(mq,) déli
fz(p). fz(p) je nad Us rozlozitelny na dva polynomy, protoze v Uz [z] mame
jednoznac¢ny rozklad na ireducibilni prvky. Tedy v rozkladu f,(m., ), tak se v
rozkladu se mohou vyskytovat pouze S, ..., 8, (aZ na asociovanost). BUNO
B1 je kotenem monicky ireducibilniho (nad 7% [z]) polynomu f,(mg,). Dle
minulého tvrzeni 3h : Ty (1) — To(f1) izomorfizmus. p = (x — 1) -u, stupen

u < n, pouziji indukéni pfedpoklad.

Jg: U1 = Uz, g | Ti(ea) = h, g(ow) = B,

Necht T(+,-,—,0,1) je komutativni téleso. Rekneme, ze T je algebraicky
uzavrené, jestlize kazdy neinvertibilni polynom p € T [z] mé v T kofen.
(Ekvivalentni, Ze ho lze rozlozit)

Necht U je nadtéleso télesa T. Nazvu jej algebraickym uzdvérem, jestlize
je algebraicky uzaviené a zadné V,T' C V C U, pro které to plati, U = V.

Véta:
Kazdé téleso ma algebraicky uzaveér.

Dukaz:

Potfebuji axiom vybéru (pro transfinitni indukci). 7" je komutativni téleso.
Konstruujeme posloupnost nadtéles 177 C Ty C T3... takovych, Zze vSechny
polynomy z T; [x] stupné nejvyse ¢ jsou rozlozitelné v T; i [z].

Necht 77 = T'. Déle vyrdbime téleso o jedna vétsi. Vezmu si véechny poly-
nomy nad T}. Sefadim si je (pomoci néjakého ordindlu a axiomu vybéru).
T; o je rozkladové nadtéleso polynomu p,. Tyto pak sjednotim.

U = U,en Ti- Nyni je tieba dokazat, Ze je algebraicky uzaviené. Vezmu si po-
lynom, ten ma néjaké koeficienty z nékterého télesa T;. Proto je rozlozitelny
v T;11, ktery ve sjednocenti je.

4 Konecna komutativni télesa

Pozndmka:
Zadné konecné komutativni téleso neni algebraicky uzaviené.

Dikaz:
Vezmeme polynom p = [[,cr(z —t) 4 1, v libovolném bodé je roven 1.

Pozndmka:
Algebraicky uzavér kone¢ného komutativniho télesa je (nekoneény) spocetny.

Dukaz:
Konstrukce viz minulou kapitolu. Kazdé téleso je vétsi, ale konecéné, takze
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celkem daji spocetné ¢islo.

Pozndamka:
Necht T je komutativni téleso prvociselné charakteristiky a n € N. Pak
Q= {t e T|tr" = t} je podtéleso T

Dikaz:
wp: T — T, ¢,(t) = tP je okruhovy homomorfizmus. Slozenim n kopii tohoto
homomorfizmu je opét homomorfizmus.

Staci dokazat, ze obsahuje 0,1 a z homomorfizmu uzavienost operaci.

Poznamka:
P={kx1lkeN}CT
Potom P podtéleso T izomorfni s Z, pro néjaké prvociselné p a |T'| = |P|" =
P
Dikaz:

@ : Z — T je okruhovy homomorfizmus.

Véta:

g € N, existuje konetné komutativni téleso T o ¢ prvcich < In € N a
prvocislo p, ze ¢ = p". Toto téleso je izomorfni rozkladovému nadtélesu
polynomu zP" — z nad télesem L.

Dikaz:
Jednim smérem minuld poznamka.

Opacné: T bud rozkladové nadtéleso, zP" —x nad Zy. Dle pfedchozi poznamky
je jeho charakteristika p. Q = {t e T|tr = t}, coz jsou praveé vsechny kotfeny
polynomu zP" — z. Z, CQ=T.

Disledek:
V T existuje podtéleso o g prvcich < ¢\|T| A (¢ — 1)\(|T| — 1). Takové
podtéleso je urceno jednoznacné.

Pozndmka:
Necht k,n € N a p je prvocislo. Pak k\n < pF — 1\p" — 1.

Pozndmka: X
Je-li u ireducibilni polynom stupné k nad T, pak u\x‘T‘ —x.

10.11:
Necht T koneéné komutativni téleso, d € N, u € T [z] je ireducibilni polynom
stupné k € N, ¢ = |T|. Pak je nasledujici ekvivalentni:

1. 24" — :E/qu —xz v T[x]
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2. u/z? —z v Tz]
3.1/ —1vZ

4. k/d

Dikaz:

(3) & (4) —q=p", pjeprvocislo,n € N.¢F —1 =p"* —1/p? -1 =p? -1 &

nk/kd & k/d

(1) = (2) — u/29" — z dle piedchozi poznamky, #7 —z /27" —z = u/27" — 1.

(2) = (3) — U je téleso o ¢¢ = p™? prvcich. n/n-d = 3! (az na izomorfizmus)

téleso T' C U, |T| = p™. Mohu ho ztotoznit s puvodnim télesem. Voo € U jsou
) p p J

kofenem z¢' — z = [Loer(z — o). u/z9" — x v T[z], u lze chépat € U [z].

TODO:

(3)= (1) - 3telesaT CUCV, |T| = q,|U| = ¢, |V| = ¢t 29" — 2 =

(24" —z)-r+w, w < g~

Disledek:
Kazdy polynom P je nad kone¢nym télesem o ¢ prvcich soucinem praveé
v8ech monickych ireducibilnich polynomu stupné k pro Vk/d.

Dukaz:
(2) < (4) z minulé véty dokazuje, ze jsou vSechny délitele.

Rozkladovym nadtélesem A jsou v8echny koreny jednondsobné.

f € T'[z], T je komutativni téleso. Rekneme, ze f je bez Gtverci, jestlize
g?/f pro g € T'[z] = g° = 0. Rozklad f = [[,cy [/ nazveme bezétvercovy
rozklad, jestlize f; jsou bezctvercové polynomy.

Pozndmka:
Kazdy polynom f € T [z], kde T je komutativni téleso, ma bezctvercovy
rozklad.

Poznamka:
Polynom f € T [z] je bez ¢tvercu prave tehdy, kdyz f, f’ jsou nesoudélné.

10.16:
Necht f € T [z] je bezétvercovy monicky polynom, kde T' je néjaké koneéné

teleso. V =T [z] /f - T[z] a W = {[u]f eV = [u]}.

V' je vektorovy prostor nad T, W je jeho podprostor. Je-li f sou¢inem praveé
k ireducibilnich polynomi. Je-li [u] , € W, 1 € u® < f°, pak f = ILiernsd(u—
s, f). Jsowli [ua],, ..., [ux], bdze W a fi, fo dva neasociované ireducibilnf
faktory f, (fi1, folf), pak Ji <k ateT: filw, —t, fo f(wi —1).
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5 Booleovy algebry

Necht S(A, V) je svaz. Rekneme, ze je distributivnd, plati-li Va,b,c € S;aV
(bAc)=(aVb)A(aVDb).

Poznamka:
Je-li S(A, V) distributivni svaz < i druhd distributivita (Va,b,c;a A (bVe) =
(aAND)V (aANc)).

Dikaz:

Staci jedna implikace, pro druhé staci vzit opaény svaz.

Necht je tedy svaz distributivni.

(anb)V(anc) = ((anb)Va)A((anb)Ve) =an((aVe)A(bVe)) =aNn(bVe).
Pozndmka:

Kazdy distributivni svaz je modularni.

Necht S(A, V) je svaz, 0 jeho nejmensi, 1 jeho nejvétsi prvek. Pak fekneme,
ze ' € S je doplnék (komplement) prvku a, jestlize ana’ =0,aVa = 1.
Pozndmka:

V distributivnim svazu existuje pro kazdy prvek nejvyse jeden komplement.
S(V,A,0,1,) nazveme Booleovou algebrou, je-li S(A,V) distributivni svaz,

0 je nejmensi prvek, 1 je nejvétsi prvek a’ : S — S komplement.
Pozndmka:
Je-li S(V, A,0,1,”) Booleova algebra, pak Va,b € S plati:

o (d)=ua

e (andb) =d VvV

e (aVvb) =d AV

e 0 =1,1=0.

11.5:
Necht S(V,A,0,1/) je konetnd Booleova algebra, A bud mnoZina vsech
atomu S(A,V). Potoma € A=a#0,b<a,b#0=0b=a.

Okruhu R(+,-,—,0,1) budeme fikat Booletv okruh, jestlize je komuta-
tivni, je charakteristiky 2 (r+r=0)ar-r=r.

Poznamka:

Necht S(V,A,0,1,) je Booleova algebra. Definujeme-li operaci + : a + b =
(aNV)V (a' AD), pak S(+, A, Idg,0,1) je Booleuv okruh. Navic kongruence
obou algeber splyvaji.
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Vezmeme-li S(+, -, —,0,1) Booleuv okruh. Definujeme operaci V : a Vb =
a+b+a-baoperaci’:a =1+ a. Potom S(V,-,0,1,) je Booleova algebra.
Navic kongruence obou algeber splyvaji.
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