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1 Skalárńı součin

Viz zimńı. . .
V jednom vektorovém prostoru může být v́ıce skalárńıch součin̊u.

1.1 Norma

Viz zimńı. . .
Ortogonálńı báze je složená z kolmých vektor̊u.
Necht’ V je konečně dimenzionálńı vektorový prostor nadK a (v1, . . . , vn)

tak, že vi je kolmý na vj∀i, j a ||vi|| = 1∀i. Pak se nazývá Ortonormálńı.
Pozorováńı: Každý systém navzájem kolmých nenulových vektor̊u je lineárně

nezávislý.
Tvrzeńı: Necht’ (v1, . . . , vn) je ortonormálńı báze nad V . Potom x =∑n

i=1 〈x|vi〉 vi −→ pak se nazývá fourierovy koeficienty (ty věci co se sumı́).
Necht’ V je podprostor W a (v1, . . . , vn) je ortonormálńı báze. Potom

zobrazeńı Pv : W → V, Pv(u) =
∑n

i=1 〈u, vi〉 vi. Pak se zobrazeńı Pv nazývá
Ortogonálńı projekce.

Trzeńı:
∀u ∈ W∀i ∈ 1 . . . n; (u− Pv(u)) ⊥ vi.
Důkaz:

je přes dosazeńı do sumy a rozepsáńı.

Tvrzeńı:
∀u, z ∈ W ; (a = ||Pv(u)− u||) ≤ ||z − u||.
Důkaz:

b = ||Pv(u)− z|| Stač́ı že ||a+ b||2 > ||a||2. Pak stač́ı rozepsat a nahlédnout,
že a ⊥ b jsou na sebe kolmé.

Věta:
V každém konečně dimenzionálńım vektorovém prostoru se skalárńım součinem
existuje ortonormálńı báze.
Důkaz:

Gram-Smidtova ortonormalizace, z libovolńı báze udělá ortonormálńı. Vezme
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se vektor, daľśı se nahrad́ı vektorem kolmým na všechny předchoźıch, za po-
moćı Ortogonálńı projekce.

Pozorováńı:
Je-liW podprostor V dimenze n, pak každou ortonormálńı bázi V lze rozš́ı̌rit
na ortonormálńı bázi W .

Určitě lze doplnit na bázi, ty p̊uvodńı prohlásit za již začátek algoritmu
a dozpracovat ty nové.

Vše co je kolmé na vše v V se nazývá Ortogonálńı doplněk - (V ⊥).
Pozn:

Řešeńı soustavy je ortogonálńı doplněk řádkového prostoru matice k celému
prostoru.

Věta:
V je podprostor W konečné dimenze.

• Ortogonálńı doplněk V je podprostor W .

• Součet dimenźı V a V ⊥ je dimenze W .

• (V ⊥)⊥ = V .

• V ∩ V ⊥ = {0}.

Důkaz:

u+ v ∈ W⊥

u, v ⊥ x, ∀x ∈ W.

〈u+ v|x〉 = 〈u|x〉+ 〈v|x〉 = 0

Podobně pro násobek.
Označme X nějakou ortonormálńı bázi V . Rozšǐrme X na ortonormálńı

bázi W . Chceme nahlédnout, že V je lineárńı obal toho, o co se rozš́ı̌rila ta
báze.

v ∈ V ⊥ ⊂ V

v =
∑

. . .

Čtvercová matice A se nazývá ortogonálńı, pokud A · AT = I - tedy,
každé dva řádky jsou na sebe kolmé a nav́ıc má každý velikost 1.

Matice je ortogonálńı ⇔ A−1 = AT .
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2 Determinanty

2.1 Permutace

Permutace množiny X je vzájemně jednoznačné zobrazeńı P množiny X

na sebe sama. Sn budeme označovat množinu všech permutaćı množiny
{1, . . . , n}. Inverze permutace je dvojice (i, j), i > j, P (i) < P (j). I(P ) je
množina všech inverźı permutace P . Znaménko permutace je (−1)|I(P )|.

Tvrzeńı:
sig(P ◦Q) = sig(P ) · sig(Q)

Necht’ A je čtvercová matice nad tělesem T . Pak

Det(A) =
∑

P∈Sn

sig(P ) ·Πn
i=1ai,P (i)

nazveme determinant matice A.

Věta:
Det(A) = Det(AT ). Mějme

∑
P∈Sn

sig(P ) · Πn
i=1aP (i),i determinant AT .

Vezměme obdobně, ale s inverzńımi permutacemi. Pak ale je to ten samý
součet jako u A.

Věta:
Přerovnáńım řádk̊u matice se nezměńı, je-li znaménko permutace řádk̊u
rovno 1 a změńı, když je rovno −1.

det(A′) = sig(P (A → A′)) · det(A)

det(A) =
n∑

i=1

sig(p)Πn
j=1ai,P (i)

Co se může stát je, že se přeháźı pořad́ı č́ısel - a to se proháže v každém
řádku. Poté se bud’ otoč́ı nebo neotoč́ı znaménko té permutace. Lze po-
vytýkat znaménko ze sumy a ty permutace z̊ustanou stejné.

Pro řádky:
to plat́ı také. Lze dokázat za použit́ı předchoźıch dvou.

Lemma o rozvoji determinant̊u:

MaticeAi, j budeme nazývat podmatici maticeA, vznikne-li vynecháńım
i-tého řádku a j-tého sloupce. Pak plat́ı, že:

det(A) =

n∑

i=1

∑
j = 1n(−1)i+j · det(Ai,j)
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Vezmněme matici co je o 1. řádek a 1. sloupek větš́ı, má tam samé nuly,
jen v levém horńım rohu jedničku. Lze si všimnout, že determinant z̊ustane
stejný. Poté prohazováńım řádk̊u, sloupc̊u lze každý řádek nastěhovat tam.

Důsledek 1:
Násobeńım řádku i č́ıslem t nám násob́ı determinant č́ıslem t.

Důsledek 2:
Přičteńı t násobku řádku j k řádku i nám nezměńı determinant.

Tvrzeńı o lineárńım zobrazeńı:
Při zobrazeńı z Rn do Rn odpov́ıdaj́ıćı matici A. Pak zobrazeńı jednodkové
n-dimenzionálńı krychle bude mı́t objem stejný jako je determinant matice
A.
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