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1 Maximalni toky v grafu

Ford-Falkonson, Dinice - viz ADS-IT.

Maximalné O(n) fazi, kazda maximalné O(m x n). Celkova slozitost je tedy
O(m x n?).

Menger’s theorem:

Pro kazdy graf (bud orientovany nebo neorientovany). a s,t € V, maximaln{
pocet (hranové/vrcholové) oddélenych cest z s do t odpovidd minimalnimu
fezu/oddélovaci s — t. Redukce na maximélni tok je mozny vzdy v O (n).

1.1 Specialni pripady

1.1.1 VsSechny hrany rovny 1

Jednoduchy odhad:

Vsechny hodnoty rezerv jsou bud 0 nebo 1, po procisténi maji vSechny hod-
notu 1. VSechny se po nalezeni blokujiciho toku zaplni a tudiz se odeberou.
Tedy, kazd4 faze trvd maximalné O(m) - muzu odebrat maximalné m hran.
Fazi muze byt maximalné O(n).

Odhad tezem dle hran:
Zkusime lépe odhadnout pocet fazi. Po skonceni k-té faze je [ alespon k+ 1.
Proto je alespon k + 1 vrstev a tudiz musi existovat dvé sousedni vrstvy,

mezi kterymi je maximalné 7' hran. Toto ale muzeme vzit jako fez, tedy

celkovy tok nemuzeme zlepsit jiz o vic nez 7. ProtoZe kazd4 faze zlepsi tok
alespoii o 1, tak zbyvajicich fazi bude jiz nejvyse 7.

Nyni, pokud celkovych fazi bude méné nez /m, tak je odhad hotov. Pokud
by jich bylo vice, vezmeme si stav v dobé, kdy je k = y/m. Z toho dostaneme,
ze zbyva maximalné % = /m fazi, tedy celkem jich bude 2y/m.

Celkem tedy bude algoritmus trvat O (m%)
Odhad rezem hle hladin:
Existuji sousedni hladiny takové, ze |L;| + |Li+1| < 2. Hran mezi nimi je

tedy maximalné |L;| X |Lit1] < (%)2 Nyni sta¢i obdobné, jako v minulém

odhadu, zvolit & := n3. Celkové tedy dostaneme O(ng -m).



1.1.2 Vsechny hrany rovny 1 a maximadalni stupen (vstupni nebo
vystupni) je nejvyse 1

Pouzije se stejny dukaz, jako u odhadu fezem dle hran, ale muzeme pouzit
vrstvy, ne spojeni mezi nimi. Potom lze nastavit k := y/n. Celkové tedy
dostaneme O(y/n - m).

1.1.3 Celocéiselné kapacity

Kdybychom zac¢ali na néjakém libovolném toku, tak slozitost je O (nm + nAf),
kde Af je rozdil maximélniho a puvodniho toku. Kazdé hledani blokujiciho
toku trvd O(n) a zlepsi to alesponn o 1. Ten zbytek trvd v kazdé fézi ma-
ximalné O(m) a fazi je maximélné O(n).

1.2 Aplikace toku v siti
1.2.1 Maximalni parovani v grafu

Mejme G bipartitni. Definujeme kapacitu kazdé hrany na 1 a jednu polovinu
grafu ptipojime ke zdroji a druhou k spotiebici.

1.2.2 Maximalni parovani v grafu bez toku

Mejme G bipartitni k-regularni graf. Na k-regularnim bipartitnim grafu lze
najit perfektniho parovani. Po odebrani takového parovani dostavame (k —
1)-reguldrni graf a udélat znovu totéz, ¢imz ziskdvame 1-faktorizaci grafu.

Odbocka:

Méame G, které mé vSechny stupné sudé a mé sudy pocet vrcholu v kazdé
komponenté. Chceme jeho hrany rozdélit na Fy, Es C E,Ey N Ey =0, E; U
FEy = F tak, ze kazdy vrchol ma stejny pocet hran z obou mnozin. Lze udélat
pomoci Eulerova tahu a ten rozdélit na sudé a liché hrany.
Piedpoklddejme, ze k = 2¢. Pokazdé vezmu graf, rozdélim na E7, Es, jedno z
toho vyhodim a dostanu %—requlérm’ graf. Toto opakuji se vzniklym grafem,
dokud mi nezbude 1-regularni graf, tehdy mam perfektni parovani. Toto lze
zvladnout v O(m) - pocet hran klesa geometrickou fadou, délam to ¢-krat.

Pokud grafy nezahazuji, ale provadim vse, dostanu 1-faktorizaci v O(t - m).

Kdyz k nenf 2¢, musim ho néjak zvétsit, aby byl. Pokud do udéldm ,,normalné*,
tak mi zbyte¢né naroste. Muzu ale pfidat k hrandm jejich nésobnost (viz
nize) a s témi uz to jde zvladnout. Jen u rozdélovani si ddm do kazdé vysledné
mnoziny polovinu z nésobnosti hrany (pokud jedna zbude, tak ji zpracuji
normalné), coz stale sbéhne v O(m).



Pti nastavovani nasobnosti hran vyberu a := {%J B := 2! mod k. Piiddm
do grafu My := {v;,w;;7 = 1,...,n} umélé hrany. Pak pii hleddni vybiram
graf, ktery obsahuje nejméné umélych hran. Je tfeba dokazat, ze vysledek
nebude obsahovat zddné takové hrany. Ale pii kazdém kroku se jejich pocet
snizi alespon 2x.

Kazdy krok trvd O(m), t je maximalné 2logn, tedy vysledek je O(m-logn).

1.2.3 Meéreni k-souvislosti grafu

Mame graf G a chceme najit maximalni k takové, ze G je hranoveé k-souvisly.
Lze zredukovat na nalezeni minimalniho fezu v grafu, k ¢emuz dokazi pomoci
toky.

Nastavime v8echny kapacity na 1. Kdyz se vyzkousi vSechny dvojice zdroje a
spotiebice a z toho se vezme minimum, pak ziskdme slozitost O(ns -m). Lze
dokazat, ze staci vzit jen jeden jako zdroj a vyzkouSet vSechny spotiebice,
¢imz se dostaneme na O(n3s - m).

Pr1i hledani vrcholové k-souvislosti, chceme nejmensi oddélovaé, tedy vlozime
,doprostied*“ vrcholu hranu o kapacité 1. Lze pouzit specializovanéjsi di-
nicuv algoritmus (se vstupnim nebo vystupnim stupném nejvyse jedna)
a vyzkousime vSechny dvojice spotiebice a zdroje, pak ziskdme slozitost
O(n% -m). Trik s fixaci zdroje neprojde — muze byt v oddélovaci. Musime
vyzkouset alespon o jeden vic, nez je velikost miniméalniho oddélovace, ¢imz
se dostaneme na slozitost O(k - n - m), k je vysledek.

1.2.4 Minimalni vazeny tez
Nagamochi & Ibaraki

e w(e) - vdha hrany.

e 7(u,v) - vdha minimélniho fezu mezi u a v.

(
e d(P,Q) - soucet vah vsech hran vedouci z P do Q.
e d(P):=d(P,P).

(

d(v) :=d({v}) - vazeny stupen vrcholu.

Legdlni uspordddni na G je vi,...,v,;ViVj > i;d({vi,...,vi—1},v;) >
d({vl,...,vi—1}, ;).

Lemma:

Kdyz v1,. .., vy, je legdlni uspofadani na G, pak r(v,—1),v1 = d(vy).



Dikaz:
Méjme libovolny ez mezi C vy,_1, vy,. Checeme dokazat, ze |C| > d(vy,).

Rez déli G na nékolik komponent. Definujme wu; tak, ze ug := v; a libovolny
jiny w; je takovy vj, Ze j > i a v; a vj lezi v jiné komponenté.

Vi, d({vl, e ,’Ul'fl} ,ui) S d({Ul, N ,’Uz;l} ,u,-,l). Vv pf“fpadé, ze (V3 i Vi—1
jsou ve stejné komponenté, tak u; = u;_1, tedy plati rovnost. Pokud ne, pak
ui—1 = v; a u; je néjaké v;4 .. Pak to plati z definice legalniho uspoirddani.

|IC| > Z?;ll d(vi,u;). Jde to z jedné komponenty do druhé, proto to musi
byt v fezu a ty hrany jsou ruzné (jdou jen doprava). To jde prepsat jako
S td({vr, i), wi) — d({vr, vt} uio1). Pouzitf minulého pozo-
rovani Ize odhadnout: > >, d({v1, ..., v}, ui)—d({v1, ..., vic1}, ui—1). Kdyz
se rozepise a poodéitd, vyjde d({v1,...,vn-1},upn—1) — d(D,up) = d(vy,).

Tedy libovolny fez musi byt vétsi nez vazeny stupen v, v legdlnim usporadani.

Nalezeni legalniho usporadani:

Hladové. Zaénu s prazdnou posloupnosti a u vSech vrcholu si spocitam,
jaky maji vazeny stupen do jiz spocitané posloupnosti. Pak vezmu vrchol
s nejvyssim timto ¢islem, zafadim na konec posloupnosti a prepocitdm u
zbylych vrcholu jejich vazeny stupen do posloupnosti.

Pro rychlé prepocitavani muzeme pouzit napi. fibonacciho haldu. Poté bude

nalezen{ legalniho uspofadéni stat O(m + n - logn).

Nalezeni minimalniho fezu pro cely graf:

Minim4lni fez bud oddéluje od sebe v, a v,_1 a pak ho najde tento algorit-
mus. Pokud ne, pak muzeme tyto vrcholy zkontrahovat a zkusit to rekurzivné
na zbytek grafu. Cel4 ¢asova slozitost je tedy O(m - n +n? -logn).

1.3 Maximalni tok pro prirozené kapacity
Ve;c(e) € Nyc(e) < k
Myslenka je takova, ze vezmeme napied nejvyssi bit kapacit, spo¢itame ma-
ximalni tok, pfidame dalsi bit a upravime tok, atd.
Ten prvni tok je jednotkovy, proto ho lze spocitat rychle.
ci(e) je kapacita e v i-tém kroku. ¢;11(e) = 2¢;(e) V 2¢;(e) + 1

Pfi updatu vezmu napied dvojnasobek puvodniho (to ur¢ité muzu), zlepsim
to béhem Dinicova algoritmu. Lze dokazat, ze update je jen hledani jed-
notkového toku. Kazdy takovy tedy probéhne v O(m - n), celé to zbéhne v
O(m - n -logmax {c;}).



2 Minimalni kostra

Méjme neorientovany ohodnoceny multigraf. Chceme najit kostru, kterd ma
nejmensi mozné ohodnoceni.

Pokud je T kostra, pak Tj, , pro néjaké z,y € V je jedina cesta mezi z a
y. Pokud e = (z,y) € £ = T := T}, (mlZe zcela neobsahovat e a vést
okolo, kdyz e nenf v kostte). Pak T}, nazyviame cesta pokrytd e.

e € E je T-lehkd, pokud 3¢’ € Tig;w(e’) > w(e) a e je T-téZkd, pokud neni
T-lehka.

Pozorovdni:
T je kostra a e¢T je T-lehkd, pak T neni minimélni kostra. Lze to vyménit
a dostat mensi kostru.

Podminka minimalni kostry:
T je minimaln{ kostra < AT-lehka hrana.

Lemma:
VT, T’ kostry 3 sekvence vymén hran, kterd transformuje 7" na T".

Dukaz:
Vyjdeme z toho, Ze kazda kostra mé stejny pocet hran. Pokud T # T =
3e' € (T"—T),3e € (T — T).

Provedenim takto naznacené vymeény se zmensi ta mnozina (77 —1T') o jednu
hranu a mnozina musela byt kone¢na.

Lemma (o monoténnich vyménach):
T, T’ kostry a T" neobsahuje zddnou T-lehkou hranu. Pak 3 sekvence vymén
transformujici T' na T” takovych, Ze se ohodnoceni v Zadném kroku nesnizi.

Ve, e/, které vymeénujeme, w(e’) > w(e). Stacl vybrat nejmens{ moznou €',

¢imz nikdy nevytvotrim T-lehkou hranu.

Pozndmka:
Pokud jsou vSechny vahy ruzné, pak existuje jen jedna minimélni kostra.

2.1 Cerveno-modry meta-algoritmus

Piifadime kazdé hrané barvy, kazd4 muZe byt bud bezbarvéa, éervend, nebo
modra. Na zac¢atku nechdme vSechny nenabarvené. V kazdém kroku pouzijeme
bud ¢ervené nebo modré pravidlo.

Modré pravidlo vezme libovolny fez a e := jeho nejlehéi hranu. Kdyz neni
modra, prebarvim na modro.

v~/



neni ¢ervend, obarvim ji na ¢erveno.

Opakuje, dokud to jde (tedy, jiz neni co barvit).
2.1.1 Dukaz spravnosti

Lemma (modré):
Kdykoliv je hrana e natfend na modro, pak je v minimalni kostfe.

Dukaz:

Sporem. Mé&jme hranu, kterd je nejlevnéjsi a neni v kostie. To, co je fezem
oddélené, musi byt nééim spojené, ale protoze to neni tato hrana, musi to
byt ngjaka tézsi. Coz je ale ve sporu s minimélni kostrou.

Lemma (Cervené):
Kdykoliv je hrana e natfend na ¢erveno, pak neni v miniméalni kostfte.

Dukaz:

v~/

Lemma (nebarevné):

Pokud existuje nebarevna hrana, pak lze aplikovat bud’ modré nebo ¢ervené
pravidlo. Vezmu vSechny modfe dosazitelné vrcholy (B) z prvniho vrcholu
té hrany (z). Pokud druhy y € B, pak lze sestavit cyklus tak, aby tato hrana
byla oCervenénd. Proto lze pouzit ¢ervené pravidlo. Pokud y¢ B, pak lze najit
fez, ktery neobsahuje modrou hranu, proto lze pouzit modré pravidlo.

e Algoritmus se musi zastavit (nelze prebarvovat — hrana nemuze byt v
i mimo fez) a pokazdé muzeme jednu obarvit.

e Kdyz se zastavi, vSechny hrany jsou obarvené. Jasné plyne.

e Nakonec tvoi{ modré hrany minimalni kostru. Plyne z modrého lem-
matu.

2.1.2 Kruskaliv algoritmus

Seradi hrany vzestupné. Poté zacne s prazdnym modrym lesem a zkousi
jednotlivé hrany.

Pti kazdé hrané se podiva, jestli spojuje 2 ruzné komponenty modrého lesa,
pak ji obarvi modfe (urcité existuje nebarevny fez, tato z nich je nejmensi).
Pokud nespojuje, pak urcité lze vytvorit cyklus, kde zbytek je modry, a
obarvit na cerveno.

Hodi se na to union-find struktura. Setfidime v ¢ase O(fs), tedy celkova
slozitost je O(fs + m - a(n)), a je inverzni ackermanova funkce.



2.1.3 Primuv/Jarnikuv algoritmus

Vezme jeden vrchol, prohlasi ho za zdklad modrého stromu a postupné roste.
Vzdy vezme nejlehéi hranu, co vede ven a tu tam pridé (urcité existuje tez,
kde je nejlehéi — ten mezi modrym lesem a zbytkem). Az proroste celym
grafem, ostatni hrany zbudou a lze je prohlasit za ¢ervené.

Trividlni v ¢ase O(m - n).

Lze si ale drzet haldu hran, které maji alespon jeden vrchol v modrém
stromu. Pak pfi vybirdni hrany bud spojuje dva modré vrcholy, pak je k
nicemu a zahodime ji. Kdyz vede ven, pouzijeme ji a pfiddme vSechny nové
hrany. Kazdd hrana se pfidd maximalné jednou, tedy celd slozitost je O(m -
logn) (m = O(n?),n? se schova do 2 v logaritmu a to do O).

2.1.4 Boruvkuav algoritmus

Jako Jarnikuv, ale rostou paralelné. Stacéi dokazat, ze nevytvoii cyklus.

V kazdém kroku se snizi pocet stromt alespon o polovinu (kazdy strom se
spoji alespon s jednim). Pocet kroku je tedy O(logn).

Kazdy lze provést na linearni Cas s poctem hran, tedy celkova slozitost je
O(m -logn).

2.2 Rovinné grafy
Muzeme pouzit Boruvkuv algoritmus, ale vrcholy kontrahovat, kdyz se do-
stanou do stejné komponenty. (Smycky se daji vyhazovat.)

Pro rovinny graf bézi v linearnim case.

2.2.1 Implementace
U kazdého vrcholu si pamatuji nejlevnéjsi hranu vedouci z néj. Spocitat toto

mi bude trvat O(m).

Spustime BFS na graf se vSemi vrcholy, ale jen témito nejlevnéjsimi hranami.
To vytvori komponenty a ty zkontrahujeme. Sta¢i nadefinovat prekladovou
tabulku a vyhazet paralelni hrany a cykly. Pomoci bucket-sortu (podle dvojic
¢isel vrcholu) se mi dostanou k sobé a tim je najdu.

2.2.2 Slozitost

Kazdy krok je linedrni. Kazda kontrakce zachova rovinnost a snizi pocet
vrcholu alespont 2x. Proto celkova slozitost je linedrni.
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2.2.3 Jiné grafy, kde funguje linearné

Graf H je minor grafu G, pokud ho lze ziskat pomoci mazani hran ¢i
vrchold a hranovych kontrakei.

Minorové uzaviend trida grafu je takova mnozina grafa, ze kdykoliv
vezmu libovolny graf, vSechny jeho minory jsou v té tiidé také.

Robersonova a Seymowrova véta:
Libovolnd minorové uzaviena tiida se da charakterizovat koneénou mnozinou
zakdzanych minor.

R & S véta 2:

C' je minorové uzaviend tiida. Potom C' ma omezenou hustotu.

Tedy, tento algoritmus bézi linearné pro libovolny graf z néjakého C.

3 Haldy

3.1 Binomialni

Les binomidlnich stromt B,,. By je jeden vrchol. By je strom Bj_1 spojeny
s druhym Byj_1 za kofeny.

s

|By| = 2

Pozorovani:

e By lze chapat jako vrchol, ke kterému jsou pfipojené By, ..., Br_1.

Dale, zadné troven stromu neni pouzita dvakrat. To zarucCuje, ze halda ve-
likosti n ma pevné danou velikost.

Kazda hrana zachovava usporadani, ze nahofe jsou mensi.
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3.1.1 Sliti hald
Podobné jako binarni s¢itani. Kdyz se potkaji 2 stromy se stejnou drovni,

tak se spoji (tak, aby ten s leh¢im korenem byl nahoie) a vznikne jeden vétsi
strom, ktery pokracuje jako pfenos do dalsi tirovné.

Toto lze stihnout O(r), kde r je maximalni troven stromu. r lze shora od-
hadnout logaritmem.

3.1.2 Vkladani

Vytvorime haldu o 1 prvku, poté ji slijeme s ptivodni.

3.1.3 Nalezeni minima

Mohli bychom projit vSechny kofeny najit ho, ale budeme si udrzovat uka-
zatel na strom s nejmensim kofenem.

3.1.4 Odebrani minima

Odebranim kofene z nékterého stromu se rozpadne na mensi podstromecky.
Ty tvoii také binomialni haldu, tak ji slijeme.

3.1.5 Snizeni

Obvyklym bubldnim.

3.1.6 Odebrani libovolného

Stejné, jako snizeni ,,az do kofene® a odebrani.

3.2 Lina binomidlni halda

Jiz nebudeme pozadovat, aby kazdé trovné stromu byl maximalné jeden
exemplar.

3.2.1 Merge

Muzeme seznamy pouze spojit, coz lze udélat konstantneé.

12



3.2.2 Odebrani minima

Naptred odebereme, poté haldy slijeme a nakonec haldu vy¢istime a udélame
z toho normalni binomidlni haldu.

1. Setfidime stromy podle urovné (stdle plati, ze r < logn, takze to
muzeme udélat piihrddkove).

2. Projdeme to od nejmensich a spojujeme po dvojicich, prestrkujeme o
1 droven vys a ten max. jeden co zbude tu nechame.

Necht ¢ je pocet stromiu. Seti{déni trvd O(t+logn), slivani trvd O(t+logn)
(kazdé spojeni jeden ubere, mame jich t).

Definujeme potencidl ® := #stromu. Sliti se¢te oba ® dohromady, pfidani
jednoho jeden vytvori. Vy¢isténi bude odebirat. Odebréani bude trvat O(logn)
a vytvoii O(logn) novych stromecku, tedy pida O(logn) do ®. Slitim dvou
stromecku se spotiebuje 1 z @, celkem ,Nesliti“ muze byt jen O(logn),
protoze maximalni r je stdle O(logn). Tedy, na kazdy slity stromecek si
predem ,naSetii“

3.3 Fibonacciho halda

Je to les zakofenénych stromi, jeho tvar se ukaze dale. Kazdy vrchol obsa-
huje:

e Element

e Seznam synu

Stupen (pocet synu)

Barvu (bud’ ¢ernd nebo bil4)

e Otce

Uspofadani na vrcholech je obvyklé. Kazdy kotfen je bily.

Vétsina operaci je stejna jako u liné binomidlni haldy.

3.3.1 Sliti, pridani

Jako u binomidlni haldy — jednoduse se seznamy spoji k sobé.

13



3.3.2 Rez

Pokud vrchol V neni kotfen, tak ho odpoji od otce a udélame ho kofenem
(s prebarvenim na bilo). Nesmime Fezat 2 syny stejného vrcholu, proto si

Pokud sebereme syna ¢ernému vrcholu, tak ho ufizneme také, takto postu-
pujeme smérem nahoru ke koreni.

Kofen nikdy nepfebarvime nacerno, i kdyby mu byl bran syn (ten lze virtudlné
ufiznout a zaradit mezi kofeny kdykoliv bez prace).

3.3.3 Odebrani minima

Halda obsahuje ukazatel na strom s nejmensim prvkem. Tomuto stromu se
vezme vrchol, ¢imz se rozpadne na O(d) stromu (d := max°(v)[Vv € V).
Kofeny téchto stromt se pfebarvi na bilo a stanou se z nich kofeny.

Pak se pusti uklizeni. Vrcholy se stejnym stupném se vzdy spoji dohromady,
podobné jako u binomiélni haldy, poté budu mit maximélné d stromu.

3.3.4 Snizeni

Pokud je v kofen nebo neni po zvySeni dost maly, nedéje se nic. Pokud by
se snizil pod otce, tak ho fizneme.

3.3.5 Casovi slozitost
d := #stromu + 2 - #cernych vrcholu

Uroveri vrcholu v u kofene bereme jako jeho stupen, pokud piestane byt
kofenem, pak se mu jiz neméni.

Pozorovani:
Stupen vrcholu muze byt maximalné o 1 mensi nez jeho troven.

Uklizeni probiha stejné, jako u linych binomialnich hald, tedy trva amorti-
zované O(d).

Pii kazdém tezu (kde se néco déje, zanedbame trivialni fezy) se spotiebuje
konstantni ¢as na zpracovani fezaného vrcholu a vznikne jeden strom, tedy
muzeme piidat do potencidlu. Pokud bublame nahoru, spotfebovavame ,,¢erny*
potencial, jeden za novy strom a jeden za zpracovani vrcholu.

¢

Invariant (1):
Pokud méame vrchol se stupném r a k synu se stupni ro < ry < ... <7rp_1,
potomr —1<k<rarg>0.
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Dikaz:

Pii vytvofeni nového stromu, potom vznikne spojenim dvou r — 1 stromu,
proto tento dostane droveni . V hornim stromu indukce plati. Pfiddnim
nového syna pod ten kofen se to tim nezhorsi, protoze ma droven r — 1.

Neznié¢i to ani fez, pokud je to kofen, tak se uroven spravné upravi, jinak

muze ztratit maximélné jednoho syna.

Invariant (2):
Pokud v m4 uroven k, potom |T,| > hy (T, je strom zakofenény v v).

hg = 1

hy =

ho = 2

hy = 14+ho+ho+hi+ho+...4+hr_3

Dostaneme sec¢tenim podstromu a v samotného. Tato funkce roste podobné
jako fibonacciho ¢isla, jen jsou o jednicku vétsi. Toto lze dokazat indukei a
dosazenim.

TODO: Tadyten diukaz neni kompletni, doplnit a pochopit

3.3.6 Pouziti

e Zrychleni Dijkstry.

e Jarnikuv algoritmus (Fredman & Tarjan). Pamatujeme si, jak nej-
levnéji se dostaneme do nékterého vnéjsiho bodu. To délame v této
haldé.

o Lze jeSté zrychlit tak, ze napied pustime loglogn kroku Boruvkova
algoritmu. Tim se snizi pocet vrcholu alespon log-kréat. Celé to tedy
bézi v O(mloglogn).

e Celé to jde zrychlit jesté tak, ze omezime velikost haldy (aby to béhalo
rychleji) a kdyz halda dojde, tak zaéneme novy strom, ty se daji spo-
jovat.

4 Vypocetni modely

4.1 Ukazatelovy stroj

Existuji dva datové typy:
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e Malé celociselné typy (existuje horni hranice na pocet hodnot, které
muze nabyvat)

o Ukazatele

Pii vypoctu je k dispozici omezené mnoZstvi registru pro ukazatele a integery
a neomezené mnozstvi paméti, kam se da ukazovat.

Jediné operace bézici v konstantnim ¢ase jsou operace na konstantné velkych
datech a dereference ukazatelu.

4.2 RAM

,2Random Access Machine®.

Umi pracovat s libovolné velkymi integery, m4 pamét indexovanou témito
integery a jsou v ni zase tyto integery.

7 ukazatelového stroje na RAM lze prechdzet piimo. Opaéné se musi ukladat
pamét nékam do stromu, takze je logn pomalejsi (pii pfimém pievodu).

5 Datové struktury pro integery

5.1 Van Emde-Boas Tree

Vyhleddvaci strom, pamatuje si integery z X C {0,1,2,...,u — 1} a pracuje
v O(loglogu).

VEBT(u):

e Min.
e Max.
o Piihrddky By, ..., B, 5_; ulozené také jako VEBT(\/u).

e shrnujici strom S jako V EBT(y/u) udrzujici seznam neprézdnych piihrédek.

Minimum a maximum neni ulozené v zadné piihradce.

Nechf u = 22" (jinak lze konec vynechat).

5.1.1 Vlozeni

Pokud je tam jeden nebo zédny prvek (min je max a nebo je zcela préazdny),
pak jen upravuji minimum a maximum.
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Jinak, zkontroluji, jestli nenahrazuji minimum nebo maximum a piipadné
pokracuji s tim, co bylo minimum/maximum. Pokud je pfihradka, kam
strkam, prazdna, vytvoiim novou, zapisu si ji do S. V kazdém piipadé nako-
nec vlozim do té prihrddky rekurzivné. (Jedno z toho bude trividlni piipad,
proto se to nerozdéli na 2 vétve.)

5.1.2 Ziskani

Obdobné.

5.1.3 Naslednik
(Vstupem muze byt i ¢islo, které tam neni, prosté vrati néco vétsiho.)
e Napied zkontrolujeme trivialni véci.

e < min — vrati minimum.

e > max — neni tu.

Zkusim se podivat do prislusné prihradky, kdyz se to nepovede, pomoci
shrnujictho stromu najdu nasledujici neprazdny strom a najdu v ném
minimum.

Pokud nenajdeme nésledujici prihradku, vrati lokalni maximum.

5.1.4 Mazani

Obdobneé, kiizené pridani a hleddni néslednika (pro nahrazovani minima
apod.).

5.2 Uzitecné funkce
5.2.1 Zjisténi, Ze x je mocnina 2

Porovndam z a x — 1. Kdyz na tom udélam bitové A, pak dostanu 0 pro
mocninu 2 (s vyjimkou z = 0).

5.2.2 Prace s vektory

Méame néjakou posloupnost vektort, kazdy mé b bitt a kazdy ma zleva 1 bit
zarazku.
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e Replikace (dostat néjakou hodnotu do vSech hodnot) — vyndsobenim
x vektorem samych jednicek.

e Soucet prvki — napf.  mod 2°*1 — 1, nebo vyndsobenim vektorem
se samymi jednickami a pouzitim spravného kusu (viz ndsobeni pod
sebe).

e Vektorové porovnéni (jednicka vyjde, pokud slozka prvniho je mensi
nez slozka druhého). Paddingy nastavim v jednom na jednicky, ode¢tu
druhy, zbude nebo nezbude tato jednicka (pak staci jen spravné posu-
nout a vy-andit).

e Pocet prvku mensich nez o — zreplikujeme «, vektorové porovname a
seCteme je.

e Rozbaleni o — vypsat bity kazdy zvlast — replikace «, vy-andovat to
Sikovnou konstantou, porovndme s nulovym vektorem.

e Zabaleni — opaéné — predstavime si, ze to ma b — 1 bitové slozky a
se¢teme (problém je jen ten, ze tam nejsou zarazky).

5.3 Stromy

(a,b)-strom. Kazdy vrchol kromé kofenu a listi ma alespon a a nejvyse
b synu, kofen mé alesponn 2 a maximalné b synu. Obsahuje k(v) — vektor
klicu, setazené a p(v) — seznam ukazatelu na data. Operaci na jedné tirovni
dokazeme délat konstantné.

Celkové tedy muzeme operaci udélat logaritmicky s poc¢tem vrcholu.

Hodilo by se mit vysku konstantni, pak muzeme upravovat jiné parametry,
ale mame omezeny maximalni pocet hodnot ulozenych.

Pokud velikost slova je alesponn O(logm) — aby §el pfecist vstup — tak to na
kostry bude stacit.

5.4 Q-Heap

TODO: Tady to moc meddvd smysl, celej @Heap Zadefinujme parametry:

w Velikost slova

n Velikost vstupu

NI

k Velikost haldy, k := w

r Aktudlni pocet prvka, r < k
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X ={x1,...,2,} Prvky

¢; Nejvyssi bit rozdilu x; a x;41

Inicializace bude trvat 0(2””4), ale operace pak bude konstantni. Pii malé
velikosti se stihne v O(n).

Miizeme si piedpocitat tabulky vysledki pro funkci se vstupem O(z?) a po-
lynomialnim ¢ase pro vyhodnoceni tak, ze vyhledani trva konstantné dlouho.

5.4.1 Prvni nastrel

Kdybychom chtéli spocitat rankx(y), tak budeme mit radix strom na X
a zkomprimujeme jej (preskoc¢ime ,cesticky*). Muzeme tedy testovat jen v
bitech, které se lisi.

Pak, kdyz podle toho najdeme list (a ten ani nemusi byt stejny), pak rank
je specifikovan:

Timto strome

e Indexem listu

e Porovnani listu s hodnotou

Muzeme si je predpocitat, indexovani stromem se bude provadét pomoci
reprezentace stromu pomoci ¢i,...,Cq_1.

Celé rank tedy pujde (po preprocesingu) vyhodnotit v O(1).

Problém je s tipravami — nemohu si udrzovat hodnoty sefazené, tak je bu-
deme mit neserazené a vektor, ktery obsahuje permutaci a fikd, jak jsou
spravné sefazené.

5.4.2 Insert

Spocitame rank, pfiddme do hodnot a pfepocitame permutaci. Nakonec
musime zménit hodnoty v C.

6 Sufixové stromy

6.1 Znaceni

e Y — kone¢na abeceda
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e Y* mnozina kone¢nych fetézci nad X

e |a je délka «

e ¢ je prazdny fetézec (|e| = 0)

e af je zietézeni a a

e «li] je i-ty znak (zacindme od nuly)

e afi:jljealilafi+1]...alj—1],j<i=ali:j]=¢
e afi :] je sufix za¢inajici v i

e af: j] je prefix koncici pred j

e afl] =«

a je podretézec (o C B) < Fv,0; f = yad. Podretézec se nazyvé prefix,
pokud v = € a sufix, pokud § = e.

Kazdy podfietézec je prefix néjakého sufixu (nebo naopak).

Méjme X C ¥*, X konecné. Trie je graf, kde kazdy vrchol je ngjaky prefix
néjakého fetézce z X a hrana mezi a a 8 vede & = ax,x € 2.

Muzeme je zkomprimovat a cesty, které se nevétvi, zkratit na jednu hranu.
Pak se to nazyvd komprimovand trie.

Sufizovy strom je komprimovand trie pro vSechny sufixy néjakého o.
Pokud priddme néjaky ,ukoncovaci“ znak (zna¢me ho $, néjaky, ktery se

nikde ve slovech nevyskytuje), pak nejsou zadné skryté sufixy v hranach.

Velikost:
Lze reprezentovat v O(|o]).

Dikaz:

Listu je nejvyse |o| + 1 a protoze kazdy vnitini vrchol mé vystupni stupen
alesponi 2, pak je jich také linedrné mnoho. Cedulky hran jsou podfetézce,
miuzeme si pamatovat jen konce.

Rychlost:
Lze vytvotit v O(|o|). (Pro néjaké pevné X)

6.2 Aplikace

e Obréacené podietézcové dotazy — seno si pfipravime a odpovidame, kde
vSude se dand jehla vyskytuje.

e Nejdelsi opakujici se podfetézec — nejnizsi délici se vrchol.
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e Histogramy fetézct délky k — ufiznu si vriek, na listech vidim, kolik
toho tam puvodné viselo.

e Nejdelsi spolecny podietézec — sestavim to na obou fetézcich spojenych
néjakym oddélovacem.

Permutace na ¢islech 1,2, ..., |o| 4+ 1, které setiidi sufixy lexikograficky, na-
zveme sufizové pole. Budeme jej znacit SAx

Daéle, pole mejdelsich spoleéniych prefixi je pole, kde kazdy prvek je
nejdelsi spoleény prefix dvou po sobé jdoucich sufixi v SAx. Zna¢ime LC Py .

Lemma:
Sufixové pole a pole nejdelsich spoleénych prefixt je linearné ekvivalentni se
sufixovym stromem. Ze stromu na né je to jednoduché.

Opaéné pies vybéry minim v poli nejdelsich spoleénych prefixu. (Pokazdé,
kdyz potkdm e, dostanu se do kofene atp.)

6.2.1 Problémy LCA a RMQ

(Least Common Prefix, Range Minimum Request.)

RMQ Ize prevést na LCA. Vytvori se kartézsky strom — strom, kde v
kofeni je minimum a levy a pravy podstrom jsou kartézské stromy levé a
pravé pulky. To jde vytvofit linedrné. Vyhleddvéani poté funguje piimo.

TODO: Jak wytvoTait

LCA je mozné pirevést na RMQ. Postavim RMQ tak, ze projdu do hloubky
a pamatuji si hloubku kazdého vrcholu, pak dotaz je nalezeni minima mezi
vrcholy. Jediny problém je, Zze vrchol tam miuze byt vickrédt, ale je jedno,
ktery z nich pouziji. Lze dokazat, ze celkova velikost bude 2n.

Tento RMQ), ktery vyjde, je takovy, ze se sousedni lisi pouze o 1. To lze
vyfesit bud hloupé, predpocitanim v O(n?) viech moznosti (dvourozmérnd
tabulka), nebo piedpoéitanim viech intervali délek 2%, predpocitani v O(n -
logn) a dotaz v O(1) (najdou se dva mensi intervaly, které to dohromady
presné pokryvaji, vybere se to mensi z vysledku).

Muzeme rozdélit vstup na bloky délky b, dostaneme n /b bloku. Pak muzu na-
hradit kazdy blok jeho minimem, dotaz provést tak, ze se podivam do okra-
jovych blokti a minimum z toho vnitiku pies bloky. Pokud b je dostate¢né
malé, pak je spoustu bloki stejnych, daji se popsat klikatici a posunem,
klikatic je jen 2°.

Pro kazdy z bloka muzu pouzit hloupou verzi, na pfedpocitani je potieba
O(n + 2°?).
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Na zbytek pouzijeme to s logaritmem, tedy O(% -log %). Kdyz zvolim b jako
% -logy n, tak cely preprocesing bude trvat O(n).

6.2.2 Algoritmus na tvorbu téchto dvou poli

Algoritmus je rekurzivni.

1. Zmensit abecedu na 1,...,n — vyhazi ty znaky, které nejsou pouzité.

2. Definujeme tii pomocné fetézce: Kazdy z nich bude sestaven ze znaku
slou¢enych vzdy z trojice znaku puvodnich, na pozicich délitelnych
tfemi, o 1 doprava a o 2 doprava.

3. Zrekurzit na prvni a druhy fetézec spojené za sebe.
4. Oddeélit jednotliva pole suffixu.

5. Spocita se pole suffixti pro tieti fetézec. Porovnédvat lze podle prvniho
znaku a pole pro prvni fetézec. Tohle jde udélat prihradkovym tiidénim.

6. Spojit tyto pole dohromady pomoci jednoho kroku mergesortu, po-
dobny trik na porovnavani.

7. Podobné spocitat pole nejdelsich spoleénych prefixi, pomoci RMQ
(kazdy prvek je prefix dvou sousednich sufixi) pro vysledek rekur-
zivniho volani.

TODO: Doplntt
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