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Graf je usporadand dvojice (V, E),V neprazda, koneénd, E C (‘2/) Ro-
vinny graf je graf pro ktery existuje rovinné nakresleni. FElementdrni
kruznice vzhledem ke kostie (V, K) je kruznice v grafu (V, K U {e}), kde
ec F—-—K.

C (@) je vektorovy prostor kruznic nad GF(2) dimenze |E| — |V| + k, k je
pocet komponent. Elementarni kruznice k libovolné kostte tvoii bazi C(G).

Dukaz:

Elementarni kruznice jsou linedrné nezavislé. Generuji cely prostor C(G).
Laplacova matice grafu G je matice Lg. Na diagonéle jsou stupné vrcholi,
jiné jsou bud 0, pokud tam nevede hrana a —1, pokud hrana vede.

Véta:
Pokud vezmu laplacovu matici, Skrtnu libovolny fadek a odpovidajici slou-
pec a vezmu determinant, tak dostanu pocet koster grafu G.

Matice incidence Ig je matice, fadky indexované vrcholy, sloupecky hra-
nami a 1 je tam, kdyz vrchol patii do odpovidajici hrany.

Kdyz vyndsobim Ig x Ig , tak dostavam matici sousednosti + matice majici
na diagonale stupné.

Laplacova matice je Degg — A — tedy stupné na diagondle minus matice
sousednosti.

Matice sousednosti orientovaného grafu — vSechny hrany zorientuji a
dédm jim tudiz znaménko jednim smérem. Kdyz tuto vyndsobim, tak dostanu
laplacovu matici.

Lemma:
Kdyz E je libovoln4 orientace grafu G, pak Dg x DL = Lg.

Dukaz:

Kdekoliv za¢ind nebo konéi nebo za¢ind hrana, tak se na diagondlu pficte
1. U ostatnich musi vychdzet —1, protoze jeden konec je kladny a jeden
zéporny. Kdyz tam neni hrana, tak mi vyjde O.

5 =D x (Dg)". (S vyskrtnutymi fadky).

Determinant souc¢inu dvou necétvercovych matic se déla tak, ze se vezmou
vSechny ,,nejvétsi* podmatice a piisluSnym zptsobem se vydeterminanti, to
vSechno se nakonec secte.

Kdyz si to rozmyslime, jak je to s tim s¢itanim, vyskrtnutym fadkem a
vybérem sloupeckii, vzdy bereme n—1 hran. Determinantek je bud 0 (pokud
to neni kostra) a nebo +1, ale protoze se ndsobi sam sebou, vzdy se pricte
jednicka.

Pokud neni kostra, pak neni souvisly a je tam nulovy sloupek. Opaéné



dokézu indukef trhdnim vrcholt — dokazu, ze mizu preusporadat na jednicky
na diagonale a samé nuly nad diagonalou.

Multigraf je trojice G = (V,E, ), kde p : E — V2.
Kontrakce hrany je slouceni dvou vrcholi dohromady na koncich jedné

hrany. Znaci se teckou (v piipadé jednografi) nebo dvojteckou (u mul-
tigrafi).

Véta:

Pocet koster grafu G je 1, pokud V = 1, pokud je nesouvisly, tak nem&
zadnou kostru, smycky neovliviiuji pocet koster a kdyz t je hrana, pak je
pocet koster v G roven poctu koster v G bez t a pocet koster v G s t
skontrahovanym.

1 Latinské ¢tverce a konecné projektivni roviny

Latinsky é&tverec je Ctvercovd matice je L € A™ " |A| = n, v kazdém
fadku a kazdém sloupci se nachédzi permutace prvka z A.

Latinské ¢tverce L a L’ jsou ortogondlni (L L L'), pokud Va,b € A3i, j; L; ;
a A\ L'i,j = b. Jako dusledek plyne, Ze je tam kazda dvojice pravé jednou.

Véta:

Necht L, Lo, ..., L; jsou navzajem ortogonalni latinské étverce velikosti n,
pak t <n —1.

Dikaz:

Piedpokladejme, ze A = {1,2,...,n}

Lemma:
L, L' € A" 7w : A — A permutace. Pak 7(L) je ¢tverec po prejmenovani
symbolu. Potom L 1 L' < «(L) L L.

Dikaz:
Prvni a druhy ¢tverec nemusi mit stejnou abecedu, tedy pfejmenovani abe-
cedy nehraje zddnou roli.

Muzu pierovnat prvni fadky tak, aby byly stejné. Tedy, v prvnim sloupecku
uz nemuze byt dalsi jednicka. A musi se lisit v téchto mistech, protoze stejné
uz jsou v minulém tadku.

Koneénd projektivni rovina je mnozinovy systém (B,P),P C P(B).
Prvky mnoziny B se nazyvaji body a B je konecné. Prvky P se nazyvaji
piimky. Musi spliiovat nésledujici podminky:

o Kazdé dva body jsou obsazeny v nékteré piimce.



e VP£LQeP:|PNQ|=1.

e Existuji takové 4 body takové, ze zadné 3 z nich nelezi na jedné piimce.

Lemma:
V konecnou projektivni rovinu (B, P) existuje néjaké ¢islo n; VP € P; |P| =
n+1,Vz € B;|{P|lr € P} =n+1;|B| = |P| =n?+n + 1.

Drukaz:

Kazdé dvé primky maji stejny poc¢et bodu. Méjme dvé piimky, ty se protinaji
v néjakém bodé, existuje néjaky dalsi bod, ktery neni ani v jedné. Z néj
vedeme piimku bodem jedné pfimky a dostaneme jiny bod na druhé ptimce,
ktery tomu odpovida.

Nyni si vezmu jednu ,,zdkladni“ pifimku a z ni dva body, z kazdé pustim n
pifmek, musi se poprotinat na dalsich n? bodli, dokédze se, Ze to je viechno.

Toto n nazyvam 7dd.
Véta:

3 konec¢nd projektivni rovina fadu n, pokud In — 1 navzdjem ortogondlnich
latinskych ¢tvercu.

Predstavim si ,,Sachovnici“ z minulého dukazu, kazdy ¢tverec popisuje jeden
takovy svazek ze zbylého vrcholu. Timto udélam vzajemné mapovani.

2 Vytvorujici funkce

Mocninnd 7ada je ag+a1-x+as-z2 ..., kde ag, a1, ... € R jsou koeficienty.

Veéta:

Necht (ag, a1,...) je posloupnost redlnych &sel. Necht IK € RT;|a,| < K™.
11

Potom pro kazdé z € (—4, %) fada a(z) = Y77 a;a’ konverguje a a(x)
muzeme povazovat za funkci proménné x.

Tato funkce se nazyva vytvotujici funkce.

a(">(0)

n!

Potom n-ty koeficient této fady je a, =

3 Hamiltonovska kruznice

Sled, ktery navstivi kazdy vrchol pravé jednou, kromé jednoho, kde zacéne a
skonéi, se nazyva hamiltonovskd kruzZnice. Graf, ktery obsahuje hamilto-
novskou kruznici se nazyva hamiltonovsky.

Nalezeni (¢i jen ovéfeni, ze existuje) hamiltonovské kruznice je NP uplny
problém.



Véta:
Jestlize pro kazdy jeho vrchol plati, Ze jeho stupeit > 5, pak obsahu hamil-
tonovskou kruznici.

Véta:
Pokud pro kazdé dva vrcholy plati, ze soucet jejich stupnu je > n, pak ma
hamiltonovskou kruznici.

Véta:
Pokud pro kazdé dva vrcholy, které nejsou spojeny hranou plati, ze soucet
jejich stupnu je alespon n, pak ma hamiltonovskou kruznici.

Dikaz:

Pro graf G zkonstruujeme chvéataluv uzavér [G] takto: Jestli existuji dva
vrcholy, jejichz soucet stupnu je vétsi roven nez n a nejsou spojeny hranou.
Pak takovou hranu ptriddm. Iteruji, dokud to jde.

Toto nezavisi na potfadi pridavani.
Graf G je hamiltonovsky < [G] je hamiltonovsky. Piimé implikace je ziejma4.

Necht G + {u,v} mé& hamiltonovskou kruznici. Bud {u,v} do kruznice ne-
patii, pak neni co resit. Tedy tam patii.

Protoze soucet jejich stupnu je alespoii n, pak musi existovat dva sousedni
vrcholy, z nichz jeden je dosazitelny z u a druhy z v. Tedy piepojime —
zatneme v u, dojdeme po puvodni kruznici do druhého vrcholu, z néj do v,
do prvniho vrcholu a do u.

Uzavér tohoto grafu je uplny graf. Takovy zjevné ma hamiltonovskou kruznici.

Uloha obchodniho cestujictho: to je nejkratsi hamiltonovska kruznice.

4 Ramseovy vety

Vk3dn takové, ze graf G na n vrcholech obsahuje bud K} nebo nezdvislou
mnozinu vrchold na k vrcholech.

Ekvivalentni znéni ma jen k,[ ruzné velikosti.

Drukaz:
Indukci, rozkladani na o jedna mensi v kazdém cisle.

Erdos-Szekezerova:
Vkdn ze pro n bodu v obecné roving, pak k z nich tvori konvexni mnohoihelnik.



5 Souvislost

Hranovy ez je mnozina hran, kterou kdyz odebereme z grafu, tak se stane
nesouvisly.

Obdobné funguje vrcholovy vez.
Hranovd souvislost je minimum velikosti vSech hranovych fezu.
Vrcholovd souvislost je minimum velikosti vsech vrcholovych fezu, piipadné

|V| — 1 pro uplné grafy.

Pozorovani:
Odebréni hrany bud nechd hranovou souvislost stejnou nebo snizi o 1.

Tvrzeni:
Odebrani hrany miize jen snizit vrcholovou souvislost.

Tvrzeni:

Graf je (vrcholové) dvousouvisly, pokud ho lze ziskat postupnym priddvanim
usf na kruznici.

Dukaz:

Zprava doleva jasné.

Zleva doprava, vse musi byt na néjaké kruznici a tu lze odebrat az k nejblizsi
spolecné casti. Ford-fiilkersonova:

Pro graf G a t € N plati, ze je hranové t souvisly, pravé kdyz pro kazdou
dvojici vrcholt existuje t hranové disjunktnich cest, které je spojuji.
Dukaz:

Zprava doleva: Sporem.

Zleva doprava: Pomoci toku.

Mengerova:

Pro graf G at € N plati, ze je vrcholové ¢t souvisly, pravé kdyz mezi kazdymi
dvéma ruznymi vrcholy vede ¢ vrcholové disjunktnich cest (s vyjimkou koncu).

Dikaz:
Podobné, jako minuly.

6 Info k kombakra II

hitp://atrey. karlin.mff.cuni.cz/kral/dm012.html
Uéi Daniel Kral’.



7 Parovani v grafech

Perfektni pdrovdni je mnozina hran takové, ze z kazdého vrcholu vede
pravé jedna hrana této mnoziny. Pdrovdnt je mnozina takova, ze z kazdého
vrcholu vede nejvyse jedna hrana.

Tvrzeni 1 Pokud mohu najit mnozinu S C V(QG) takovou, Ze kdyz ji ode-
beru, pocet komponent s lichym poctem vrcholi (liché komponenty) je vétsi
nez |S|, potom G nemda perfektni pdrovand.

Dukaz:
Ten zbyly z kazdé liché komponenty musi byt sparovan s nééim z S. Kdyz
jich je vice, nezbudou vrcholy.

Véta 1 (Tutteova) Pokud takovd mnozina S neexistuje, graf G splriuje
Tutteovu podminku. Potom G md perfektni pdrovani.

Dukaz:
Doplnéno ze skript Tomase Vally

Diikaz bude sporem, tedy, G splnuje Tutteovu podminku, ale nema perfektni
parovéani. Piidavani hran nemuzZe takové S vytvoiit, necht tedy G je ma-
ximélni takovy graf (vytvofeny priddvdnim hran). U'plny jiz ma perfektni
parovani nebo nespliuje podminku.

Necht U jsou vrcholy, jejichz stupen je roven n — 1 (jsou spojeny se v&im
ostatnim). U z grafu odebereme.

Rozebereme dva piipady. Prvni je, pokud vSechny komponenty grafu G\U
jsou uplné. V sudych komponentich najdeme parovani jednoduse, lichych je
méné nez |V (U)| a zbyly vrchol tedy muzeme vzdy spojit s libovolnym z U.
Celkovy pocet vrcholt je sudy, tedy lze najit perfektni parovani i ve zbytku
U. Tedy graf ma perfektni parovani — tato moznost nastat dle predpokladu
nemuze.

Necht tedy nastane druhd moznost, Ze nékterd z komponent neni tiplna.
Vyberme si tu, kde je vice nez 1 nenaparovany vrchol. Takova musi existovat,
kazdou, které nezbude zadny nenic¢i parovani, takové, které maji jeden se
spoji s U a musi byt liché. Dle pfedpokladu parovani neexistuje, tedy mame
néjakou takovou komponentu.

Tato komponenta neni tplnd, tedy musi existovat dva vrcholy, a,b, které
nejsou spojené hranou. Mezi nimi vede alespon jedna cesta, vezméme tedy



tu nejkratsi. Ta obsahuje trfesnicku — Kj 2. (Musi mit alespon 2 hrany,
tedy jsou tam vrcholy z, s, ¥y, £ a y nejsou spojené hranou, jinak by se cesta
dala zkratit). Neexistujici hranu z,y nazveme e;. s¢U, proto neni spojené
s néjakym t € V (G) neexistujici hranou es. Jak graf G U e; tak G U oy
maji perfektni parovéni, My, resp. My (jsou vétsi, tohle je nejvétsi, kde to
nefunguje).

Obréazek 1: Tresnicka

e1 € My A ey € My, jinak by uz G mélo perfektni parovani. Nyni vezmeme
M = Mj = M>. V této mnoziné jsou vSechny komponenty bud samostatné
vrcholy a nebo sudé kruznice stiidajici hrany z M; a Ms. Vezméme kruznici
obsahujici e; a nazvéme ji H.

Pokud es?H, potom muzeme pouzit na kruznici H parovani z M2 a na
zbytek z M. Tim vzniklo perfektni parovani.

Pokud es € H, potom je it € H. Vezméme si oblouky, které dostaneme po
odebréni e; a es Na ten, ktery obsahuje s muzeme pouzit parovani Ms, na
ten s t My, t je naparované, jeden z x,y také. Protoze ten druhy je spojeny
s s, muzeme tuto hranu pfidat do parovani. Na zbytek grafu lze pouzit jak
My, tak Ms. Slozenim opét dostaneme perfektni parovani.

Deficit def(G) je maximum pies viechny S C V z pocet lichych komponent
18). def(G) > 0.

Dauasledek 1 Mazimdlni parovini grafu G pokryvd n — def(G) vrcholi.

Dukaz:
Urcité nepokryji alespon def(G) vrcholu, v piipadé toho S, které vytvorilo
ono maximum.

Tedy potiebuji ukazat, ze mi nezbude vyse nez tolik vrchol. Vytvoiim graf
G, piiddam def(G) novych vrcholu a spojim je se vSemi. G' mé perfektn{
parovani (deficit ma 0, tedy spliuje Tutteovu podminku). Poté staci ofiznout
zpét na G, ¢imz ztratim maximélné def(G) hran.



Kubicky graf je takovy, ktery ma kazdy stupen 3.

Véta 2 (Petersonova) Kazdy kubicky graf bez mosti md perfektni parovdnd.

Drukaz:
Dokazuji pro G souvisly, kdyby nebyl, beru kazdou komponentu zvI4st.

M4 sudy pocet vrcholu (v8echny maji lichy stupen, soucet stupnu je vzdy
sudy).

Necht je tedy S # (). Pocet hran vedoucich z S je maximélné 3-|S| (deg (9)).

Pokud mam lichou komponentu, z ni urcité vedou alesponn 3 hrany. Kdyby
0, tak neni lichd. Kdyby 1, tak to byl most. Kdyby 2, tak stupen této kom-
ponenty C' je |C| -3 — 2. Protoze |C] je liché, tak i toto by vyslo liché.

Vsechny tyto tii hrany musi vést do S. Tedy pro vice nez |S| lichych kom-
ponent neni dostatek hran vedoucich z S.

7.1 Maximalni parovani

Stridavd cesta je cesta, kterd zac¢ind v nesparovaném vrcholu, poté prejde
do sparovaného vrcholu, poté stfidam hrany z parovani a mimo néj a konci
stejné, jako za¢ind, v nesparovaném vrcholu. Pokud najdu takovou cestu, lze
parovani zvétsit prohozenim parovacich a neparovacich hran.

Lemma 1 (Kritérium stiidavé cesty) Pdrovdnije maximdlni pravé kdyz
neobsahuje stridavou cestu.

Dikaz:
Kdyz obsahuje, pak je ziejmé, ze neni maximalni.

Predpokladejme, ze M; neni maximalni. Tedy, Mo, |M;| < |Ms|. Vezmu
symetrickou diferenci M; + My. KdyZ vezmu komponenty, tak to jsou bud
samostatné vrcholy (vymlatily se stejné hrany), nebo jsou kruznice, které
se stiidaji, poté maji stejné. Nebo to muze byt cesta, kde se stiidaji hrany
prvniho a druhého péarovani.

Pokud jsou na obou strandch hrany z Ms, pak je v M; stiidava cesta. Pokud
maji ruzné konce, pak jich je stejné, pokud je na obou hrana z My, pak je
vice hran v Mj.

10



Kde jsou M; a M> stejné, tam nés to nezajima, kde se 1isi, tam jsou v této
diferenci. Protoze je M; mensi, musi nastat alespon jeden piipad stiidavé
cesty.

Svédek neexistence je S, jejiz velikost je mensi nez pocet lichych kompo-
nent.

7.1.1 Algoritmy perfektniho parovani

Algoritmus 1 (Perfektni parovani pro bipartitni grafy):

Predpokladejme, ze maji stejné velké partity.

Za¢nu v nékterém nepokrytém vrcholu v partité A. Pokud mé nepokrytého
souseda, pak jsem nasel stiidavou cestu délky 1.

Pokud ne, podivam se na sousedy mych sousedu v tomto parovani a zjistim,
jestli maji nepokrytého souseda. Pokud ano, mam stiidavou cestu délky 3.

Obrazek 2: Cesta délky 3

Pokud mi dojdou vrcholy, pak si vezmu vrcholy na lichych hladinadch (jsou
v komponenté B, tedy nazvu je mnozinou B’) a ty na sudych (A’, véetné
pocdtecniho vrcholu). |A'| = |B’| + 1. Muzu tedy prohldsit B’ za svédka
neexistence (A’ se nyn{ skldd4 jen ze samych izolovanych vrcholu, kdyby ne,
tak jsem jesté pokracoval).

®©

Kruznice bude skorostiidavd, pokud je lichd, m& jeden nepokryty vrchol
a jinak se stiidaji parovaci a neparovaci hrany. Kvétinka je skorostiidava
kurznice, kterd méa ale onen jeden vrchol pripojeny k stiidavé cesté, ktera
koné¢i nepokrytym vrcholem. Z kvétinky lze prohozenim ,stonku* udélat
skorostridavou kruznici.

Lemma 2 (O zkontrahované kruznici) Necht C je skorostFidavd kruZnice.

Potom graf G ma stridavou cestu pravé kdyz G/C, ktery vznikne kontrakei
C, md stridavou cestu.

11



Obrazek 3: Kvétinka

Diukaz:

Pti kontrakci byla kruznice C' nahrazena vrcholem w. Pokud po kontrakci
mame stfidavou cestu, pak je zajimavy jen piipad, Ze cesta obsahuje w. Na
jedné strané otoCim cestu jen ke kruznici (ta ¢édst, kterd mé hranu obsa-
hujici w), druhou stranu muzu propojit az k onomu nepokrytému vrcholu
po kruznici a prohodit tam.

Pokud ta prvni ¢ast neexistuje, tak to nevadi.

Algoritmus 2 (Perfektni parovani pro obecné grafy):

Zacnu v nepokrytych vrcholech, postupuji stejné, jako u bipartitnich. Pokud
nenajdu stiidavou cestu, prohldsim za S liché hladiny.

Mohou nastat nékteré problémy:
e Hrana v sudé hladiné — vznikne kvétinka nebo skoropokryta kruznice.
e Parovaci hrana na liché hladiné — také kvétinka.

Kvétinky prevedu na skorostiidavé kruznice, zkontrahuji, zkusim v mensim.

Krokii, k nalezenf alespoi jedné stiidavé cesty je maximalné O(n?), protoze
pii kazdém hledani muzu muset kontrahovat. Celkem muzu najit az n st¥idavych
cest, tedy O(n3) — kazdy priibéh to zlepsi alespoii o 1 hranu nebo skonéi.

©
Algoritmus 3 (Maximalni parovani):
Stejny algoritmus, jen na nultou hladinu musim d&at vSechny nepokryté vr-

choly. Muze se mi stat, ze by misto kvétinky vznikla stiidava cesta, coz mi
nevadi.

®©

12



8 Grafy na plochach

Rovina je dvourozmérny prostor. Plochy vyssiho rodu lze ziskat:

e Vlozenim ucha — vyberu si v roviné 2 kruhy, ty vyfiznu a propojim
valcem (Cervi dira). Takto ziskana plocha se znaci Sy pii vlozeni k
usi. Vsechny plochy ziskané vlozenim k us{ jsou homomorfni (existuje
spojité zobrazeni z jedné do druhé a ma spojitou inverzi). Sy je torus,
So je dvojity torus.

e Vlozenim piekrouceného ucha — na jedné strané dam ten valec opacné
(tedy ucho projde samo sebou, trochu jako v 4rozmérném prostoru).
Zmaci se Noy.

e Vlozenim kiizitka — Vyberu si bod, kde se hrany mohou beztrestné
kiizit, ale nesmi zatdcet (ten bod tam prosté neni). Znaci se Ni. Ny
je projektivni rovina.

Plocha, ktera vznikne vlozenim k; usi, ko prekiizenych usi a k3 kiizitek se
znacl Nog, 1ok,+ks (Pokud k2 + k3 > 0).

Dobré nakresleni grafu bude takové, ze kazd4 sténa je homomorfni disku.

Eulertv rod plochy g.

Sr maji vlastnost ,orientovatelnost“, ty Vi jsou neorientovatelné. To k4,
ze kdyz si vyberu smér hodinovych rucicek, odejdu a vratim se, tak bude
stejny. Neorientovatelné to nemaji.

Véta 3 (Zobecnéna Eulerova formule) Necht graf G je dobre nakres-
leny na plose Eulerova rodu g. Pakn+ f > m+2— g (f je pocet stén).

Dukaz:
Indukci. Zaéneme s g = 0. Pro rovinu je to jiz dokazané.

Pokud to vzniklo uSenim, potom: kruznici muzu navléknout na ucho nebo
prekroucené ucho. V tom misté 1ze ucho ,rozdélit“ a vlozit tam kopii (na
obé strany fezu). Tim to lze pfevést na graf s jednou plochou navic ale o
jedno ucho méné, lze prepocitat pocty.

U kiizitka lze vSechno vytahat za cenu toho, Ze jednu vznikne sténa s
dvojnésobnou délkou (vlozim kruznici ,,okolo “ kiizitka a vnittek, i s kiizitkem
vyndam).
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Véta 4 (Heawoodova véta) Heawoodovo ¢islo — max. barevnost grafu na
roviné daného grafu je:

(g = | T

Vezmeme graf G vnofeny na plose rodu g. Potom takovy graf mé nejvyse
takovou barevnost.

Jednak, pfiddnim hran, pokud chybi, odhad nezhor§im — nadélam rozdéleni
plochy na trojihelniky. Poté osekdm na K.

8.1 Plochy jako fundamentalni mnohothelnik

Kdyz vezmu torus, prestiihnu a rozpaiu, dostanu obdélnik.

Néco podobného lze udélat s kazdou plochou. Kdyz mam plochu Sy, tak
dostanu 4k-idhelnik.

Pro Nj je to 2k-thelnik.

Lze najit vice fundamentalnich mnohothelnik pro danou plochu.

8.2 Rovinnost
8.2.1 Trtisouvislé grafy

Lemma 3 (O kontrahovatelné hrané) Necht G je vrcholové 3-souvisliy
graf takovy, Ze G # Ky, pak G obsahuje hranu e tak, Ze G s kontrahovanym
e je stdale vrcholové 3-souvisly.

Dikaz:
Pokud najdu takovou hranu, tak mam vybrano. Predpokladejme tedy, ze
tam neni. Pak si jednu (z,y) ndhodné vyberu a zkontrahuju.

Tedy je 2-souvisly, tedy obsahuje 2-fez. Novy vrchol zy je v ném obsazen
(jinak by byl 2-fez i v originélu), tedy je tvofen {xy, z}. Tedy, pokud zddnd
,vhodna* hrana neexistuje, pak pro kazdou hranu (v, w) existuje vrcholu u
tak, ze {u,v,w} je 3-Fez v puvodnim grafu.

Pokud G je vrcholové 3-souvisly a néjakd mnozina {a, b, c} tvoii vrcholovy
3-fez, pak kazdy z vrcholu a, b, ¢ mé alespon jednoho souseda v kazdé kom-
ponenté vzniklé odebranim téchto vrcholu (jinak by zbylé vrcholy tvofily
vrcholovy fez a tento by nebyl potieba).
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Zvolim z,y, z tak, aby nejmensi komponenta G\ {z,y, z} byla co nejmensi.
Vrchol z mé souseda v této nejmensi komponenté, fikejme mu v. Pro hranu
zv existuje vrchol w takovy, ze {z,v,w} je vrcholovym 3-fezem.

Kde se muze nachdzet w:

e V nejmensi komponenté: To se nemuze stat, spor s minimalitou nejmensi
komponenty. Kdyz bych totiz odebral {v,w, z}, tak mi vznikne pod-
komponenta C1, kterd neobsahuje {z,y, v, w, z}.

e V néjaké jiné (vétsi) komponenté.

Kdyz odeberu v, z, pak je G stéle jesté souvisly. Tedy C] stédle je v celku,
musi vést cesta bud do z nebo do v.

w je v jiné komponenté nez C7, v ni musi mit alespon jednoho souseda
(aby po odebrani {v,w, z} mohla vzniknout jesté jind komponenta). V této
komponenté ale musi mit souseda i v. Spor s tim, ze C je samostatna
komponenta.

Obrazek 4: Nahled na déleni

Podrozdéleni grafu vznikne tak, ze nahradim vSechny hrany cestami.

Kuratovského véta:
Graf G je rovinny praveé tehdy, kdyz neobsahuje podrozdéleni K5 ani K3 3.

Dukaz:
Ani K5 ani K33 neni rovinny graf, staci pouzit Eulerovu formuli.

Ani jejich podrozdéleni nemohou byt rovinnd, proto ani G, ktery je obsahuje,
nemuze byt rovinny.

Tedy, jesté je tieba dokazat, ze kdyz to neobsahuji, tak musi byt rovinné.
Indukeci dle poctu vrcholu:

e Neni souvisly: rozdélim.
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e M4 vrcholovy 1-fez. Nakreslim nékam tento vrchol a zbytky pfipojim,
kiizit se zajisté nemusi. U rovinného grafu muzu prohlésit libovolnou
sténu jako vnéjsi (1ze promitnout na kouli, pooto¢it a promitnout zpét).

e M4 vrcholovy 2-fez. Tvoren vrcholy v a w. Predpokladam, Ze je to
hrana. Kdyby ne, pfiddm si tu hranu. Jediné, co mi muze nastat je, ze
vznikne zakézany graf. Nemohou byt v ruznych komponentach (Kazda
komponenta zv14st by méla 1-fez). Tedy musi byt v jedné komponenté,
ale kdyz bych hranu nepfidal, pak ji mohu obejit skrz jinou kompo-
nentu, tedy podrozdéleni bylo i v puvodnim grafu.

Postup tedy obdobny jako 1-fezu, jen nékdy slepuji do ,,vnitiniho“
oka/stény jiné komponenty.

e Ma vrcholovy 3-fez. Kdyz je to Ky, tak ten lze nakreslit do roviny.
Pokud ne, muzu nékterou hranu zkontrahovat a aplikuji indukei (urcité
tam néktera hrana je, tedy je tam nékterd, kterou smim zkontrahovat).
Kontrakce mi zakdzany minor nevyrobi.

Graf bez zkontrahovaného vrcholu je 2-souvisly, hranice kazdé stény
je kruznice (ptuvodné byl max. 3-souvisly, jinak mél K. Pak potiebuji
dokreslit jesté puvodni (z,y). x si umistim tam, kam patii. Kdyz mi
y vyjde do jedné nové stény, tak je vSechno v poradku. Kdyz se mi to
ale nestane, tak mohu najit néktery zakazany graf.

e M4 vice-fez. V takovém piipadé obsahuje podrozdéleni K.
o

Véta 5 (Tutteova o generovani 3-souvislych grafa) Kazdy vrcholové 3-
souvisly graf lze ziskat z K4 nahrazovanim vrcholu hranami pii zachovdand mvi-
nimdlniho stupné 3 a véechny takto ziskané grafy jsou vrcholové 3-souvislé.

Dukaz:

To, ze lze kazdy ziskat — pujdu opacné a postupné kontrahuji hrany. Tedy
to jde i timto smérem.

Kdybych mohl vyrobit néco, co neni vrcholové 3-souvislé, pak obsahuje 2-fez.

Pokud ten 2-fez neobsahuje ani jeden z vrcholi, pak byl i v tom puvodnim.
Kdyby obsahoval jen (v, w), pak by vw byl fez puvodniho grafu.

Pokud tedy je v fezu jeden vrchol a druhy ne, pak ten druhy musi byt ve
své komponenté sam (jinak by byl 2-fez v puvodnim grafu) a v tom piipadé
nemd stupen alespon 3 (neméd ve své komponenté dostatek sousedu).
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9 Barevnost

Maximalni barevnost je maximalni stupen A + 1. Kazdy vrchol méd max.
tolik sousedu, jedna jesté zbyde.

Véta 6 (Brooksova) Pokud G je souvisly a neni lichd kruznice ani ky,
pak je jeho barevnost mazx. mazximadlni stuperi.

Dukaz:

e G neni A-reguldrni. 3 vrchol v stupné < A. Vezmu kostru, zakotenim
v néjakém v, projdu v post-orderu a ocisluji, jak prochézim. Podle
téchto ¢isel barvim. Pfi barveni vrcholu ruznych od v. Kazdy ma ne-
obarveného souseda — otce ve stromé. Proto ma jesté nékterou barvu
volnou. Nakonec obarvim v, protoze ma maly stupen.

e Je A-regularni. Vezmu néktery vrchol v a udéladm to, co minule. Muze
se mi stat, ze nemuzu obarvit vrchol v. V§ichni sousedé v maji rizné
barvy (nazveme je vi,...,vp).

Pokud néktery nemuzu piebarvit, pak mezi nimi musi existovat cesta,
kde se stfidaji jejich barvy. Kazdy vrchol na této cesté musi vidét vSech
A — 1 barev, jinak muzu pfebarvit.

Kdyz mam dveé takové cesty, tak se protinaji jen v {v;}, protoze kdyby
se protinaly ve vice mistech, tak je tam vrchol, ktery ma piili§ mnoho
stejné barevnych sousedu, tedy by nemohl vidét vsech A — 1 barev.

Pokud jsou v8echny vrcholy v; sousedni, pak muj graf byl iplny, tedy
predpokldddm, Ze ne vSechny jsou sousedni. Necht jsou to v a vg. Na
této cesté prohodim barvy 1 a 3. Cesta co 3 tim nebyla ovlivnén. Tim
jsem vytvoril dva vrcholy barvy 3 (v1 a v3), proto muzu rozsitit na v.

9.1 Hranova barevnost
Hranovd barevnost grafu G je nejmensi pocet barev x/(G) takovy, ze

hrany G lze obarvit tak, aby zadné dvé sousedni hrany (u stejného vrcholu)
nemély stejnou barvu.

Véta 7 (Vizingova) KdyZG je bez ndasobnych hran, tak je A (G) < xX'(G) <
A(G)+1.
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Dikaz:
Uvazme G nejmensi protipiiklad. Vezmu si vrchol v. Ten mé sousedy vy, ve, . . ..
Podivam se na graf G bez hrany (v,v1) a ozna¢im ho za G~. Ten mé hra-
nové obarveni pomoci A(G) + 1 barev (G~ je mensi, tedy na ném to plati).
Vezmu si barvu, kterou nemd zadnd hrana u vrcholu v (deg(v) < A(G) —1)
a oznacCim ji A. Kdyby se tato barva nevyskytovala ani u vy, pak je vyhrano.
Necht se tam tedy A vyskytuje, ale nevyskytuje se tam barva C;. Ta oviem
nechybi u v. Tedy vede hrana do v2 a méa tuto barvu, tam se vyskytuje A a
(', ale nevyskytuje se tam Cy. Obdobné musi vést hrana do vg a mit barvu
A, Cq,C5, tam ale chybi C3 a tak déle.

Ale toto se musi nékde zastavit (nemdm nekoneéné mnoho barev). Tam tedy
musi chybét néjakd barva bud A (mohu piebarvit tuto hranu) nebo néjaké
C; pro predchozi i.

Zacnu posouvat, aby k v; vedla barva C;, az dojdu do vrcholu vy (ten
uprostied, kde je stejnd chybgjici barva jako u posledniho). Kdyz se mi
nékde stane, ze mi chybi barva A, je vyhrano.

Necht tedy nechybi A a m4 ji nékterd z jeho hran. Ta hrana vede do dalstho
vrcholu v nékde poloving, kde nechybi C; = C;. Kdyz se trefi sama do sebe,
tak to nejde (C; tu neni, jinde by musela byt dvakrdt). Nemuze skonéit
uprostied grafu (mohl bych to prebarvit).

Dojde tedy do vrcholu v.
Kdyz posunu vSechno, kromé posledniho vrcholu, muzu udélat to samé.

A takova cesta nemuze existovat v obou piipadech, protoze to musi byt
stejnd cesta. Musi tedy jednou skonéit v v; a zdroven v v 11, to ale nemuze
nastat kvuli barvam.

9.1.1 Klasifikace grafi

Méme vizigovu tifidu 1 a 2, kde 1 jsou grafy, kde x/'(G) = A(G), tiida 2 jsou
grafy, kde X'(G) = A(G) + 1.

Napf. kubicky graf bez mostu, ktery je Vizigovy tiidy 2 se nazyva snark.

Neexistence rovinného snarku je ekvivalentni s vétou o 4 barvach.

Poznamka 1 Pro kazdy graf G s m hranami plati, Ze:
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Dikaz:

Necht G je graf barevnosti k s co nejméné hranami, ktery nespliiuje tvrzeni.
d(G) > k — 1 jinak uvaz vrchol stupné < k — 2 a x(G\w) = k = G\w také
nespliiuje tvrzeni a mél jsem vzit G\w.

Pak sta¢i dosadit do rovnice a zjistit, ze takovy graf ma alespon tolik hran,
jako je popsano na zacatku.

10 Polynomy v grafech

Naprtiklad, mam-li K, a barvim mu vrcholy pomoci k£ barev, tak na to mam
Py, (k) moznosti.

P,,, potom pocet obarveni je k - (k — 1)"~!, coz je opét polynom v k.
Stejné tak muzu mit strom na n vrcholech, barvit pomoci odtrhavani listt.
Tutteho polynom je polynom ve dvou proménnych T (x,y).

Necht G je multigraf (povolené smycky a ndsobné hrany). Potom je Tutteho
polynom definovan nésledovné:

Vyberu si libovolnou hranu e grafu G.

Pokud je hrana:

e most

TG(-’L’,?J) =T- TG*G(‘TJ/)
e smycka

To(r,y) =y - To—e(z,y)
e ostatni

T6(z,y) = Ta—e(,y) + Tge(z,Y)

(Soucet grafu bez hrany a s kontrahovanou hranou)

Pokud graf neméa hrany, je jeho Tutteho polynom roven 1.

Véta 8 Necht G je graf. Pak Tutteho polynom grafu G je roven ndsledujicimu
vyrazu;
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Ta(w,y) = 3 (x — DFEHE) (g 1)IFI-IVIRE)
FCE

kde k(E) je poc¢et komponent grafu (V, E).

Dikaz:
Indukeci podle poctu hran. Pokud nemd zadné hrany, pak s¢itam pres jednu
mnozinu, vyjde mi 1.

G mé most. Rozdélim sumu na ty, které hranu obsahuji a ty které ne.
Y- (y-1)+ Y (=1 (y— 1)
eck e¢F

Druhd ¢ést bude (x—1)-Tg—e(z,y) — po rozepsani. Ta prvni ¢ast je Tg—.(x, y).
Pak uz staci secist.

G mé smycku.

Rozdélim na dvé ¢asti:

D=1 y-1 "+ (-1 (y-1)"

eck e¢F

Podivam se na G — e. Prvni exponent se neméni, méni se druha ¢ést, ktera
je o jednicku mensi.

Druhé ¢ast grafu se zcela neméni. Tedy, vysledek je:

(y - 1) : TGfe(l'a y) + TGfe(xa y)

Neni ani smycka, ani most. Opét rozepiSu, podivam se, jak vypada graf se
zkontrahovanou hranou a s utrzenou hranou.

Specidlni ptipady:

e T:(1,1) je pocet koster.
e T:(2,1) je pocet acyklickych podgrafi.

e T(1,2) pocet podgrafu se stejnym poctem komponent.

Uvazme polynom 5 proménnych U(z,y, a, o, 7) definovén:
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e z-Ug_.(...) pokud je e most.
o y-Ug_c(...) kdyz je e smycka.
¢ 0-Ug-e(...) +7-Ugl...) jinak.

e oVl pokud je bez hran.

Véta 9 Tento lze ziskat z tutteova polynomu jako:

U(x,y,a,0,T) =ao* 0" 1" Tg (ﬁ,g)
T o

Kde:

e k je pocet komponent
e n=|El—|V|+k
o r=|V|—k

Dikaz:
Pokud nem4d zadné hrany, tak je to ziejmé. Pak rozebrani piipadu.

TODO: rozepsat?

Aplikace:
Lze spocitat poCet obarveni z barvami.
z—1
€T =
z
y = 0
g =
T = -1
a = =z

Tedy, lze spocitat jako:

(=) Te(1 - 2,0)
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11 Burnsidova véta

Napftiklad mame krychli, které chceme obarvit stény. Zajimé nas pocet obar-
veni, kterd na sebe nejdou prevést rotacemi krychle. Zavedeme si grupu I,
coz jsou permutace odpovidajici rotacim. X je mnozina obarveni. Potom
x € X je orbita definovana jako:

[z] ={y;Ja € T;a -z =y}

Tedy mnozina ,,stejnych“ zobrazeni.
Méme funkci w : X — R a w je konstantni na orbitach. Tedy w ([z]) = w (z).
Nyni si nastavim w(*) = 1 a chci spo¢itat ), pita w(O).
Pro vSechny a € I':

e F(a) ={z|a -z =z} — pevné body permutace c.

o I'(x) ={ael',a -z =z} pevné permutace obarveni x.

o I'(z,y)={ael,a z=y}
Pozorovini:

I'(z,y) = ag - I'(x) pro néjakou ay € I'. Kdyz zvolime agy € I'(z,y). Tedy
doleva je jasné, opacnd je: 5 € I'(x,y), 04516 e'(x),ap - (aal : 6) = 3.

Lemma 4 Burnsidovo

Y wo)-Y Y

O orbita a€el zeF(a)

Dusledek 2 Pocet orbit je:

RE I

acl

Dukaz:

> 2

a€l zeF(a)

=2 2w

z€X ~vel'(x)

22



= 2 > > w

O orbita z€0 ~vel'(z)

ERECUD PPV

z€0 vel'(x)

Protoze |I'(z)| = [I'(y)| = |T'(x,y)| = |I'(y,x)| (viz pfedchozi lemma a pro-
hazovani role x a y), proto se predchozi rovna:

> w(0)-10] - L (z;)]

O

kde x; je libovolny prvek dané orbity.
U] = [O] - [T'(s)]
Tedy to jsou vSechny prvky, na které muzu x; zobrazit. Tedy:

I=J (&2 =10 ()

zeO

Véta 10 (PdSlyova enumerace) Necht D je mnoZina barveni v objektu.
R je mnoZina barev. Obarveni je potom funkce f : D — R, tedy f € RP. T
je grupa permutaci na D. T* je grupa permutaci na RP. Pokud mdm o € T,
potom existuje néjaky o € I'* takovy, Ze (a*f)(d) = f(a(d)).

Cyklicky index Z(I';ayi,aq,...,aq) je polynom:

e I

acl’ k

7k je pocet cykli a délky k.

Definujeme vahovou funkci w : R — R.
w(f) = Haepw (f (a))
Orbita O* vuci I'*, w je konstantni na O*.
S = > w0
O+ orbita
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T " w(0%)
e
= > Y w/)

a€l’ feF(a*)

= Z Z Hﬁlw(ri)&

acl'r,eR

- SIS

a€cl'i=1 \reR

Gk(®)
oy, (zwmk)

a€cl’ reR

12 Samoopravné kody

Méame zpravu v, coz je fetézec n bitu. Pii pfenosu muze dojit k chybeé.

Predpoklddame, ze pravdépodobnost, ze vznikne vice k£ chyb je podstatné
mensi, nez ze nastane nejvyse k chyb.

Vezmeme v, transformujeme na w, preneseme, doraz{ w’. Poté chceme ziskat
transformaci opét v.

Moznost duplikovat jednotlivé bity.

12.1 Hammingovy kédy

Napt. pro Fetézec bitu abed by poslal abedefg, kde e =a+b+ ¢ (mod 2),
f=a+b+d (mod2),g=a+c+d (mod2).

Abeceda S je néjaka konetna mnozina symbolu (napi. S = {0,1}). Slovo
je libovolny fetézec pismen abecedy S, tedy prvek S™. Kdéd délky n nad
abecedou S je libovolnd C' C S™.

Napf. pro 4-bitové fetézce je hamminguv kéd 16 7-bitovych slov.

Hammingova vzddlenost d(u,v) = |{i € 1,2,...,n;u; # v;}|. Minimdlni
vzddlenost kédu C d(C) = min{d(u,v),u,v € C,u # v}.

tim vice informaci Ize poslat.

Kéd C opravuje t chyb, pokud pro Vu € S™; 3 nejvyse jedno u, d(u,w) < t.
Pozorovani 1 Kdd C opravuje t chyb < d(C) > 2t 4 1.

Tvrzeni 2 Hamminguv kéd opravuje 1 chybu. Napt. Golayovy, CD, DVD...
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Souvisi s PCP vétou.

12.2 Linearni kody

Necht S; je konecné téleso (tieba Zs). C C S™ je linedrni kéd, pokud C
je vektorovy podprostor S". Ke kazdému kdédu existuje baze — generujici
matice kédu — P.

Jiny pohled ik, ze C' je feSeni soustavy linearnich rovnic.

Zobecnény hamminguv kéd, kde abeceda S = Zy a parametr [ > 2 (I = 3
je hamminguv kéd). Matice P mé [ tddek a sloupce ma vSechny mozné
nenulové vektory z {0, 1}'.

Tvrzeni 3 Zobecnény hamminguv kéd C je d(C) > 3, tedy opravuje 1
chybu.

Dikaz:
d(u,v) = d(u+w,v+w). Tedy d(u,v) = d(u—v,0). Tedy d(C) = min {d(w,0);w € C;w # 0}.
7 toho to uz jde spocitat.

Asymptoticky dobry soubor kédi splnuje podminky:

e D4 se zakddovat libovolné velky vstup.
e Vzdalenosti v nekone¢nu jdou k nééemu vétsimu nez jedna.

e Hustota je vétsi nez nula.

Véta 11 (Gilbert,Varshamov) Ezistuji asymptoticky dobré soubory kddu.

Dikaz:
Pomoci hladového algoritmu: Vstupem je abeceda, délka a d minim&lni
vzdalenost.

Vzdy vybere slovo, oznaéi ptilis blizka jako nepouzitelna a pokracuje.

Vzdalenost je dostatecéna.
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13 Extremalni kombinatorika

Lemma 5 (o sluneénici) Méjme stejné velké mnozZiny Sh,...,Sk, které
nazvu sluneénict, pokud existuje néjakd mnoZina Y takovd, Ze Vi, j;5; N

S; =Y.

Pokud mdme systém S ruznijch s prvkovjch mnozin a |S| > s!- (k — 1)%,
potom existuje S" C S takové, zZe S’ je slunecnice a |S'| = k.

Dikaz:
Indukei podle s. Pokud s = 1, potom kazdych k jednoprvkovych riznych
mnozin tvoif sluneénici. Dle piedpokladu |S| > 1! (k — 1)1, |S| > k.

Necht je s > 1. Necht S je systém vice nez s! - (k — 1)® s-prvkovych mnozin.
Necht By, Bo, ..., B; je nejvétsi mozny podsystém navzdjem ruznych mnozin.
Pokud [ > k, pak je hotovo.

Déle tedy predpokldddme, ze | < k. Potom existuje prvek x € |J B;, ktery
je ve vice nez (s — 1)! - (k — 1)*~! mnozindch z S.

Necht S = {X € S,z € X}. Poté vezmu vSechny mnoziny, ze kterych tento
prvek vyhodim. Tim ziskdm systém (s — 1) prvkovych mnozin, je jich do-
statek (viz nize), dle indukéniho pfedpokladu to pro tento systém plati.
Nakonec k nim opét tento prvek vratim a mam stale slunecnici.
Nyni je tieba zafidit, aby byla mnozina S dostateéné velikd. Méjme viechny
dvojice (z,A), kde z € A, A € S. |[{(z,A)} > s!- (k- 1)°. Pokud by
tomu nebylo, mohu nékterou mnozinu ptidat mezi tyto disjunktni. Moznych
. . . v: 12 L. ; . sl(k=1)° _
volem x je [ - s. Tedy existuje néjaké k, které je ve vice nez STy =
(s —1)!- (k —1)*"! mnozinach.

Lemma 6 Erdés-Ko-Rado Necht k a n jsou prirozend c¢isla, 2k < n. Necht
f je systém k-prvkovych podmnozZin mnoziny {1,...,n} takovy, Ze VA, B €

fiANB#0. Pak |f| < < Z:} >

Pozndamka 2 Je to optimdlni. Viechny mnoZiny obsahuji jeden pevny pr-
vek. V takovém pripadé bude velikost presné takové.

Pozndmka 3 Kdyby 2k > n, potom lze zvolit takové mnoziny, Ze |f| =

-1 0 L
( Z ) > < Z_ 1 ) (ve vétsiné pripadi — aZ na patologické pripady).
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Dukaz:

Vezmu permutaci 7 ¢isel 1,...,n. Mnozinu X € f nazvu m-konzistentni,
jestlize X = {n(i),n(i+1),...,7m(i + k — 1)}. m-konzistentnich mnozin v f
je nejvyse k.

Pokud tam neni zadnd, pak je hotovo. Pokud néjaka je, tak se vSechny musi
protinat se vSemi. Takovych by bylo az 2 - (k — 1) — kazd4 by mohla v
nékterém misté zac¢inat nebo koncit. Ale v kazdé dvojici (jedna zacinajici
a jedna kon¢ici) muze byt nejvyse jedna, protoze tyto dvé by se neprotly.
Na druhém konci se protnout nemohou, protoze jsou mnoziny jen k prvku
dlouhé.

Obréazek 5: Cervend a modra mnozina se neprotne

Pocitame vsechny dvojice (m, X), X je m-konzistentni. Urcité jich nemuze
byt vice nez k - n!. (je n! permutaci).

Dale muzu mit n - k!l(n — k)! permutaci, se kterymi je mnozina konzistentni.

Proto po vydéleni je celkovy pocet maximalné ( Z: 1 >

14 Minory

Graf H je minorem G, pokud existuji podmnoziny disjunktni Vi,..., Vi C
V(G), kazdy G [V] je souvisly a plati, ze pokud (vy,vs) € E(H) = 3 hrana
mezi néjakymi vrcholy V; a néjakym z V5

Alternativni definice je takova, ze H jde ziskat posloupnosti vynechavanim
hran, izolovanych vrcholu a kontrakcemi hran.

Véta 12 (Kuratovského s minory) Kuratovského véta plati i s minory,
nejen s podrozdélenimi.

Hypotéza 1 (Hadwidgerova hypotéza) Pokud x(G) > k = G obsahuje
Ky, jako minor.

Pro malé piipady to plati, lze vyzkouset.

Pro k = 4 to muzeme dokédzat obménou implikace.
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Lemma 7 Necht G je hranové mazimdlni graf bez minoru K4 na alespor
3 wrcholech. Pak G lze vytvorit z trojuhelniku lepenim za hrany (eg. je to
2-strom,).

Dukaz:

Predpokladejme, ze je 3-souvisly. Mam dva vrcholy, mezi nimi musi vézt
alespon 3 vrcholové disjunktni cesty, alespon 2 z toho tedy maji vrcholy.
Ty pavodni vrcholy muzu zahodit a stale to je souvislé. Potom ale musi
obsahovat minor Kjy.

Kdyby nebyl souvisly, tak mezi komponenty muzu pfidat hranu a tim urcité
nemuzu vytvorit minor Kjy.

Kdyby nebyl 2-souvisly, tak by existoval vrchol, ktery po utrzeni rozpadne
tuto véc na dvé ¢asti. Ten ma v kazdé komponenté alespon jednoho souseda,
muzu mezi né pridat hranu. Ale to to taky nemiuze vytvorit Ky.

Obsahuje tedy 2-tfez. Kdyz jsou spojeny hranou, tak ho rozlozim na dva,
ktery jsou hranové maximalni bez minoru K4. Hurd, indukce (oba jsou 2-
stromy, postavim jeden, dostavim k nému druhy).

Kdyz tedy nejsou spojeny, tak tam piiddm hranu. Vznikl mi minor (musi,
jsem hranové maximélni), tak to vypada takto:

V tom pifpadé tam ale byla jesté jedna komponenta, nebot Sedivy kus je
souvisly, nebyl by to 2-fez. Ta dalsi komponenta musi byt pfipojena na oba
modré vrcholy, proto misto zelené pfidané hrany muzu projit tamtudy.

Nyni, predpokladejme, ze graf neobsahuje K jako minor ale je alespon 4 ba-
revny. Udéldme ho hranové maximalni (pfiddvéni hran barevnost nesnizuje).
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Protoze ale jde ulepit z trojihelniki, tak to jde obarvit 3 barvami (kdykoliv
prilepim novy trojuhelnik, tak ma novy vrchol jen 2 sousedy, tedy ma volnou
barvu).

Pro pétku to plyne z véty o 4 barvach, Sestka uz je slavny vysledek.

Graf G je chorddlni, pokud neobsahuje indukovanou kruznici na alespon 4
vrcholech.

Tvrzeni 4 Necht G je chorddlni (souvisly, ne uplny) a V' je minimdlni (co
do inkluze) Tez. Potom G[V| je uplny graf.

Dikaz:
Viz georep. Kdyby chybéla hrana, najdu nejkratsi cesty mezi nespojenymi
vrcholy v rdmci kazdé komponenty, dohromady to tvoii kruznici bez chordy.

-]
Véta 13 Graf G je chorddlni < je prunikovy graf podstromi ve stromé.
Dikaz:
Viz georep.

-]

Lemma 8 (Hellyho vlastnost) Necht Ti,..., Ty jsou podstromy stromu
T a kazdé dva maji neprazdny pranik. Pak vSechny maji neprdzdny prunik.

Stromovd 3iTka tw(G) je takové nejmensi k takové, ze existuje chordélni
G’ takovy, ze G C G’ a velikost kliky w(G’) =k + 1.

Véta 14 Necht G je vlastni trida grafi uzaviend na minory. Pak existuje c
takové, 2e VG € G, |[E(G)| < c- |V(G)].

Véta 15 (Cornellova) Necht P je problém popsatelnsj pomoci monadické
lokigy druhého vddu a necht G je trida grafii omezené stromové §irky. Potom
existuje linedrni algoritmus, ktery rozhoduje problém P na této tridé.

Dukaz:
Méame MSOL formuli s z1,...,2z; a X1,...,X;. Mame rovnosti, nerovnosti,
prov8echnitka, existitka, inkluzitka. Hrany reprezentujeme jako dvojici.

Na kazdém uzlu si pamatujeme u formule:

29



e U proménné Ze bud byla, Ze teprve bude a nebo pokud je, tak jak4.

e U mnoziny jeji prunik s aktudlnim uzlem.
Toto je konstantné omezené. Jde to updatovat v konstantnim ¢ase pii pridani
vrcholu, pii odebrani, pii sliti stromeckda.
Udélame hezky stromovy rozklad, vrcholy jen druhu (z algograph, drobné

se lisf oproti tomu prednasenému):

e Listy jsou jednoprvkové.
e Jeden vrchol pfibyva, ma jednoho syna.
e Jeden vrchol ubyvé, mé jednoho syna.

e Vrcholy jsou stejné, ma pravé dva syny.

Prochézime odspodu. Na kazdém mame mnozinu v8ech prifazeni, co jesté
pripadaji v iivahu.

Pii odebrani vrcholu jen pfechdzi do ,uz bylo“ (nékteré se tim mohou
slou¢it), pfi pridani se zkusi pfidat do proménnych ,teprve bude ten novy
vrchol, tim se nageneruji nové, zkusi se, jestli jesté mohou platit, pokud ano,
nechaji se. U slévani musime kiizit pfitazeni. Z dvojice ptezije, pokud max.
v jednom synovi je ,uz byl“, v druhém ,,bude® (nebo oba teprve ,budou®),
nebo se prirazeni rovna.

V kofeni musi byt néco, co plati a uz nema zadné ,,bude*.

Je potteba najit linedrné velkou dekompozici, to ale jde v linedrnim case.

Pozorovani 2 Trida grafu stromové sirky < k je vlastni trida uzaviend na
minory.

Dikaz:
Mazat hrany a vrcholy je v pohodé. Kontrakce taky jdou.

(]
Véta 16 Pro kazdé k existuje algoritmus bézZici v linedrnim case, ktery pro
graf G bud wvrdti, Ze md moc velkou stromovou $iku, nebo nalezne hezkyj

stromovy rozklad dané Sirky.

Véta 17 (Maderova) Vn3d takové, Ze kazdy graf s minimdlnim stupném
0 obsahuje podrozdélent grafu K,.
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Dikaz:
Udéldme silngjsi tvrzeni. Necht H je souvisly s m hranami a G je graf s
minimalnim stupném 2", pak G obsahuje podrozdéleni H.

Indukci. Za¢neme H je strom. Potom 2™ > n. Najdu dokonce jako podgraf,
vzdycky mam jesté dostatek sousedu, ze kterych brat, muzu prosté hladoveé.

Déle mame H souvisly, neni strom. Tedy Je takové, ze H := H\FE je stéle
souvisly. Dale BUNO G je souvisly. Uvazme nejvétsi mnozinu vrcholu W
takovou, ze G [W] je souvisly a |[E(G/W)| > 2™~ |V(G/W)|. Mzu si za
W zvolit jeden vrchol, proto takové W urécité existuje. Necht G’ je podgraf
G indukovany vrcholy w takovymi, ze wgW a w md sousedy v W (okoli
mnoziny W). Tvrdime, Ze minimalni stupein G’ je alespon 2™~!.

Chyhjici

hrana

Takové W' obsahuje dle indukce H', ale chybi tam jedna hrana. Tu nahradim
cestou skrz v W, to je podrozdéleni této hrany.

Nyni dokazujeme, Ze minimdlni stupeni v G’ je alesponn 2™~ 1. Sporem, vez-
meme vrchol v, ktery ma malo sousedi, tedy nejvyse 21 —1. Vrazim takovy
vrchol do W. Tam m4 dostatek sousedu (protoze jich m& mélo tady). Od
néj ztratim malo hran, protoze tady jich ma malo. Upocita se, ze W nebylo
nejmensi.

Diusledek 3 Necht G je vlastni trida grafi uzaviend na minory. Potom
existuje co takové, Ze barevnost této tridy je nejvyse cg.

Dikaz:
Neobsahuje uplné grafy libovolné velikosti, existuje tedy néjaké ng takové,
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ze Ky, neni soucast G a tedy ani podrozdéleni a minimalni stupné jsou méné
nez dp, obarvime.

Diisledek 4 Necht G je vlastni trida grafi uzaviend na minory. Pak exis-
tuje konstanta dy takovd, Ze pocet hran je nejvyse dy - n.

Graf G je k-spojovany, pokud pro kazdé vrcholy uq,...,ug,v1,. ..,V exis-
tuje vrcholové disjunktni cesta mezi kazdou dvojici u;, v;.

Veéta 18 Vkdl takové, Ze kazdy l-souvisly graf je k-spojovany.

Dukaz:
3k

+2k
Vezmu l := §+2k = 2( 2 ) . Odstranim vsech 2k vrcholu u;, v;. Ten by-

tek obsahuje podrozdéleni K3y, je 2k-souvisly. Z toho 1ze odvodit, ze existuje
2k disjunktnich cest z kazdého odebraného vrcholu do toho K.

Vezmu takové, aby mimo to podrozdéleni bylo co nejméné hran. Musim najit
disjunktni cesty ze vSech 2k vrcholt do tohoto K3 a to tak, aby se jich moc
nepotkalo na jedné podrozdélené hrané.

Vezmu takové cesty, co maji co nejméné hran mimo to podrozdéleni. TODO:
UspoTit néjak to, Ze memaji nic spoleéného.

Cislo t(n,1) je pocet hran tiplného balancovaného I-partitniho grafu na n
vrcholech.

Véta 19 (Turanova) Pokud G je graf na n vrcholech s alespori t(n,l) 4+ 1
hranami, pak G obsahuje K;11 jako podgraf.

Dikaz:
Indukce podle n. Pokud je n < [, to ma < g ) hran, to obsahuje uplnak
(kazdy vrchol musi byt samostatné partita).

Necht n > [+ 1, G m4 alespon t(n,l) + 1 a neobsahuje K, 1. BUNO pridani
libovolné hrany vytvoii K; 1, tedy obsahuje K;. Utrhneme toto K, ale vyjde
nam, ze ma alespon t(n — [,1) + 1 hran. To se uindukuje.
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15 Semeredi regularity lemma

Mam bipartirtitni graf H s partitami A, B,|A| = |B|. Potom je e-reguldrni
pokud plati, ze VA" C A;B’ C B,|A'| > e |A|,|B'| > e-|B|. Potom

A B A,B . y Lo .. .
754,“’3,‘) — 6‘54“’3‘) < e. To e je pocet hran mezi dvéma mnozinami.

Véta 20 (Szeméredi regularity lemma)

Ve, moIMoy, no; VG, |V (G)| = n > no3 rozklad na Vo, Vi, ..., Vi, mg < m < M

Takové, Ze:
o Vo] <e-n
o Vil = Vo] =... = Vil

o Nejujse € - m? dvojic V;, Vi, 1 <1< j < m nend e-requldrnich

Lemma 9 (Removal lemma for triangles) Vey > 0309 > OVG plati ale-
spomi jedno z ndsledujicich:

o G obsahuje &y - n3 podgrafii izomorfnich s Ks.

e IF C E(G) takové, ze G\F neobsahuje trojihelnik a |F| < eq - n?.

Pozorovani 3 Necht A, B je e-requldrni bipartitni graf a jeho hustota je d.
Potom A obsahuje alesponi (1 — €) - |A| vrcholi stupné alespon (d — e) - |B|.

Dukaz:
Sporem, predpoklddejme, Zze mame hodné takovych malych vrcholt. Zvolim
B':=B,|A'| > e-|A] (A’ jsou ty malé vrcholy).

Dukaz:
Nastavim, ze € := €7/20 a mg := 20/¢p a ddm to do Vypadne Mg, ng.

Poté nastavim d¢ := {%, x} (x se spocitd).
0
Udélam regularity graf (kazda ¢dst mé vrchol, je hrana, pokud tam je alespon

tolik, jako je hustota hran a je e-regularni. Staci dokazovat pro vrcholy s
alespon ng vrcholy (jinak bud mam jeden trojihelnik, nebo ne).

Udélame H reguldrni graf pro G s rozkladem z 20 a hustotu p := 9. Pokud
H neobsahuje trojihelnik, pak do mnoziny F' ddme hrany, kde jeden vrchol
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je v Vi (odpadni), hrany uvnitf rozkladovych t¥id, hrany spojujici dvojice, co
nejsou e-regularni a hrany mezi fidkymi dvojicemi. To zajisti, ze hrany jsou
jen tam, kde hrany mame ted’, takZe ted uz zddné trojihelniky nemdme.

n2 - n? _ en?
m < mo 20

Hran ve Vp = € - n?. Uvniti jedné je to m - . Stejné bude i
odhad pro neregularni dvojice. Téch mélo hustych je < nzp%2 < #. To je
dostatecné malo.

Pokud H ma4 trojihelnik, zafixujme si ho. Kazda dvojice je e-regularni a
pocet hran mezi nimi je alepson p - V; - Vj.

Vezmeme podmnozinu W C V; takovou, ze kazdy vrchol m4 alespon p - |V}|
sousedt ve Vj a taktéz s Vi |[W| > (1 —2¢)-|V;|. Upocita se, ze ty kousky ve
Vj, Vi jsou alespoii €- |V}| a €-| V|, toto jsou podmnoziny e-reguldrni dvojice,
najde se tam dostatek hran.

Vyjde ze mame alespoii (1 — 2€)e3|V;||V;||Vi|. Odhadneme velikosti V' a do-
sadime do z.

Véta 21 (Szemerédiho)

VedngVX C1...np;|X|>no-edx,y,z;z+y =2

Véta 22 Méjme danou hustotu hran d, mdme k barev. Kolik nejvyse ruzngch
obarveni je mozné najit na grafu G s hustotou d? Hleddme tedy limitné, kolik
je n-td odmocnina z pocétu obarveni.

Toto je B(d, k) = @) kde § =S aqln|A|.

Dikaz:

Rozdélime na mnoziny indexované neprazdnymi podmnozinami barev, na-
cpeme uplindk, pokud jsou indexy disjunktni. Takze si mtuzu u kazdého vr-
cholu vybrat libovolnou barvu z indexu. Chceme mit relativni velikosti «;
mnozin, coz jsou nezaporné a dohromady daji 1, > «; - a; > d. Chci maxi-
malizovat [[n-«; (to odpovidd oné n-té mocning, které se zbavujeme). Tim
mame dolni odhad.

Na druhou stranu stac¢i najit spravné «, abych dokézal, Ze neni nejlepsi.
Vezmeme nekonecnou posloupnost rostoucich grafu.

Vyberu si dominantni typ, vezmu si ty barvy, co se objevuji casto.

TODO: Hmm, tady to chyb?
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Priklad 1:

Méme graf H. Kolik musi mit graf na n vrcholech, aby obsahoval H jako
podgraf? Budeme predpokladat, ze H neni strom (asi jen nezajimavé).

Urc¢ité muzu vzit x(H) — 1 partitni iplny graf, ten ho neobsahuje, takze
nestaci t(n, x(H) — 1)

®©

Véta 23 (Erdés-Stown) VHVy3ngvG;n = |V(G)| > ng, |[E(G)| > t(n, x(H)—
1) +yn?, potom G obsahuje H.

Dukaz:
ol

Vezmu d := 3-

Dale potiebuji, aby (d—e)™ —Ae > %dA, kde A je max. stupen v H. Zvolime
€ tak, aby to platilo a bylo mensi, nez d.

Zvolime m tak, aby 27—62—46—61—% >0am > x(H).

Potom na to pustime Semerediho Regularity Lemma a vrati M a ng s. Potom

dame ng > % a zaroven ng > ng s.
Déle mame e reguldrni rozdéleni na Vp, Vi,..., V, tak, ze m < n < My, |[Vo| <
e-n,|Vi| = ... =|V,|. Udéldme regularity graf s hrani¢ni hustotou d.

Bud obsahuje K, () nebo mé nejvyse t(m, x(H)—1) hran (a podle Turanovy
véty nastdva alespon jedna moznost).

H ma vrcholy w1, . . ., wg, uvazime jeho obarveni. Jako kandidatskou mnozinu
vrcholu w; barvy ¢ zvolime V. (kde to K, ) je na prvnich x(H) V vrcho-
lech). T¢é budu tikat Y;.

Dale budeme postupné urcovat vrcholy z kandidatskych mnozin. Budeme
mit invariant, Ze Y; pro neuréeny vrchol w; bude alespon (d — €)' - |V;|, kde
[ je pocet jiz zafixovanych sousedu.

Druhy invariant je, ze pokud mam dva vrcholy uréené, tak pokud byly v H
hranou, tak jsou i nyni.

Pokud w; je zafixovany a w; neni zafixovany, potom Y; obsahuje jen sousedy
ws.

Na zacatku to trividlné plati.

Necht jsou wy, ..., w, zafixované, fixuji wy41. Velikost Yy 11 je alespon (d —
€)® - |V1]. Nemohu pouzit < k — 1 vrcholil, které jsou jiz obsazené. A také
nemuzu pouzit nejvyse A -e-|Vi|, které maji mélo sousedu v kandidatskych
mnozindch nezafixovanych sousedil w4 1.
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Nyni je potieba dokazat, ze mi jesté néco zbylo. To je potieba upocitat z
predpokladt.
Druhy piipad je, ze K, () tam neni. Predpokladejme, ze |E(G) > t(m, x(H) — 1|.

Jednak miizeme mit az € - n? hran do odpadni mnoziny. Déle TODO: .

Priklad 2:

Ve > 03ngVA C 1...n,n > ng,|e- n|; A obsahuje aritmetickou posloupnost
délky 3.

Tohle se udéld pfes removal lemma pro trojihelniky. Udélame si 3-partitni
graf, o¢islované pomoci 1...3n (takze celkem 9n vrcholi). Spojim hranou
dva vrcholy sousednich partit, kdyz jejich rozdil je v A, ty krajni kdyz po-
lovina rozdilu je v A. Na aritmetické posloupnosti vidim trojihelnik.

Obsahuje n-|A| hranoveé disjunktnich trojihelniku. TakZze to m& moc trojihelniku/hran,
takze druhy pfipad removal lemma nenastane. Tedy m&ame trojuhelnika

hodné. Ale trojihelnikii tvaru z,x + a,z + 2a je jen 3n?. Proto existuje

i jiny trojuhelnik. Proto tam mam néjaka cisla a, b, “Ter v A. Mame tedy
aritmetickou posloupnost.

Diikaz regularity lemmatu:

Dukaz:
Budeme mit potencidl rozdéleni. Jemnéjsi rozdéleni bude vyssi a je to ¢islo
mezi 0 a 1. Vezmu ndhodné, potom postupné zlepsuji.

Potencial bude:

A pro celek:

q(Ar,.. . A =) (A Ap)

Pro nas rozklad to bude tak, ze Vj rozdrobnim na jednotlivé prvky, jinak je
to stejné.

Pokud rozdélim néco na dva kusy, tak to zustane alespon stejné.

e(A,B)2 e(A’,B)Q) e(A",B)2
AT S A A
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To se vykoukd z cauchy-swartzovy nerovnosti.

To, Ze je to do jednicky, to dokdzu z rozkladu na jednotlivé vrcholy.

Lemma 10 Pokud C, D mneni e-requldrni dvojice, potom je muzu rozdélit
kazdou na dvé mnoziny takové, Ze y q(C;, Dj) > q(C, D) + 64%.

Diikaz:
Hnusné rozepsani a roznasobeni. Poté cauchy-swartz. Potom z predpokladu,
ze |C1| > |C| a obdobné pro D dokézeme, zZe to vzroste dostatecné.

Lemma 11 ¢ < é, mdme rozdéleni V;, velikosti jsou stejné. Pokud nent
e-requldrni, potom existuje rozdéleni Vi takové, Ze: |V§| < |[Vo| + 5, m <

o . . R
m/ < m 4™, stejné velikosti, a potencidl vzroste alesporn o .

Toto uz stac¢i. Libovolné rozdélime na c¢asti V7, ..., Vmé, zbylé dam do V,
my > mg. Nyni pouzivdm predchozi lemma, dokud neni e-reguldrni. V
kazdém kroku mi potencial vzroste o konstantu. Takze pocet krokt je shora
omezen, pak uz to urc¢ité nesmi jit.

Dikaz:

Méam dostatek dvojic, co nejsou e-regularni. Pro kazdou dvojici pouziju
predchozi lemma. Jedno V; muze byt v mnoha dvojicich, tak ho rozdélime
vicekrat. To vytvori nové rozdéleni. To dostateéné zvedne potencidl.

Poté to nasekdm jesté hodné tak, aby byly stejné veliké (4%, kde [ jsou

puvodni velikosti) a co zbyde, to nacpu do odpadu.

16 Vybiravost

Definice viz barevnost.

Pozorovani 4 y < y;.

Pozorovani 5 Existuji grafy, kde je to ostré (napr. Ks33).

Tvrzeni 5 FEuxistuje rovinng graf s vybiravosti alespon 5. Na cvicend.
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Véta 24 (Thomasen) Kazdy rovinnyg graf je 5-vybiravy.

Dukaz:
DokéZeme silnéjsi: Necht G je souvisly graf vnofeny do roviny. Déle, necht
v1,...,V jsou vrcholy vnéjsi stény takové, ze v; a wvo jsou sousedni. Pro
kazdé pritazeni seznamu spliujici:

o [L(V)| = |L(Ve)| = 1, L(Vi) # L(Va),

o [L(V3)]...|L(Vi)| = 3.

o Vo e V(G)\{v1,...,u},|L(w)| =5.

Pak existuje L-obarveni.
Udélame to indukei podle po¢tu vrcholi.

Pokud nenf 2-souvisly, tak m4 artikulaci. Ta je bud’ venku, pak to rozstépim,
nékde zbydou piedbarvené, udélame z indukce. Ve druhé se mi pfedbarvi
vrchol, predbarvim jesté druhy a hotovo.

Kdyz Zije uvnitt, potom je to podobné, barvim prvné vnéjsek.
Nadale je vnéjsi sténa ohranicena kruznici C' := vy, ..., vg.
Kdyby méla chordu, tak ji muzu okolo té chordy pfestiihnout.

Nyni ndm tedy zbyla venku kruznice bez chord. Necht to napfed nenfi trojihelnik.
Odtrhneme v3 (prvni nepfedbarveny). Tomu zbyvaji az 2 nepouzité barvy,
a, 3. Od vsech jeho sousedu (kromé vg a v4) sebereme a, 8. Ty se dostanou
na vnéjsi sténu, staci jim tedy 3 barvy. Kdyz je to trojuhelnik, tak to jde
také, obdobné. vs jesté jedna barva nakonec zbude (v4 mohlo jednu sezrat).

Zagcatek indukce funguje kdekoliv pod 5 vrchold.

Orientace grafu bude pfifazeni néjakého sméru kazdé hrané.
Orientovany graf je jaderny, pokud kazdy jeho indukovany podgraf ma
jadro.

Jddro je takova nezavisla mnozina, do které vede hrana z kazdého jiného.

Lemma 12 Pokud G md jadernou orientaci s maximdlnim vystupnim stupném
nejvyse k — 1, pak G je k-vybiravy.

Dukaz:
Budeme dokazovat silngjsi, tedy ze mi budou stacit seznamy délky deg™ (v)+
1. Indukci podle poc¢tu vrcholi. Pro jednovrcholovy je ziejmé.
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Necht ~ je libovolnd barva vyskytujici se v n&jakém seznamu L(v). W
ozna¢im vSechny vrcholy, co maji v seznamu barvu «. Podgraf G [W] mé
jadro A. Vrcholim A pfifadim barvu =, odeber tyto vrcholy a v ze seznamu.

Véta 25 (Galvinova) Necht G je bipartitni graf. Potom jeho hranovd vybiravost
/ /
X=X =A.

Dikaz:
Nalezneme jadernou orientaci line-grafu s A~ = A(G) — 1.

Obarvime hrany puvodniho pomoci barev 1...A. V jedné partité zorientuji
hrany v line grafu od mensi barvy ke vétsi, v druhé partité naopak.

Je tfeba dokézat jadernost. Vezmeme indukei podle velikosti.

Vybereme kandidata — v levé partité si vybereme hranu s nejvétsim ¢islem.
Pokud je to nezavislé, tak méam jadro. Jednu ze zavislych odeberu (tu vétsi),
najdu jadro zbytku. To je jddrem i nasi mnoziny. Rozeberou se pripady.

17 Il,-uplnost

Problém je néco, kde mam vstup a ocekdvany vystup je ano/ne.

Problém P je ve tiidé P, pokud existuje polynomialné vycislitelny predikat
Q takovy, ze P(z) = Q(x).

Problém P je ve tiidé N P, pokud existuje polynomidlné vy¢islitelny predikét
Q@ a polynom ¢, P(z) = Jy, |y| < q(|z]); Q(x,y). Také se tomu Fikd ¥

co — NP je takovy, ze doplnék je NP. Riké se jim II;.

Problém P je ve tiidé Ilx, pokud existuje polynomidlné vy¢islitelny k+1-arni
predikat @ a polynom ¢ takovy, ze P(z) = Vy; < q(|z|)3...Q(z,y1,92,...)
(prosté se ty 3 a V se stiidaji).

Toto je vSechno v P — space.

Ttida rozhodovacich problému A, pak problém P € A je A-iplny, pokud
VP’ € A existuje polynomidlné vy¢cislitelnd funkce, ze Vo € 2*;2 € P/ &
f(z) eP.

Jeden z Ils uplnych problém je urceni, jestli:

m
€iy €ig €ig
Vei,...,2n3Tnt1, ..., Ton /\ (xil V'V, )
=1
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To 1ze dokazat zakédovanim Turingova stroje.

Véta 26 (Erdos,Rabin,Taylor) 3-Vybiravost bipartitnich grafi je a-uplny
problém.

Dikaz:

To, ze je ve tridé Il, je vidét.

Je potieba dokéazat i Ils-tézky. Prozatim si budu diktovat, jestli vrchol do-
stane seznam velikosti 2 nebo 3 (pozdéji prevedu vSechno na 3).

Budeme délat gadgety. Prvni nazveme polopropagdtor

2 3
- » ‘e
g1
Vstupnf Vystup!
2
»
' 3
L
:'—'—‘0 g
2 3

Kazdé pfedbarveni vstupu lze rozsitit. Vzdy barva zbyva.

Pro kazdé obarveni vystupu existuje nejvyse jedna barva, ktera je nekompa-
tibilni (kdyby se dala na vstup, tak by nesla rozsitit). To dokdzu rozborem
piipadu a tim, Ze Ko 3 je 2-vybiravy.

Existuji seznamy takové, ze existuje predbarveni vstupu, které je jedno-
znalné rozsiritelné (viz barvicky v obrézku).

Propagdtor vypada tak, ze nalepi dva polopropagatory za sebe.
Kazdé predbarveni vstupu lze rozsitit. Plyne z polopropagétoru.

Existuje nejvyse jedna barva vstupu, kterd je nekompatibilni s néjakou bar-
vou vystupu. To se udokazuje nakreslenim, které barvy jsou navzajem ne-
kompatibilni a rozborem piipadu.

Existuji seznamy takové, ze existuje predbarveni vstupu, ze jej lze jedno-
znacné rozsirit. Plyne z polopropagatoru.

Multipropagdtor je toto:
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4 2 Wstup 3
Sy

Kazdé predbarveni vstupu lze rozsitit. Z propagatoru.

Existuje nejvyse jedna barva vstupu, ze je nekompatibilni s néjakym predbarvenim
vystupu. Taky uargumentuju z propagétoru.

Existuji seznamy a predbarveni, ze lze jednoznaéné rozsitit. Z propagatoru.

Existik je toto:

/N

2

Piedbarveni z kazdé strany/vstupu (modry) lze rozsifit. Je vidét.

Provsechnik je toto:

/' 2 5
e —*/ "o
2% '2"’\0{

Existuji seznamy, Ze si jednu koncovou barvu vynutim (zelend v piikladu
nalevo).

Alespon jeden z koncu lze obarvit libovolnou jeho barvou. Je to ocividné
2-vybiravé. To, ze jeden zbude, jak chci, je tak, ze kdyz jeden je zakazany,
ur¢ité ma druhy povolené oboje.

Nyni jsem dostal formuli. Udélam si existiky pro existenéni proménné, provsechniky
pro provSechnové proménné. Na kazdé vystupy si povésim multipropagator.

Za kazdou klauzuli mam vrchol, spojim se spravnymi vystupy multypro-
pagatoru.
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Klauzule (kazda ma swilj wstup)

Toto je bipartitni. Kazdy gadget je bipartitni sdm o sobé. VSechny vystupy
z multipropagétoru jsou ve stejné (plyne z propagédtoru a u néj z polopro-
pagatoru), existik a provsechnik maji konce ve stejné, to jde pospojovat.

Vytvoiim polynomialné, to je vidét.

Predpokladejme, ze je formule nesplnitelna. Jxq, . .., x, takové, ze xpy1, ..., Top
nejdou doplnit, aby platilo. Vynutim si tedy vzdy jednu barvu na bud pozi-
tivnim (kdyz je false) nebo negativnim (true) konci provsechnika. Multipro-
pagatorum ddm vynucenou barvu (nad nimi). U existiku ddm vSude stejné
seznamy A, B. Na existika nastavim multiplikdtory takové, ze na jednom
vynuti barvy kdyz A, na druhém kdyz B (takze si to musi vybrat, ktery
konec vynuti). Klauzule dostane tu barvu, kterou ma na vynuceném konci,
pokud mé néco nevynucené, tak cokoliv (ta uz nekouse). Kdyby se to po-
vedlo obarvit, tak to znamena, ze kazda klauzule ma nevynuceny konecek,
potom ale muzu podle ni zvolit proménnou.

Pokud je splnéna, tak hledam obarveni. Multipropagator ma nejvyse jednu
$patnou barvu na vstupu, tak si zvolim tu kterd neni Spatné, rozsitim to pro
druhou stranu (tam moznd néco vynutim). Tim jsem navolil ohodnoceni u
provSechnitek, dostanu ohodnoceni u existitek, na nich si vyberu dobrou
barvu. A kazd4 klauzule je uz bud dobie obarvend, nebo musi vést do neo-
barveného (a rozsititelného) konce, a hura.

Nyni potiebuji nadélat seznamy délky 3. Vezmu 9 kopii téchto grafi. Potom
vezmu dva nové vrcholy, jeden spojim se vSemi 2 v jedné partité, k druhému z
druhé partity. Tém ddm barvy A, B, C, kazdé kopii doplnim jednu disjunktni
dvojici barev do seznamu. Pokud je obarvitelny ten puvodni, tak ty dva nové
dostanou libovolnou barvu. Pokud ale nesly obarvit, novym vyberu barvu a
jednu dvojici tim zabiju, tedy tomu zbyly jen ty puvodni 2 barvy a to neslo
obarvit.
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18 Ramseioviny

Budeme pracovat s abecedou A, |A| = t.
AF je mnozina slov délky k, ale také k-krychle nad A.
a=(ay,as,...,a;) € AF je k-fetézec.

Pridame hvézdicku — zolika. Pokud bude k-fetézec nazvan korenem, pokud
obsahuje alesponl jednu hvézdicku.

a(s) bude nahrazeni viechny hvézdicky znakem s.

Kdyz mame « koten, potom [, primka je mnozina prvku «(0), a(1), ..., a(t).

Véta 27 (Haywlet-Juwet) Vt,r € NIN = H(t,r) € N takové, Ze V obar-
veni x : AN — [r] ewistuje monochromatickd kombinatorickd primka.

Dikaz:
Indukci, zafixujeme r, podle t.

Pro t =1 je jednoduché, jednoprvkova krychle mé jednobarevny prvek.

i—1
Ej:l Nj+n

Nyni zvolime Ny := rt"| N; := r . H(t,r):=N:=>i=1"N,.

Sousedi jsou takové prvky, které jsou vSude stejné, jen jeden m4 na jednom
misté 0 a druhy 1.

Tvrzeni 6 3 posloupnost koreni 11,72, . .., T, nad AU{x} takové, Ze |1;| =
N; a x(7(a)) = x(7(b)) pro a,b sousedi a,b € A™.

18.1 Aplikace

Véta 28 (Vanclav Waerden) Vr,t € NIN = W (r,t) takové, Ze ¥ obar-
veni{1l... N} existuje monochromatickd aritmetickd posloupnost ot élenech.

Dukaz:
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