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1 Rezoluce

Tyka se vyrokové logiky.

Vyrokova logika ma dvé ¢asti. Syntax a sémantiku. Syntax jsou formule,
proménné, spojky a tak dale. Sémantika je ddna ohodnocenim (zobrazeni
z proménnych do mnoziny {0,1}). Kdyz mame formuli ¢, tak ndm staci
jen jeji proménné a umime ur¢it jeji hodnotu. Pokud je pravdiva, rikdme,
ze je splnéna v daném ohodnoceni. Formule je splnitelnd, pokud existuje
ohodnoceni, ve kterém je splnéna. Formule je tautologie, pokud je pravdiva
v kazdém ohodnoceni. ¢ je tautologije < —¢ je nesplnitelna.

Vyrokovy rezoluéni systém nebo rezoluce je systém, ktery slouzi k do-
kazovani formuli ve tvaru ,disjunkce konjunkei literdlu“, kde literaly jsou
proménné nebo jejich negace. Mame tedy DNF. Resolué¢ni systém je zalozen
na dukazu sporem. Negaci ji pfevedeme na CNF. Disjunkci literali budeme
fikat klauzule. Zavedeme pravidlo rezoluce. Mame klauzuli { Py, ..., Py, p;}
a{Q1,...,Qi, i}, z toho vyvodime { P, ..., P} U{Q1,...,Q;}. Postupné
dojdeme k prazdné klauzuli, ¢imz ziskame spor.

Toto pravidlo zachovava splnitelnost.

Obecny dukaz je posloupnost. Lépe se analyzuje dukaz stromovy — klauzule
se slévaji, az zbude jen kofen. Listy (puvodni klauzule) se mohou opakovat.
Existuji tautologie v DNF takové, Zze maji exponencidlné velké stromové
dukazy, ale polynomiélné velké linedrni — to opakovani muze nastat na vsech
hladinach, kopiruje se to moc.

Slozitost spliiovani v CNF je NP-tuplné, tautologie DNF coNP-tuplné. Hy-
potéza je, ze NP neni coNP, coz je silnéjsi, nez ze P neni stejné jako coNP. Z
této hypotézy plyne, ze zadny dukazovy systém pro DNF nemé& polynomialné
omezené dukazy.

Priklady, které vyzaduji exponencidlné velké dukazy v rezoluci:

e Suplikovy princip (PHP?!). Riké, Ze neexistuje prosté zobrazeni z
mnoziny 1...n+ 1 do 1...n. Ala Holubnikuv princip.

e G je neorientovany graf. Necht ¢ : V' — {0,1}, pocet 1 lichy. Potom
pro kazdé ohodnoceni hran e : E'— {0,1}. >, e # c(v)(mod2).

Dukazovy systém S se nazyva automatizovatelngj, pokud existuje algo-
ritmus A takovy, ze pro zadanou pravdivou formuli ¢ a danou mez m A
sestroji dukaz d délky < m v ¢ase polynomidlné omezeném m.

Véta 1 (Alechuvich, Rcetfov) Pro uréitou pravdépodobnou hypotézu H
plati. Je-li H pravdivd, potom obecnd automatizace neni obecné automatizo-
vatelnd. Stejné tak stromouvd.



1.1 Davis-Putmanova procedura

Slouzi k nalezeni spliiujiciho ohodnoceni, je az exponencialni, ale ofezava.

Méme klauzule C := {C},...,C,} a proménné pi,...,p,. Konstruujeme
linedrni strom zpusobem — necht v je kotfen. Zvolime v ném proménnou p;
a vétvime se podle toho, jestli dosadime 0 nebo 1.

Kdyz dosadime 0, vypustime vSechny klauzule obsahujici —p;. Z téch, které
obsahuji p; vypustime p;. Kdyz zbude C jako prazdné, oznacime toto ¢astecné
ohodnoceni jako spliiujici. Pokud se néktera klauzule zkrati na prazdnou,
pak tuto vétev ukoncime.

Kdyz dosadime 1, tak postupujeme dudlné.

Tvrzeni 1 Pokud existuje spliugjici ohodnocent, potom ji tato procedura na-
jde (vSechny).

Naopak, pokud neexistuje, pak jsou vsechny vétve uzavreny sporem a lze se-
strojit dukaz ve stromové resoluci stejné velikosti.

Dikaz:

Na kazdy list ddme klauzuli, ktera je nesplnénd. Dale jdeme zpét ke kofeni
a provadime rezoluci podle proménnych, podle kterych se vétvilo. Pokud to
nejde, vezmeme klauzuli, kterd neobsahuje literal s danou proménnou.

Dausledek 1 Stromovd (tudiz i obecnd) resoluce je uplnyg dukazovy systém
pro DNF, tj. pro koneénou nesplnitelnou mnoZinu klauzuli existuje stromovy
resoluéni dukaz sporu.

Véta 2 (Efektivni interpolace pro resoluci) Ezistuje efektivni algorit-
mus A, ktery pro dany dikaz sporu z mnoziny klauzuli ve specidlnim tvaru:

C=A{ei @) }ier Y{vg 0D}y

Kde p,q,7 jsou disjunktni mnoZiny proménnych a z daného ohodnocent a :
p — {0,1} sestroji dikaz sporu bud z pruni nebo druhé mmnoZiny v poly-
nomidlnim case.

Poznamka 1 Pokud je C nesplnitelnd, potom alespor jedna z téchto mnozin
nesplnitelnd.
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