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1 Sparse graphs

O grafech s konstantńı hustotou c, předpokládáme, že ji známe. Chceme
reprezentaci (umı́ zjistit, jestli jsou sousedńı, přidávat/odebrávat hrany).

Bude žrát O(m + n) paměti, O(c) na operaci na zjǐstěńı, insert za O(1),
delete O(c+ log n). Vše amortizované.

Dá se dokázat, že dá rozsekat na c část́ı hran, každá je vždy les.

Vezmeme kořeny tohoto, hrany ke kořeni – výstupńı stupeň je vždy max. c.
Ukládáme jen ten, který vyb́ıhá ven (tedy, jen u jednoho).

Definujeme ∆-orientaci (v́ıce, než c), že to zorientujeme takto. Když má
∆-orientaci, tak c ≤ 2∆.

Jak zjǐstěńı, tak delete je jednoduchý.

U insertu zkuśıme vrazit do jednoho. Když se vejde, OK, když ne, otoč́ıme
všechny hrany ven, propagujeme. To opakujeme.

Tohle neńı o mnoho horš́ı, než optimálńı. Představ́ıme si optimálńı s δ ≤
2∆ (tedy, má povoleno méně ven). Poč́ıtáme, kolik hran se lǐśı od tohoto
optimálńıho. Dokážeme, že reorientace sńıž́ı počet špatných.

Pokud máme vrchol s moc hranami, někde bĺızko je nějaký, který je menš́ı
(když budeme poč́ıtat, kam až se dostaneme po vrcholech, které maj́ı alespoň
maximum, tak za chv́ıli sežereme celý graf).

Existuje posloupnost, při které nejsou žádné reorientace při vkládáńı a max.
log δ

c
|V |.

2 Rank width of random graphs

Ranky přes ranky matic sousednosti mezi dvěma částmi grafu. Bere se mini-
mum přes všechny podstromy, z každého maximum přes odebranou hranu,
č́ımž se to rozděĺı na ty dvě části.

3 Treewidth reduction for separating problem

Chceme vytvářet nový graf s omezenou š́ı̌rkou se zachováńım nějakých vlast-
nost́ı.

Máme li A,B, S ⊆ V (G). Potom S odděluje A od B právě když na každé
cestě mezi A a B lež́ı vrchol S.

Lemma 1 Máme stromový rozklad grafu. Potom pr̊unik dvou uzl̊u odděluje
jejich zbytky od sebe. Odděluj́ı i celé zbytky strom̊u.
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Vyvážený oddělovač nějaké podmnožiny vrchol̊u je S, který to děĺı na
komponenty a je uvnitř každé maximálně polovina.

Lemma 2 Když je stromová š́ıřka G nejvýše k, potom ∀w ⊆ V (G) existuje
vyvážený oddělovač o max k + 1 vrcholech.

Lemma 3 Pokud je stromová š́ıřka > 3k, potom existuje w, |w| = 2k + 1,
která nemá vyvážený oddělovač.

Parametrizovaný problém je rozhodovaćı problém.

Fixed parameter tractable problém pokud existuje algoritmus, který umı́
rozhodnout kladně v čase f(k) · |X|c, kde k je parametr, X je vstup.

Věta 1 Máme-li označkovaný graf a chceme ověřit nějakou monadickou
vlastnost (je na to formule), potom je to linear time fixed tractable.

Tohle lze rozš́ı̌rit na grafy s omezenou stromovou š́ı̌rkou.

3.1 Minimálńı stabilńı s, t-řez

Dostaneme k, ptáme se, jestli je zde nezávislá množina této velikosti, co je
odděluje. Tohle je fixed parameter tractable.

Torzo – když máme podmnožinu vrchol̊u C a spoj́ıme je v novém grafu
hranou, pokud v originálu byly spojeny cestou, která měla vrcholy jen venku
z C (tedy, i př́ımo spojené hranou). Tohle zachovává separátory.

V fixed-parameter-tractable čase lze sestrojit graf, který zachovává všechny
separátory velikosti nejvýše k a bude mı́t stromovou š́ı̌rku max. k.

4 Hilbert̊uv 3. problém

Jde nasekat polygon na kouśıčky tak, aby šel přerovnat na jiný?

Věta 2 (Bolyai-Gerwien) Tohle jde v R2 vždy, když maj́ı stejný obsah.

Lemma 4 Vezmeme grupu G, pokud P,Q fundamentálńı regiony, potom P

jde převést na Q.

Prý to plyne z dlážděńı plochy jedńım.
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To použijeme tak, že natriangulujeme jeden, převedeme na rovnoběžńık, ten
na obdélńık, obdélńıky naskládáme na sebe a máme jeden velký obdélńık.
Ten druhý lze také.

Ne vždy to plat́ı v R3, např́ıklad pravidelný čtyřstěn neńı převoditelný na
krychli.

P je št’astný, pokud ∃ci ∈ Q+;
∑

i
ciγi = π.

Věta 3 (Brickardova podmı́nka) Pokud je to nešt’astné, neńı to kongru-
entńı s krychĺı.

Důkaz:
Nejdou spojit vedle sebe, protože nejdou nařezat na to, aby daly π. Hodně
technických rozbor̊u př́ıpad̊u.

-

4.1 Algebraický př́ıstup

Polytop je podobný sobě sama, pokud lze převést na několik (menš́ıch)
kopíı sebe sama.

Věta 4 (Sydlerovo kritérium) Polytop je zkrychlovatelný, pokud je po-
dobně sobě sama.

Dva zkrychlovatelné, tak jejich slepeńı je taky zkrychlovatelné.

Pokud A⊕B ∼= C ⊕D ∧B ∼= D ⇒ A ∼= C.

Věta 5 Tato kongruence má kontinuum tř́ıd (i pokud se smı́ zvěťsovat a
zmenšovat).

Přes ořezáváńı krychle.

Dlážděńı prostoru nazveme periodické, pokud existuj́ı 3 nezávislé vektory,
že to dlážděńı je invariant v̊uči těmto vektor̊um.

Pokud polytop dokáže vydláždit prostor periodicky, potom je zkrychlova-
telný.

5 Speciálńı teorie relativity

Daj́ı se dělat transformace časoprostoru. U světla má vycházet, že
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(ct′)2 −X ′2 = 0 ⇔ (ct)2 −X2 = 0

Zat́ımco třeba zvukové vlny se deformuj́ı při pohybu zdroje, světelné ne.

5.1 Aditivńı funkce

Chceme funkce, které ∀x, y ∈ R; g(x+ y) = g(x) + g(y). Když přidáme ještě
podmı́nku (např. g(π) = 0) a bude nenulová, potom to mı́t hustý graf – v
každém čtverci v rovině se vyskytuje bod grafu.

Dá se indukćı dokázat, že ∀q ∈ Q; g(q · x) = q · g(x). Tedy, na racionálńıch
násobćıch π je nula, někde jinde je nenula, tam tvoř́ı

”
děravou“ př́ımku.

Můžu pomoćı racionálńıho násobku π posunout.

Na reálná č́ısla jde koukat jako na vektorový prostor nad racionálńımy č́ısly.
Má nekonečnou dimenzi. Chceme naj́ıt takovou bázi, že každé reálné č́ıslo
má konečně mnoho nenulových koeficient̊u.

Když se vrát́ıme k fyzice, tak máme tu transformačńı funkci, která je adi-
tivńı. Z toho se odvod́ı, že f(q · x) = q · f(x). Chceme, aby to byla spojitá
funkce. To dohromady dává, že je to lineárńı funkce, tedy má matice L4×4,
tedy x′ = L · x.

Z toho vyvod́ıme, že transformace je kvadratická forma.

6 Extremálńı 0− 1 matice

Máme matice s 0 a 1. Ptáme se, jestli má podmatici takovou, že má jedničky
alespoň na nějakých předepsaných mı́stech (může mı́t i jiné).

Chceme zjistit, kolik jedniček tam ještě jde přidat, aby nebyla.

Např́ıklad t́ımto jdou reprezentovat bipartitńı matice. Tohle je zakázaný
podgraf.

Dá se t́ım poč́ıtat např́ıklad počet hran v grafu, když tam neńı žádný ekviva-
lentńı C4, nebo počet jednotkových vzdálenost́ı na konvexńı množině bod̊u.

7 Zasažeńı všech maximálńıch klik pomoćı stabilńıch

nahnutých nezávislých transversál

Lemma 5 Máme r-partitńı graf, skládaj́ıćı se z V1, V2, . . . , Vr. Nezávislá

transversála je množina, která je nezávislá a z každé části Vi vezme jeden.
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Pokud má graf max. stupeň ∆ a |Vi| ≥ 2∆, potom nezávislá transversála
existuje.

Lemma 6 Necht’ G je r-partitńı graf s částmi V1, . . . , Vr a k ∈ N. Pokud
každý vrchol z Vi má nejvýše min {k, |Vi| − k} soused̊u mimo množiny Vi,
pak existuje minimálńı transversála.

Když tam vrzneme ∆ jako k, tak z toho plyne to minulé.

Důkaz:

Lemma 7 Necht’ G je r-partitńı graf s nezávislou transversálou v G [V1 ∪ . . . ∪ Vr−1].
Dále w ∈ Vr takové, že neexistuje transversála v G obsahuj́ıćı w, existuje
totálně dominuj́ıćı množina v podgrafu G indukovaném partitami s neprázdným
pr̊unikem s Y taková, že X ∪Y , X,Y jsou nezávislé množiny, Y je částečná
transversála (pr̊unik s každou nejvýše 1) v G [V1 ∪ . . . ∪ Vr−1] a w ∈ X a
hrany z X do Y je sjednoceńı disjunktńıch hvězdiček.

Totálně dominuj́ıćı množina je taková, kde má každý vrchol souseda
uvnitř (včetně jej́ıch prvk̊u).

Důkaz:
Grafu G [V1 ∪ . . . ∪ Vr−1] budeme ř́ıkat G0.

Na začátku X1 := {w}, R1 := nezávislá transversála v G0 takové, že má
minimálńı pr̊unik s okoĺım w. Y1 := pr̊unik okoĺı w s R1.

Pokud něco neńı dominované, nazveme ten vrchol w2, pomoćı něj definujeme
X2 := {w,w2}, za R2 nezávislou transversálu takovou, že to bude rozš́ı̌reńı
okoĺı w a ze soused̊u w2 co nejméně. Potom definujeme Y2 := Y1 ∪ (R2 ∪
N(w2)) a dokážeme, že to naroste. Kdyby ne, tak dostaneme spor s volbou
R1.

Dále iterujeme.

Časem to muśı nar̊ust tak, že už nejde pokračovat, proto to muśı být správné
X a Y .

-

Podle indukce předpokládejme, že prvńıch r−1 má transversálu. Aplikujeme
pomocné lemma, dostaneme nějaké X,Y . Z nich dostaneme spor (moc velký
stupeň). Tedy, takové w nemůže existovat a tedy muśı existovat správná
transversála.

-
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Věta 6 Necht’ G je graf. Velikost jeho nejvěťśı kliky ω(G) > 2

3
(∆(G) + 1).

Potom existuje nezávislou množinu prot́ınaj́ıćı každou kliku velikosti ω(G).

Tohle je nejlepš́ı možný odkaz, pěticyklus, každý vrchol vyměńım za úplňák
na k vrcholech, to prodrátuju. V tomto už nejde naj́ıt nezávislou množinu.

Důkaz:

Tvrzeńı 1 Necht’ C1, . . . , Cm jsou kliky velikosti ω(G) v G. Na nich si
udělám pomocný graf, spoj́ım je hranou, pokud maj́ı neprázdný pr̊unik. Toto
mi umožńı rozdělit je na komponenty souvislosti na C1, . . . , Cn.

Věta 7 (Kostočka) Pokud G je graf, o kterém plat́ı ω(G) > 2

3
(∆(G)+ 1).
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Věta 8 (Hajnal)
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Pomoćı pr̊unik̊u uděláme partity Fi, najdeme si nezávislou transversálu. T́ım
jsem zasáhl všechny velké kliky.

Za k := 1

3
(ω(G) + 1).

Vezmeme vrchol v. Soused̊u má maximálně k, to se poodč́ıtá.

-
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