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1 Metrické prostory

Casto se pouziva metricky N-rozmérny euklidovsky prostor.
P je neprazdnd mnozina, p : P x P — (0, 00)

Ve,y € Pip(x,y) >0,p(z,y) =0=>z=y
Va,y € Pip(x,y) = p(y,x)
Va,y,z € Pip(z,2) < p(z,y) +p(y,2)

p se poté nazyva metrika a usporadané dvojici (P, p) metricky pro-
stor.

1.1 Piiklady

— Maximova

— Manhatonska




— Pafizska metrika - na stejné ptimce do pocatku - ptimo vzdélenost,
jinak vzdalenost do pocatku a z néj zase tam.

PVz,y€ Pip(r,y)=1ez£ypry=0cz=y

P =C({a,b))
spojité funkce
— Supremalni
sup |f : 2z — y
(a,b)

b
/ F(6) - g (0)

1.2 Oteviené a uzaviené

Otevfend koule se stiedem v bodu x € P o poloméru € < RT je mnoZina

B (z,¢) ={y € P;p(z,y) < ¢} Uzaviena koule je totéz, jen je tam < e.
Otevirend mmnozina G je takova, kde Vg € G;3e € RT; B (g,¢) C G.

Uzaviend mnoZina je takova, jejiz doplnék je oteviend mnozina.
Oteviené a uzaviené intervaly pasuji na oboje.

Vlastnosti otevienych a uzavienych mnozin:

e (), P je zaroven oteviend i uzaviena.

e ay;a € I je oteviend = Ugcray je oteviena.

Obdobneé prunik a uzaviené.

Prunik kone¢né mnoziny mnozin otevienych je oteviend.
e Obdobné sjednoceni a uzaviené.

Dukaz z definice a toho, jak funguje sjednoceni/prunik.
Oteviend koule je kdekoliv oteviend mnozina.

1.3 Konvergence posloupnosti v metrickém prostoru

Necht {A; € P}. Pokud Ve € RT3i € NVA; ;>4;p (L, Aj) < €, pak posloup-
nost konverguje k L.

M C P. Vnitrek mnoZiny M, znateno M°, je sjednocenim vSech
otevienych podmnozin M. Uzdvér mnoZiny M, znaceno M, je prunik
vSech uzavienych nadmnozin M.



F C P je uzaviena, & V{A;} C F;lim{A;} =z e P=z€cF.
Dikaz:

e Mnozina je uzaviend - doplnék je otevieny. Kdyby x¢F, tedy lezi v
dopliiku a proto v doplinku musi lezet i néjaka koule - spor s limitou.

e G je doplnék F. Predpokladejme
Jr € GV: e RYB (z,2) ¢FNB (2,L) = {z,} »z,2, € F=> 1z €F.

TODO: zpracovat

(P, p),(Q,0) jsou metrické prostory a f : P — @ je spojité, pokud
VX=B(rePecRNIY =B(f(r)eQ,0eR);aec X = fla)eY.x
je hromadng bodem mnoziny M, jestlize V6 € Rt je mnozina B (z,6) —
{z} UM #10

Limita lze odvodit ze spojitosti a prstencového okoli. M C P. Bod
mnoziny x € M je izolovany, pokud Je € RTB (z,¢) N M = {z}.

x € P je hromadny bod M pokud Ve € RT (B (x,€) — {z})N # 0.

x € M je vnitrng bod, jestlize 3¢ € RT; B(x,€) C M

x € P je hraniéni bod mnoziny M, jestlize lezi v rozdilu uzavéru a
vnitfku mnoziny M.

TODO: spojitost a limita

Haineho véta:
(P, p),(Q,0) metrické prostory, zobrazeni f : P — . Nasledujici tvrzeni
jsou ekvivalentni.

e f je spojita.
o V{z,} € Pizy, =z = f(zn) = f(z)

TODO: Dikaz utlouct z definice.

Charakterizace spojitych zobrazeni:
(P, p), (Q,0) metrické prostory, f : P — @ spojité na mnoziné P. Nésledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

e f je spojité na prostoru P.
e Pro kazdé oteviené G C @ je f~! (G) oteviens nad P.
e Pro kazdé uzaviené G C Q je f~! (G) uzaviens nad P.

Drtkaz:
Druhé a tieti se na sebe dé bez problému prevadét.

Méjme oteviené G, z € G, f~1(z) € G~!. Mame tedy néjaké okoli
B(z,¢€) a dle spojitosti k tomu né&jaké okoli B(f~!(x),d), to se ale zobrazi
do tamté.



Kdyz opac¢né, tak to plati skoro piimo.

Spojitost spojitého zobrazeni:
(P,p),(Q,0),(T,7) metrické prostory, f : P — @Q,g9 : @ — T spojita
zobrazeni. g - f je spojité.

TODO: Sestavtit dikaz - od prava, pro kaZdou kouli vpravo existuje
néjakd uprostted a pro kaZdou uprostted existuje né€jakd vlevo

2 Funkce vice proménnych

Pouzijeme R™ a metriky bud euklidovskou, maximovou nebo manhatonskou,
jsou navzajem ekvivalentni.

Obvyklé limity a spojitosti:
Soucet, ndsobek, rozdil funkce se vuci limité a spojitosti chovd normalné.
Pokud obor hodnot je R, pak i ndsobek a podil.

2.1 Projekce
2.1.1 II;
I := [z, 22, ..., Tp] = ;.
TODO: Dukal limity a spojitosti - z definice
2.1.2 Linearni zobrazeni

Prendsobenim vektoru matici.

2.2 Parciadlni derivace a totalni diferencial

f:R™ - R;z € R T € R Rikdme, ze f mé derivaci v bodé x a sméru
v, pokud existuje

L fG) = f )

t—0 t

a pak je jeji hodnota pravé toto ¢islo.

Pokud budeme za v vezmeme j-ty kanonicky vektor. Pak to nazyvame
j-tou parcidlni derivaci.

f:R" - R,a €R" fmav bodé a totdlni diferencidl df (a), jestlize
existuje linedrni zobrazeni fl : R™ — R takové: f(a+ h) = f(a) + fl(h) +
w(h), kde limp_,gw(h) = 0. Totédlni diferencidl je potom takovéto linedrni
zobrazeni. (Tedy, at to fiznu smérem jakkoliv, vzdycky dostanu jako derivaci
tu piimku, kterou dostanu fiznutim toho diferencidlu). Pozndmka:

Jestlize existuje totélni diferencidl v x — B (z,¢) C Df.
Pieformulovéani: 3L = df(x),u : B(0) — R, u(0) = 0,Vh € B(0),h #

0,u(h) = f(x+h)_‘£‘(x)_L(h) a je spojitd v pocatku.




Spojitost:
Necht 3df (z). Pak f je v bodé x spojitd. Prevedeme na derivaci v libovolném
Smeéru.

Totalni diferencial a derivace ve sméru:
Kdyz si vyberu smeér, tak derivaci dostanu jako to, co vypadne z fiznutého
diferencidlu timto smeérem, tedy df(x)(v). (Pozn.—mnemusi existovat dife-
rencidl, aby existovala derivace v néjakém sméru).
Zvolme tedy néjaky (nenulovy) smér v € R™. TODO: Dikaz se utlule
dosazenim definice derivace ve smé€ru a totdlniho diferencidlu.
Disledek:
Po urceni derivaci ve sméru pro kanonické vektory ziskdvame totalni dife-
rencial.
Vektoru parcidlnich derivaci fikdme gradient a znacime jej Vf(z) =

[%(:r), ol %] a pokud existuji vSechny, pak médme kandiddta na totalnf

diferencidl (jesté nemusi existovat).

Véta o stifedni hodnoté:

Predpoklddejme, ze funkce f mé na B(a) parcidlni derivace. Zvolme x €
n d

B(a) Pak 3¢1,&,.,&n € B(a);f(2) — fla) = 2Ly g5 (&) (i — ai).

Dukaz:

Vi=1,...,n;9) = f(a1,...,a0i—1,t,Tix1,..., %)

Tedy, nasekam ty body tak, ze vzdy ménim jen jednu soufadnici a pak
pouziji lagrangovu vétu o stfedni hodnoté pro funkci jedné proménné (na
kazdém tom zubu se méni jen jedna soufadnice — funkce jedné proménné).

Existence diferencialu a spojitost parcialnich derivaci:
TODO: Neni tahle w&da 3patn&? Néjak mi nesedi... Necht f mi v z
spojité parcidlni derivace. Pak existuje Dy(x).

Vezmeme f(z+h). RozepiSe se to pomoci véty o stiedni hodnoté, odecte
se diferencidl a dokaze se, ze se limiti k nule.

Teénd nadrovina ke grafu funkce f v bodé [z, f (x)]. Vektor kolmy k
této roviné se nazyva normdla.

Parcidlni derivace vyssich tada se délaji derivovanim téch parcidlnich
derivaci nizsich fadu (muze byt podle jinych proménnych, nez ta minuld).

Véta o zameénosti parcialnich derivaci:

- (12 . . s s . d d .
Piedpokldddme, ze f ma na B(a) parcidlni derivace 7=, 1. Necht déle
oo df? g dy? . Lo
existuje a0, je spojita, pak Eldxidx]- a ma hodnotu té minulé.

Véta totalniho diferencialu slozeného zobrazeni:

f:R" 5 R™ g:R™ - RF



Poznédmka:
Zobrazeni do R" lze chapat jako n-tici funkci.

Nechf mé f na x € R"™ totdlni diferencidl reprezentovdn matici A™*™,
g mé v y := f(x) totdlni diferencidl reprezentovin matici B**™ Slozené
zobrazeni ¢ - f ma v bodé x totalni diferencidl reprezentovan matici C**" =
B - A. Poznamka:
Plyne z toho véta o derivaci slozené funkce. TODO: Dikaz pfTes dosazent
téch zbytkovych funkc?, museji jit k nule
Parcialni derivace slozeného zobrazeni:
f : R® —» R™ m4 parcialni derivace dd—i(x), g : R™ — R* m§ parcialni
derivace jTgi( f(x)). Pak existuje parcialni derivace %(m).

Jednoduse se z toho udélame funkei jediné proménné (v tom jednom
sméru) a z toho je to trividlni.

Poznamka:
Predpokladejme, ze f : R™ — R m4 spojité parcidlni derivace druhého fadu
na oteviené mnoziné G C R". Pak diferencidl druhého tadu je zobrazeni
@ f(a): -y GL(ahihj,a € G.

Lze provést totéz, jako s Taylorem—piesnéjsi odhady pomoci vyssich
Fadu derivaci.
La-Grangetv tvar zbytku:
G C R™ oteviend mnozina, a € G, k € N, f méa spojité derivace k + 1-ho
fadu na G.

Usecka (a,a+h) = {x € R%z =a+th;t € (0,1)} je soucdst G. Pak
€€ (0,1) tak, ze f(a+h) = fla) + X0y go(@)ha + o Yo7y g oo F

1 n dk+1f
(k+1)! zk1,kk+1 dridzs...drgq (CL + gh)hl cet hk+1

3 Implicitni funkce

O implicitni funkci:

F : R? — R spliujici nésledujici:
e Fl(a,b) # 0.

e [ ma spojité parcidlni derivace az do néjaké hodnoty k € N.

. ‘fi—i(a,b) £ 0.

Pak 3§ > 0;A > 0;Vz € B(a,0)3dy € B(y,A) tak, ze F(x,y) = 0.
(Riké, 7e kdyz méam néjakou implicitni formuli, tieba 22 + y?> = 0, tak na
kazdém bodu najdu néjaké okoli, kde to jde popsat jako y = cosi). Oznacime-
liy = f(z), mé f spojité derivace na okoli a az do k-tého fadu. TODO: Néjak
zpracovatl to, co je jen na fotkdch



3.1 Extrémy funkci vice proménnych

Poznédmka:
Protoze potfebujeme uspoiradéani, budou to realné funkce.

Rekneme, ze funkce f nabyvé v néjakém bodé a € M C Dy svého
mazima na mnoziné M@, pokud Va € M; f(x) < f(a) Rekneme, Ze funkce
f nabyva v néjakém bodé a € M ostrého maxima na mnoziné M, pokud
Vo € M —{a}; f(z) < f(a).

Obdobné pro minima. Minimum nebo maximum nazyvame extrém.

f ma v bodé a € M lokdlni mazimum, pokud Je € R*Vz € M N
B(a,e€); f(x) < f(a). Obdobné ostrd maxima, minima,. . ..

Nutna podminka prvniho fadu:
Predpokladejme, ze funkce f nabyvé v a lokalni extrém. Déle pfedpokladejme,
ze existuje néjaka derivace ve sméru. Ta je poté rovnd nule.

Dtikaz ptes to, ze je to jen derivace funkce jedné proménné.

Nutnad podminka druhého radu:
Dale, druha derivace je nenulova. Opét z funkei jedné proménné.

Meéjme B™*™ matici. Matice je pozitivné definitni, jestlize pro kazdé h
0 je jeji kvadratickd forma kladna. Je pozitivné semidefinitni, jestlize pro
kazdé h je jeji kvadratickd forma nezapornd. Je negativné definitni, jestlize
...je zapornd, obdobné negativné semidefinitni. Je indefinitni, jestlize neni
ani jedno z predchoziho. ¢ je stacionarni bod funkce f, jestlize vSechny
parcidlni derivace jsou rovny nule.

Nutnd podminka pro lokalni extrém druhého fadu:
Predpokladejme, ze f ma v bodé a lokalni minimum a predpokladame, ze ma
na néjakém okoli druhé spojité derivace. Matice je pozitivné semidefinitni.

Lemma:
A je pozitivné definitnf < 3o € RTVh € R*; " - A - h > |h|* Dikaz:
< ziejmé plati. Opacné dokazeme sporem.

Postacujici podminka lokalniho extrému:
Ma spojité derivace druhého Fadu, gradient je roven 0 a Hasselova matice je
pozitivné definitni = f mé ostré lokdln{ minimum.

Kdyz je Hasselova matice negativné definitni = ostré lokalni maximum.

3.2 Vazané extrémy

Hleddame extrém, ktery spliuje néjakou podminku (tedy vazbu). Rozlisime
na dva ptipady:

e Ty co lezi uvniti takové mnoziny. Pak je to i lokalni extrém.
e Lezi na okraji.

Pokud lezi na okraji, tak lze prevést na funkci o méné proménnych.



O Lagrangerovych multiplikatorech pro jednu vazbu:

Mém funkce f, g : R” — R*. M je mnozina nulovych bodu funkce g. ¢ € M.
f,g maji spojité parcidlni derivace v okoli ¢ a f ma v ¢ lokdlni extrém
vzhledem k mnoziné M. Gradient g v ¢ neni roven nule. Existuje jediné A,
ze gradient f je ndsobkem gradientu g.

3.3 Kompaktni mnoziny v metrickém prostoru

Méjme metricky prostor P a podmnozinu K C P. K je kompaktnt, pokud
pro kazdou posloupnost {k, € K} existuje vybrand podposloupnost {ky,},
kterd konverguje k néjakému k € K.

Poznamka:
Kazda kompaktni mnozina je uzaviena. Ziejmé.

Pozndmka:
Pro kazdou konvergentni posloupnost z K, kterd konverguje k néjakému k,
ke K.

Pozndmka:
Pokud mam kompaktni K a uzavienou U C K. Pak U je také kompaktni.
Lze dokazat z definice — protoze U je podmnozina kompaktni, musi existo-
vat vybrand konvergentni podposloupnost. A kazdé posloupnost z U, ktera
konverguje musi konvergovat k nétemu z U, protoze je uzaviena.

Méjme mnozinu M. Rikdme, ze M je omezend, pokud Jc € P,3e €
RT: M C B (c,e€).

Pozndmka:
Na vybéru stiedu koule nezdalezi, pokud existuje néjaky, na libovolny jiny se
to da prevést zvétSenim poloméru.

Omezena kompaktni mnozina:
Méjme K kompaktni. Potom je K omezen4.

Dukaz:
Sporem. Vezmu néjaky stied a postupné beru body ve vzdalenosti 1,2, 3,4, .. ..
7 této posloupnosti vezmu limitu, coz je néjaké X. Jeho vzdélenost je urcité
konec¢né, ale posloupnost vzdalenosti limit{ k co, coz je ve sporu se spojitosti
vzdalenosti.

Uzaviena a omezena:
Kazda uzaviena a omezend mnozina je kompaktni.

Diukaz:
Pokud je omezend, pak ji zavieme do krychle o hrané 2a se stifedem v pocatku
(pro néjaké a).

Takové krychle je kartézsky soucin intervalu (—a,a). Takovy interval je
kompaktni, kdyZ beru postupné kazdy index zvlast, tak lze dokézat, ze i ta
krychle je kompaktni, indukce podle poc¢tu indexu.



Tato mnozina je uzaviend a je podmnozina kompaktni mnoziny, proto
na ni aplikujeme minulou vétu.

O kompaktnim obrazu:
f:(Pp) — (Q,0); K C P kompaktni, f spojité na K. f(K) je kompaktni.

Dikaz:

7 kazdé posloupnost i z K vybereme konvergentni posloupnost, kterd ma
limitu k£ € K. Kdyz vezmu obrazy této posloupnosti, tak dle hayneho véty
konverguji k obrazu k.

Spojita realna funkce na kompaktni mnoziné:
Méjme metricky prostor (P, p), K kompaktni mnozinu a f : K — R spojité
na K. Potom je f na K omezené a pro K # () nabyvd maxima a minima.

Dukaz:
Obraz je kompaktni mnozina, proto je omezena.

Obraz je neprazdnd a omezend, proto ma supremum. Vezmu posloupnost
bodu ¢im dél tim blize k supremu, coz muzu — ta funkce je spojitd — musi
jit k supremu. A protoze je kompaktni, tak musi to supremum obsahovat.

Méjme metricky prostor (P, p) a (Q,0), M C P, f: M — Q@ je stej-
nomeérné spojitda, pokud plati, ze:

Ve € RY35 € RV, y € M;p(z,y) <6 = o(f(z), f(y) <e¢

O spojitych a stejnomérné spojitych zobrazenich na kompaktnich
mnoZzinach:

(P, p), (Q, o) metrické prostory, K C P kompaktni, f : K — @ je spojité na
K. Pak je také stejnomérné spojité.

Dikaz:
Sporem.

Méjme metricky prostor (P, p). Rekneme, zZe je tiplngj, pokud kazda Cau-
chyovska posloupnost tohoto prostoru ma limitu.

TODO: Doplnit, né€jak to dnes neddvam

4 Obycejné diferencialni rovnice

Funkcionalni rovnice, kde je nejen rovnice ale i jeji derivace.

Pokud tam je nejvyse k-ta derivace té funkce, fikdme, Ze takova rovnice
je k-tého tadu.

Nemusi mit jednoznacné FeSeni.

Méjme otevienou mnozinu Q C R**1, f: Q — R f je spojitd. Dife-
rencidlni rovnice prvniho tddu je y' = f(t,y).

Déle méame pocdteéni podminku ilohy, tedy né&jaky bod z €. Pak
hleddme takové Feseni (takovou funkei), které spliuje tuto podminku.



Funkce y fesi tuto rovnici na néjakém intervalu (a, ), jestli:

Vit e (a,B) : [t y(t)] € Q
vt e (o, f)Y (1) eR

vt € (o, B); f/(t) = f(t,y(t))

y je mazximdlni feseni, jestlize y je feSeni na I a Yy na J takové, ze

dto EIﬂJ/\y(to) :j](to) =JCl.

Peanova véta:

[+ Q — R" spojitd, bod [tg,y°] € 2,35 € RT arovnicey : (tg — &,%0 + &) —
R™, kterd fesf tu rovnici na tomto intervalu, pak y(to) = y°.

f:Q — R™ f splnuje lokalné Lipschitzovu podminku na mnoziné €2
vzhledem k proménné y, jestlize plati, V [to,yo] € QEIB([to,yO]) C Qa
3L e R¥Y[t,y], [t 9] € B([to,y°]);|f(t.y) — fF(t. P < L- |y — 7.
Pozndmka:

f ma spojité parcidlni derivace vzhledem k y na 2 = f spliuje lokalni
Lipschitzovu podminku.

5 Vicerozmérny integral

5.1 Velikost mnoziny

Udélame funkci, co je nad mnozinou 1 a jinde 0. Riemanuv integrél se pii
tom chova Spatné.
Zadefinujeme vnéjsi miru.

A (M) := inf {Zvoli,M C U}

i€l

I je néjakad mnozina kvadr.
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