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1 Uvod

Intuitivni teorie mnozin méla problémy — spory. Chce to tedy zavést teorii
prvniho radu, kterd je bezespornd. Kdyby byla i iplnéa, tak by to bylo jesté
lepsi.

Kdyz byla aritmetika s +, -, tak se nedalo rozhodnout, jestli tam néjaka véta
patfi, nebo ne. Kdyz tam bylo jen +, tak rozhodnutelnost dokazat §la.

Godel dokézal, ze rozumnd teorie (pokud ma néco ,uziteéného*), tak v ni
nelze dokazat bezespornost. A je také nerozhodnutelnd.
2 Turingovy stroje

M4 nekoneénou pasku, na kazdé bunce jeden z koneéné mnoha znakt, vnitini
stav z koneéné mnoha stavi, rozhoduje o zméné stavu, posunu a zapisu.

Obvykle se zapisuje jako pétice T = (A, Q, 9,7, F).

e A je vngjsi abeceda

e () je vnitini abeceda

0:(Q—-F)x{AU{A}} = {-1,0,1} x {AU {A}} prechodova funkece,

je v ni zaddn program

q pocatecni stav

I koncové stavy

Existuji i jiné modifikace (konecné, A soucast abecedy, etc).

Konfiguraci zapisuji obvykle jako UgqsV, kde U, V jsou kusy pied a za
¢teci hlavou (které obsahuji vse ,zajimavé“ — prazdno do nekoneéna muzu
zahodit), ¢ je stav a s je ¢teci hlava.

Turingtv stroj umi v zasadé vSechno, ale programovat ho je slozité. Proto
lze vytvorit nékteré operace:

e Skladani — pustim dva stroje ,,za sebou*

e Vétveni — jeden méa dva koncové stavy, za jeden povésim jeden dalsi
stroj, za druhy dalsi.

e Jde pospojovat i cyklus.



2.1 Modifikace

Moznost nepovolit mu zustat na misté — je stejné silny, muzu popojit tam
a zase zpét.

Pokud se muzu pohybovat jen jednim smérem, degraduje to na koneény
automat.

Pokud bude péska jen na jednu stranu, tak muzu zmergovat na liché/sudé,
nebo kartézky soucin abecedy (a udélat ji dvoustopou).

Kdyz zavedu omezovace — okraje — umi poznat, kde koné¢i, musi se posouvat.

Omezeni ¢innosti — kdyz mu povolim udélat jen dvé véci zaroven, tak mu to
staci. Dokonce staci, kdyz bude smét délat jen jednu véc. Neni jednoduché
dokazat.

Omezeni na pocet pismen — staci dvé ruznd (A, 1) — budu kédovat sekvence.

Mit jen jeden aktivni stav nesta¢i — neni se dle ¢eho rozhodnout. Jsou
potieba alespon dva aktivni stavy.

Univerzalni turinguv stroj — bere kromé vstupu také program, ten interpre-
tuje. Budeme tvrdit, ze se programy podminéné rovnaji, pokud se zastavuji
v obou piipadech stejné a kdyz se zastavi, daji stejné vysledky. Musim si
pamatovat stavy, prechazet a prohledavat program. Ponékud pomalé.

2.2 Slozitost

Obvykle se uvazuje prostorova a casova. Na pocitani slozitosti se hodi,
protoze je to jednoduchy model.

Muzeme uvazovat vice péasek, ¢imz se to zrychli. Poc¢ita se, ze slozitost je
alespon délka vstupu, ale u prostorové to tak neni — pocita se jedna vstupni
paska (jen pro ¢teni) a jedna prepisovatelna péska.

2.3 Univerzalni turingav stroj

Existuje univerzalni turingtv stroj, tj. takovy, ktery dokaze simulovat libo-
volny jiny. Jeho vstupem je puvodni vstup (piekédovany do jeho abecedy) a
program puvodniho stroje. Ma pasku, kde mé vstup, kod stroje, ohraniceni
a oddélovace a odkladaci misto (na stav, aktudlné piectené policko, etc). Na
vstupu si oznacuji misto vstupu, kde je zrovna hlava.

Je potieba vsechno kopirovat po bitu a pobihat, resp. hledat instrukce a
podobné.



2.4 Halting problém

Méme dany program a data. Ptame se, jestli se zastavi. Neni algoritmicky
rozhodnutelny — neexistuje turingtiv stroj, ktery se vzdy zastavi a rozhodne.
Pouziji kantorovu diagonalni metodu. Predpokladejme, ze mame takovy pro-
gram. Vezmeme ho jako ¢islo, tedy musi umét byt vstupem sama sebe.

Funkce ¢ : N¥ — N je turingovsky vyéislitelnd, jestli existuje turingtv
stroj, ktery ji vycisluje. Nezalezi na kédovani éisel.

3 Primitivné, ¢astecné rekurzivni funkce

Ptistup, ktery zvolil Goedel. Ve funkciondlnim pfistupu abstrahuje od im-
plementace, nezajimame se o to, jak se to déld. M4 to induktivni charakter.
Méme axiomy a odvozovaci pravidla.

Mame 3 druhy zdkladnich funkeci:

e Nulova funkce (o(x) = 0).
e Naslednik )S(z) =z +1).

e Projekce (I (x1, xa, ..., 2n) = ;).
Dale mame odvozovaci pravidla:

e Operator substituce — nahradi proménnou za funkci.

e Operdator primitivni rekurze R,(f,g), kde f md n — 1 proménnych,
g ma n + 1 proménnych. h(0,zo,...,x,) = f(x2,...,2,) a h(y +
Lxo,...xn) = g(y,h(y,x2,...,2,)). Tedy, médme inicializaci (f) a
krok.

e Operdtor minimalizace M, (f), f m& n+1 proménnych. h(z1,...,z,) =
(f(x1y...yxn,2) =0) AV) < zf(x1,...,2pn,7) <> 0.

Toto je ve vSech rozumnych jazycich jednoduse implementovatelné.

Ttida primitivné rekurzivnich funkci je tiida obsahujici zdkladni funkce a je
uzaviena na prvni dva operatory.

Castecné rekurzivni funkce jsou uzaviené i na tieti operator.
Obecné rekurzivni funkce musi byt definované vsude.
Tyto funkce — z jejich odvozeni — lze implementovat.

Odvozeni funkce je posloupnost funkei, z nichz kazda je bud primitivni,
nebo vzniké z pfedchozi pomoci povolenych operatorii. Samoziejmé je potieba



pridat i kterou zdkladni, nebo z kterych pfedchozich se tvori, etc. Posledni
je ta funkce. Odvozeni hraje roli programu.

Primitivné rekurzivni funkce jsou vSude definované a efektivné vycislitelné
— idukci dle slozitosti formule.

Tvrzeni 1 Primitivné rekurzivni jsou vlastni podmnozZinou obecngjch rekur-
zivnich a ty jsou vlastni podmmnozZinou ¢dastecnich rekurzivnich funkct.

Dikaz:
Neostré inkluze jsou ziejmé vidét.

Ackermanova funkce patii do obecné rekurzivnich, ale neni primitivné re-
kurzivni — for cyklus na ni nestaci.

Priklad 1:

Soucet je primitivni rekurzivni funkce. Sta¢i pouzit operator primitivni re-
kurze.

®©

Primitivni rekurzivni funkce jsou pravé vSechny funkce, které jsou naprogra-
movatelné v programovacim jazyce s pomoci for cyklu. To, ze ackermanova
funkce neni primitivné rekurzivni je ziejmé z toho, ze nam nestaci konecné
mnoho vnofenych for-cykli.

Mnozina M je rekurzivni, pokud xps (charakteristickd funkce) je obecné
rekurzivni. Tedy, jsou to pravé algoritmicky rozhodnutelné mnoziny.

Predikaty (vlastnosti, podminky) — lze ztotoznit s mnozinami.

Tvrzeni 2 Spojky virokového poctu zachovdvagi rekurzivitu (libovolnou) pre-
dikdtu. Stejné tak omezend kvantifikace.

4 Relativni vycislitelnost

Mame turinguv stroj s orakulem, ¥ika jestli néco je v mnoziné B — vzdy se
zeptd, dostane odpovéd.

Také jde tict tak, ze se smi zeptat uzivatele na ano/ne.

Lze definovat jako pridani dalsi funkce C'g, coz bude charakteristicka funkce
mnoziny B.



B-obecné rekurzivni funkce a tak podobné, jsou definované obvyklym zptsobem.
Jsou ekvivalentni. Funkce jdou simulevat pomoci ordkula na TS.

Opaéné, mame pevné dany program, udélame vypoctovy strom, podle od-
povédi. To muze mit koneéné i nekoneéné vétve. Zajimaji nas konéici vypocty.
Budeme to prohlizet do sitky, kdykoliv bude koneéna vétev, tak ji vygene-
ruji.

V téch konecnych se muze zeptat jen na konetné mnoho véci (to je kom-
paktnost vypoctu). Téch, kterych konéi, je rekurzivné spocetné.

4.1 Castecné rekurzivni funkcional

Je rekurzivné spocetna ® mnozina trojic typu (o, z,y) takova, ze (o, x,y) a
<01,:c,y2> (kde o je zacétek o), potom y = yl.

o je kus orakula potiebny pro vypocet, x je vstup, y je vystup. Kdyz uz se
to rozhodlo, tak to nesmi ménit nazor.

Definujeme, ze ®(0)(z) 2 y < (o, x,y) € P.

Muzu ¢ aplikovat na mnozinu, ziskdm funkci (®(B) je funkce). Numerace
casteéné rekurzivnich funkcionala. Muzu oc¢islovat programy.

Existuje primitivné rekurzivni funkee (regularizacni), ze W,y € W,, W)

je ¢asteéné rekurzivni funkce. A W, ¢astetné rekurzivni funkciondl, potom

W, =Wp(z).

Véta 1 Ezistuji primitivné rekurzioni funkce Sy, takové, 7e ®,(B) (1, ..., Tm, Y1 - ..
Oz (B) (Y1, - - -, Ym). Tedy, je to zachdzeni s programy bez zdvislosti na
vStupU.

Operace skoku = relativizovany halting problem. D& se to udélat tplné
stejné, jako halting problem. Lze to iterovat.

Vlastnosti:
o A’ je A-rekurzivné spocetna.
o A’ neni A-rekurzivni.

B <y A’ & B je A-rekurzivné spocetna.

A je B-rekurzivné spocetnd a B <; C, potom A je C-rekurzivné
spocetnd.

A je limitné vy¢islitelnd, pokud néjakou dobu preyslime a rozhodujeme, jestli
tam prvek je, nebo neni a nakonec se to stabilizuje.
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