Seminar grafovych algoritmu
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1 Minimalni kostry

Predpokladejme, ze mame multigraf, vadhy hran se daji porovnavat a jsou
navzajem ruzné. Z toho plyne, ze ma pravé jednu minimélni kostru mst(G).
Déle predpokladejme, ze je souvisly.

1.1 Znaceni

Necht T je strom a u, v jsou vrcholy. Pak T'[u,v] je cesta stromem mezi nimi.
Necht e = (u,v) € E, pak T[e] = T[u,v]. Hrany této cesty jsou pokryté
hranou e.

Hrana e je T-lehkd < 3¢’ € T'e]; w(e) > w(e’). Hrana je T-tézkd < Ve' €
Tle]; w(e) < w(e).

Hrany e € T nejsou ani lehké ani tézké, zbylé musi byt pravé jedno z toho.
Pozorovani 1 Pokud je e T-lehkd, pak T # mst(G).

Véta 1 Kostra T C G = mst(G) < A T-lehkd hrana.

1.2 Zakladni poznatky

Lemma 1 (Modré) Necht C je fez grafu G. Nejlehéi hrana toho vezu €
mst(G)

Lemma 2 (Cervené) Nechf C je cyklus v G. Nejtézsi hrana e € C¢mst(G).

Silnéjsi verze: je to ekvivalence.

Lemma 3 (Kontrakéni) Pokud najdu hranu leZici v minimdlni kostre,
tu zkontrahuji najdu zbytek a rozkontrahuju, tak mdm minimdlni kostru
puvodniho grafu.

TODO: Odvodit z pTedchozich

Méjme f. : G—e — g/e prirozenou projekci. Pokud e € mst(G) — mst(G) =
f~Y(mst(G/e)) +e.

1.3 Zakladni algoritmy

Algoritmus 1 (Kontrahujici boruvkuv):

Najdu pro kazdy vrchol a najdu nejmensi hranu z kazdého. To mi vytvorii
komponenty, ty zkontrahuji a pokracuji.



V kazdé fazi se pocet vrcholu snizi alespon 2-, dokazu fazi provést v case
O(m;). Vyhazeni paralelnich hran stihnu v linedrnim ¢ase (prihrddkoveé je
setfidim a jsou u sebe).

Z toho by §lo odhadnout O(m - logn) nebo O(n?).

Pokud dokazeme omezit hustotu grafu i mezi kontrakcemi, tak je linearni.
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1.4 Verifikace minimalni kostry

Chceme zjistit, jestli kostra je minimalni a pokud ne, tak najit vSechny 7-
lehké hrany.

Algoritmus 2 (Komlésuv):

Umi to na linedrné mnoho porovnani, sdm linedrni byt nemusi.

Tedy, chceme najit vSechny lehké hrany (z toho uz se pozna, ze je kostra
minimdlni). Pokazdé ndm sta¢i najit nejtézsi pokrytou hranu e a tu s tim
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Pti hledani by se hodilo, aby ten strom byl néjak rozumé vyvazeny. Zkon-
struujeme ,,boruvkovy kei“ — spusti boruvkuv algoritmus na kostru. Zajima
nas posloupnost mezivysledku (dobéhne to linedrné, je rovinny). Stavim
strom, ktery popisuje, jak se spojuji komponenty. Dolu ddm puvodni vr-
choly, vyssi patra jsou ty komponenty, hrany jsou ohodnoceny tim, kterou
hranou se to spojovalo. Pokracuji, nez mi zbude jeden vrchol.

Tento strom je hluboky maximalné B(T) = [logn]. Kazdy vrchol stromu
v € B(T) odpovidé néjaké komponenté C(v) vzniklé béhem boruvkova al-
goritmu.
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B(T)[z,y]

Diikaz:

P :=T[x,y],h = (a,b) nejtézsi na P. P' := B(T)[z,y],h’ = (d’,V) nejtézsi
na P’. Chceme dokézat, ze w(h) = w(h').

Nejdiive dokdzu, ze ' € P;w(l’) = w(h) = w(h) < w(h'). V boruvkovém

cvvs

a € C(vg),b € C(vp). Alespon jedna z hran z u dolu je puvodni h, tedy méa

’

stejnou vahu. BUNO je to (u,v,).

Nyni je tieba dokézat, Ze je na P’. Pravé jeden z vrcholu x,y lezi v kompo-
nenté C(v,). Dokdzeme sporem. Kdyby to neplatilo — tak tam bud’ lez{ oba,



tak h neni na této cesté, protoze celd cesta je v C(v,). Nebo by tam nelezel
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vybrat tuhle hranu naposled z té cesty a tudiz jeden musel v té komponenté
byl.

Nyn{ si vezméme libovolnou (u,v) € P’. Necht u je horn{ konec. Tato hrana
lezi na cesté mezi x,y v boruvkové keri, x lezi pod v. Tedy, vede hrana ¢
ven z C'(v) na cesté mezi  a y na 7. A tuto hranu jsem si nevybral, vybral
jsem si tuhle, tedy w(u,v) < w(q).

Budu pocitat cesty jen zvrchu dolu a spojovat je dohromady v téchto vrcho-
lech.
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Pro hranu e nadefinujeme )., coZ je mnozina vSech dotazu, které obsahuji
jako seznam, setiidény podle hloubek. Bez duplicit. P. je seznam, jenz pro
kazdy vrsek v € T, si pamatuje maximalni vahu na cesté do dolniho vrcholu
e.

Tohle prohleddvam do hloubky a pamatuji si, do kterého vrcholu jsme dosli
(y), posledni hranu (e) a T, a P.. Prosté spo¢itdm ty maxima cest. Hod{
se primalovat §fopku nad kofen. Potom pro vSechny hrany (yz) (potomky),
zavolat rekurzivné. Potfebuji prepocitat 1" a P. Odec¢tu vSechny co skoncily
nebo odbodcily, pfiddm vsechny, co maji horni hranu (yz). Kazda dalsi cesta
je zkracenim nékteré predchozi, takze maxima se jen snizuji. Proto mi staci
jednou projit P, pulenim intervalu a odtamtud’ to pfepisu. Zavoldm rekur-
zivné.

Lemma 5 Pro predzpracovany strom na n vrcholech a q dotazi algoritmus
provede O(n + q) porovndni.

Dikaz:

Ocislujeme hladiny. Necht n; je pocet vrcholu v i-té hladiné. Strom je alespon
bindrni, tedy n; < Z;. ¢; bude pocet porovnani pri zpracovani hran mezi i1
a i-tou hladinou.
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Logaritmus je konkavni, tedy muzu:

+n

< ni+nilogd ,

n;

qg+n
+

n
= n;+n;-log n; - log —
n

(1

Je potieba to poscitat. Pry trochu analyzy a nehezkého pocitani.
o

V bortvkovi potfebujeme profezavat hrany. Dosdhneme toho takto: obcas si
vybereme podgraf, tomu najdeme kostru. Hrany tézké k této urcité nebudou
ve vysledku.

Lemma 6 (Karkerovo vzorkovaci) Je-li H podgraf G vznikly vzorkovdanim
hran (vezmu vSechny vrcholy, u kazdé hrany si hodim minct, jestli ji beru)
s pravdépodobnosti p a T je minimdiIni kostra H, pak pocet hran z G, které
nezahodime bude maly vzhledem k poctu vrcholu — v prumeéru %.

Dikaz:

Do kostry se mi dostane max. n — 1 hran. Kdyz uz jsem n — 1 pfijal (hézet
muzu jen kdyz priddvam do kostry), zbytek zahazuji. Nehdzim za hrany
(kdybych bral tfeba kruskala), které uz zbyly na konci, tedy hézim jen pro
ty, které nejsou T-tézké.

Algoritmus 3 (Karger-Klein-Tarjan):

e Odstranime izolované vrcholy, pokud nic nezbylo, kon¢ime.
e Provedeme 2 kroky kontrahujictho borivky.

e Vybereme vzorkovanim H C G.

e Vybereme T rekurzivné.

e Vyhéazeme T-tézké hrany.

e Zavolame se rekurzivné.

e Nakonec doplnime to, co vyhazel boruvka.
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Lemma 7 Slozitost v nejhorsim pripadé je O(min(n®, m -logn)).

TODO: Proof

Véta 2 Prumérné je to linedrni.

Dukaz:

Rozdélim strom rekurze na ,,levé cesty “ — nékde za¢nu a jdu jen doleva. Tim
pokryju cely graf. Kazdé leva cesta ma malo hran, u toho udokazuji, ze to
probéhne linearné s velikosti vrsku. Prava za néco visi, tam mam vzdycky
dostatecné mélo hran.

2 Perzistence

Muze byt:
e Césteénd — muzu priddvat na konec, ptat se na libovolnou verzi.
e Plnd — muzu se vratit do minulosti, dé se vétvit.
e Stokova — da se i slivat.

Vyuziva se napf. ve funkcionalnich jazycich, dvourozmérné geometrické tlohy.

V kazdém vrcholu (feknéme stromu) si potfebuji navic pamatovat tabulku
»zmeén“, obcas se narodi novy vrchol, do néj nacpu zmény z tabulky.

3 Softheap

Je to halda, ktera muze podvadét. Obcas smi néktery prvek zménit. Na to
ma ale omezeni:

e Hodnotu prvku smi jen zvétsit, nikoliv zmensit. P¥i vystupu se da
urcit, jestli byl poskozen a kolik byl puvodné (ale prosté prohazuje
poradi).

e M4 parametr ¢ nékde mezi 0 a 0.5 a zarucuje, ze bude poskozenych
zaroven max. € - n prvku (ale n je pocet prvku, které tam byly kdy
vloZeny, ne kolik jich je tam ted.



Kazda operace pobézi v amortizovaném ¢ase O(log %)

Operace:

e Insert
e Delete-Min
o Merge

e Explode (O(n)) — vybere viechno z haldy a fekne, které byly ponicené

3.1 Aplikace

Algoritmus 4 (k-ty nejmensi):

Vytvoirim softheap s € = % Nacpu v8echno, vyberu tfetinu prvku. Posledni,
ktery vytdhnu (jeho poni¢enou hodnotu) ozna¢im x. To je > vSem piedchoze
vytazenym puvodnim hodnotam. Stejné tak je < alespon tietiné prvka (max
% jich je ponicenych). To se zvladne v linedrnim case.

Pouzijeme x jako pivota a zjistime, kolik jich je mozné vyhodit. Vyhodi se
alespon % prvku, zrekurzenim dojdeme k vysledku v linedrnim case.

3.2 Softtree

Bindrni strom (nemusi byt dplny), kazdy vrchol ma obousmérny spojik
prvki, které bydli v tomto vrcholu. V klidovém stavu jsou seznamy v levych
synech prazdné.

Vrcholy jsou ¢erné a bilé, bilé jsou levi.

Dalsi hodnota je idici kli¢ vrcholu. To je prvni prvek seznamu, pokud je
neprazdny. Pokud je prazdny, tak je bud oo, nebo zistane nastaveny z
doby, kdy byl nastaveny.

M4 haldové usporadani podle téchto klica.

Dale je rank(v), ktery spliuje, ze listy maji 0, otec ma vétsi, nez oba synové.
Ranky obou synt budou stejné.

Ve stromu ranku k£ ma leva cesta minimélné % vrcholt.

Kazdy vnitini vrchol mé praveé dva syny.

Strom je uplny, pravé kdyz rozdily ranku je 1.



Pozorovani 2 KazZdy strom lze vnorit do néjakého uplného se stejnym ran-
kem v koteni.

Rank stromu bude rank jeho kofene. Obdobné s kli¢cem.

Pozorovani 3 Uplngj strom ranku k md 2571 — 1 vrcholii, z éehoz 2F je
cerngch.

3.2.1 Operace se stromy

e Merge — dostane dva stromy se stejnym rankem a vytvoii jeden strom,
jehoz rank bude o 1 vétsi. Seznam z kofene jednoho stromu pfesune do
kofene nového, druhy jen zavési (ten s mensim klicem). Kli¢ novému
bilému nechame stejny.

e Dismantle — pokud z kofene vyzereme vSechny prvky, neni potieba.
Proto zrusi levou (zcela prazdnou) cestu. Vznikne < k stromu ruznych
ranku.

3.3 Struktura haldy

Halda obsahuje obousmérny spojak, ve kterém jsou zapojené stromy v potadi
ostfe rostoucich ranku. Z toho plyne, Ze nejsou dva stromy stejného ranku.
Nejmensi je hlava, nejvétsi ocas.

Déle si pamatuji suffixovd minima kli¢u. Tedy, kazdy si pamatuje nejmensiho
z nasledniku.

Nakonec mame jesté néjaky parametr r, sudé celé ¢islo, zavisi na e.

Rank haldy je rank ocasu, kli¢ haldy také.
3.4 Operace

3.4.1 Merge

Smim slévat jen, pokud mam stejné r.

Slévéni stromu udélam podobné jako u séitani bindrnich ¢isel, prochdzenim
od nejmensich a slucovani, pokud jsou stejné. Prepocitani sufixovych minim
zvladnu priuchodem zpéatky odtamtud, kde jsem skonéil.

3.4.2 Insert

Vyrobi se jednoprvkova halda a mergne se.



3.4.3 DeleteMin

Najde strom s minimalnim kli¢em a z kofene od konce prvek odebere.

Pokud se vypréazdnil, zavoldme naplnéni. Jesté pfedtim zkontroluji invariant,
ze je strom dost hluboky.

Nakonec se prepocitaji minima. Prepocitava se doleva od tohoto vrcholu.
Na toto pottebuji, aby platil invariant o hloubce stromu.

Pokud invariant neplatil, udéldm dismantle a mergnu to do haldy. Napted
potfebuji jesté prepocitat sufixova minima.

3.4.4 Refill

Funguje rekurzivné na levych synech. Tam je taky prazdno, necham ho se-
hnat data. Mam data v obou. Vyberu mensi, vezmu si ho a zaridim, aby
bylo nalevo prazdno.

Pokud nedostanu data, tak kli¢ je nekone¢no. Takové vétev je moznd smazat.
Tom muzu vymazat sebe a na své misto dat pravého.

V dolnich patrech (nizsich nez r) uz nic neslévam. V téch vyssich, pokud
rank(v) > r a rank(v) lichy nebo rank(v) > rank(p)+ 1, pak zavolam jesté
jeden refill na levém a spojim si seznamy, kli¢ vezmu ten vétsi.

Nakonec, pokud nejsou zadna data, pak promazavam.

3.5 Analyza

Délame odhad k r, coz je parametr piesnosti a n, coz je celkovy pocet insertu.

rank(v) -| 7%

Lemma 8 Yollist(v)| < max(1,2[~ 2 172)

Dukaz:

Jediné, co déld neptijemnosti, je refill ([3.424). Bud piesouvd do vrcholu s
vétsim rankem, coz je v poradku, ale nékdy vola dvakrat. V takovém pripadé
je tam mezera alespon 2, tedy se exponent zvétsi max. o 1, tedy zdvojnésobi.

Nyni chceme odhadnout celkovou délku seznamu v hornich hladinach (tam,
kde muzou byt delsi, nez 1). Ale nezndme presné tvary stromu, proto je
vnoiime do uplnych.

Lemma 9 Uplné stromy ke véem stromum v haldé obsahuji nejuyse n éernych
vrcholil.
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Dikaz:
Merge a insert jsou v pohodé.

Delete v pohodg, jediné, co néco déld, je refill, ale on muze jen ¢erné vrcholy
mazat.

Lemma 10 ljplny’ strom ranku k obsahuje nejuyse 287712 poskozengjch prokii.

Dukaz:

Pocet vrcholt ranku i = 2F — 4.

k
Yo qust()] < Y 2kteafalTa
v, |list(v)|>1 i=r+1
k
— ok—3+a 972
1=r+1
L e
>0
< 2k—r 4

Disledek 1 Uplny’ strom md 2F Gerngjch vrcholi, tedy pocet poskozengjch je
< 2277 Gerngjch.

Celkem tedy pres viechny pocet poskozenych < mn -2%27T".

3.6 Nastaveni r

€ Z 22—’/‘
loge > 2—1r
—loge < r—2

1

r > 2+log-

€

Dale jsme ho chtéli sudé.
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3.6.1 Casova slozitost

Napfted pocitame s tim, ze insert stoji amortizované O(r).
Zbytek se vzdy néjak natctuje.

Napred vezmeme merge. Ten jednak slévd, vyfizuje pienosy a nakonec
pocitd suffixovd minima. Explicitni (napf. pfi inzertu) bude trvat O(1),
indukovany (z dismantle) O(rank(T)). U pfenosu ubyvaji stromy, tedy se
naictuje bud insertu nebo dismantlu. Slévan{ stoji O(min(rank(T}), rank(T3))).
Kdyby vsechny merge byly explicitni, tak si sestrojime les mergt. Vzdy se
dvé haldy slouc¢i dohromady, slucuji z jednoprvkovych hald. Poprohazujeme
syny tak, aby pravy mél mensi rank. Tedy to stoji rank pravého syna, ktery

je rovna jeho hloubce. Rozlozime pfes vsechny syny. Pocet pravych synu s
rankem k£ < 5. Na pravych hranéch se lisi alespon o 1, na levych se hnout
nemusi.

Kdyz mam vic vrcholu stejného ranku, tak ho zkomprimuji do jediného.
Timto zptisobem uz to urcité plati. Natctovano je Y v i =n-) 5 = 2-n.

Celkové cena vsech neindukovanych mergu je O(n).

Nyni vratime indukované merge. Ale v tomto lese je nebudeme mit. Tim
nékdy muze snizit ranky ,nahofe“, ale to jen pomuze. Sami sebe zaplati.

Refill v té presné ¢dsti stravi nejvice O(r). V horni ¢ésti to celkové vyjde
O(n) na celou dobu. Pfi ndvstévé vrcholu muzeme mazat (ale kazdy vrchol
max. 1x), nékdy rekurze 2x, nékdy 1x. Slévam pfi tom seznamy, ale ty se
rozeberou az nahote. Slit{ dohromady je O(n), neb strom slévani je bindrni.
Kdyz rekurzime jen jednou, tak je jen jeden nad sebou.

Delete vyndava prvky ze seznamu, ale to je nezajimavé. Déle kontroluje
invariant. Pokud plati, tak potom tam projde jesté refill, takze to nevadi.
Netspésna se nauctuje dismantlu.

Kdyz doslo k dismantlu, tak ma moc kratkou levou cestu. V horni poloviné
cesty alespon jeden rank chybi (je jich tam moc mélo). Tedy chybi strom
ranku alespon % Tedy chybi dostatek prvku. Sice jsem mohl nauctovat jed-
nomu prvku vice dismanli, ale jen pro ruzné ranky, tedy to celkem vyjde

jen O(n).
Prepocitani suffixt je jen po cesté sem, s tim ale pomuze rankovy invariant.
4 Pointer machine

Pointer machine ma néjaké datové buniky, uvnitf je pevné stanoveny pocet
polozek na ukazatele a na data.

Déle méa konstantni pocet registrii na ukazatele a symboly.
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D4 se pristupovat v registrech, jednak k hodnotach, na které ukazuji registry.
Umim kopirovat ukazatele a data, funkce na datech, podminéné skoky.

V zékladni verzi je symbolu koneéné mnoho (mnoho algoritmu porusuje,
potiebuji ¢isla). Rozsifend verze umi pracovat i s pfirozenymi ¢isly.

Dalsi moznost je porovndvat ukazatele, vznikaji stale vétsi a vétsi (ukazatel
je timestamp).

Funkcionalni verze nesmi modifikovat butiky, jen nastavit pfi vytvéafeni.

4.1 Simulace

Pointer Machine 1ze simulovat na RAM s konstantnim zpomalenim.

RAM Ize simulovat na Ponter Machine lze tak, Zze si pamatujeme ¢isla jako
spojaky a pamét jako trii. Aritmetiku dokéZu simulovat linedrné, piistup k
paméti s logaritmickym zpomalenim.

Sfika slova je néjaké w, takze slozitost O(T(n) - log T'(n) - w?).

4.2 Algoritmy

Neékteré algoritmy jsou pfimo stavéné na pointer machine, napt. softheap.
Jediné co, potfebuji ¢isla na ranky. Na né utvoiim spojak, prvni je nula,
druhy jedna, etc. Porovnat lze porovndnim pointeru (pokud je mame, jinak
linedrné). U softheapu si dokonce muzeme dovolit to zaplatit.

4.3 Prihradkové tridéni
Cisla nejsou ¢isla, ale spojaky, tak si kazdy pamatuje ukazatel, kam patii.

Piipadné si muze kazdy pamatovat svy ukazatel (napi. ve vrcholu).

U grafu bylo napf. potieba normovat dvojice vrcholu, aby ¢ < j. To nejde
udélat konstantné. Ale jde to udélat davkové pro vsechny v linearnim case,
prihradkovym tiidéni.

Ne vzdy je potieba ttidit, ale jen slucovat k sobé, pak neni potieba udrzet
je setfidéné a sta¢i mi mit seznam ,neprazdnych“.

Véta 3 Posloupnost n k-tic nad A-prvkovou abecedou lze unifikovat v ¢ase
O(kn) po inicializaci v ¢ase O(A) (Inicializace je vyrobeni spojdku klici).

4.3.1 Retézce

Rozttidi se napied podle délek a poté jako k-tice.
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Véta 4 Posloupnost fetézci si, ..., Sy, nad A-prvkovou abecedou lze unifi-
kovat v case O(>_; si + 1) po inicializaci v case O(A).

4.4 Testovani isomorfizmu c¢asu

Naprted si v§imnéme, ze staci zakorenéné stromy. Potfebuji najit odpovidajici
kofeny — najdu centrum, coz je jeden nebo dva vrcholy. Vyzkousim obé
moznosti (v nejhorsim piipadé).

Isomorfizmus zakofenénych stromu si zobecnime na les. Chceme najit ekvi-
valence na podstromech.

Vrcholum ptifadime vygky. Budu je postupné trhat a piitazovat fazi, kdy
jsem je utrhnul.

Vim, ze podstromy s ruznymi vyskami nejsou isomorfni. Ve vysce < 1 jsou
jen jedna moznost, tedy jsou ekvivalentni a prifadim jim t¥idu.

Necht tedy jsme v néjaké vysce a véechny mensi jsou jiz spocitané. Kazdy si
Ize reprezentovat jako d-tici podstromu. Ty lze setfidit a potom zunifikovat.

Vsechny unifikace zvladneme linearné. Celkova inicializace je také linedrné,
nebot abeceda (t¥idy ekvivalence) je max. n stromi. Trochu problém je
setfidit jednotlivé fetézce, podle dvojice hodnota-pozice, poté se znovu po-
stavi.

4.5 Union-Find

Jediny problém je s ranky. Lze zafidit na porovnavani ukazatelu.

4.6 Cell-probe model

Je pamét s logn velkymi slovy. Jediné véci, které se pocitaji do sloZitosti
jsou pristupy do paméti.

Casto se pouziva na dolni odhady ¢asové slozitosti.

4.7 Ackermanova funkce

A(z,0) = 0
Az, 1) = 2
A(.’B,y) = A(w_ 17A(xay_ 1))

Roste rychle (velmi). Jednoparametrovou lze definovat jako diagondlu.
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Moznych inverzich je spoustu. Prvni je nekoneénd posloupnost funkei, A;(n)
je inverze i-tého fadku. Tedy min {y|A(i,y) > logn}.

a(n) je diagondlni inverze, tedy min {x|A(z) > logn}. Roste jesté pomaleji,
nez vSechny .

m
a(m,n) := min {JJ|A (x,él {—-D > logn}
n
Pozorovani 4 Pri zafizovdni n je nejvétsi pro m = n.

Pozorovani 5
a(m,n) < a(n+1)

Dikaz:
a(m.n) < afnn)
Az, 4) = Az —1,A(z,3) > Alz—-1l,z—-1)=A(x—-1)
(-]
Pozorovani 6 Pro pevné i, kdyz m > n - \i(n), pak a(m,n) < i.
Dukaz:
Az, 4-[2]) > Az, 4 Ni(n)) > A(z, Ai(n)) > logn
To urcité nastane pro = > i.
(-]

4.8 Nejnizsi spolecny predek
Pro union-find plati, Ze m > n operaci na n-prvkové struktuie trva O(n +
m-a(m,n)).

Nyni, n bude velikost stromu (pocet vrcholi) a m := n+ #dotazu. Ja si tyto
dotazy piiddm jako hrany. BUNO neni multigraf (stejné dotazy dokazeme
sjednotit na jednu hranu).

Algoritmus 5 (Pomaly):

Pustim na to DFS na puvodni strom. V kazdém vrcholu méam union-find
ekvivalen¢ni t¥idu na vrcholy ,,nalevo“ od cesty. Kdyz se vracime z vrcholu,
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tak ekvivalen¢ni tiida obsahuje cely podstrom. Chystame se sjednotit s ot-
cem, ale napred se podivame na dotazoné hrany z tohoto vrcholu. Podivame
se, kam padne druhy konec, podle toho pozname nejbliz§tho spoleéného
predchudce (pokud uz byl také navstiveny — pokud ne, pockdme na druhy
konec).

Casova slozitost tohoto algoritmu stoji na union-findu.

4.8.1 Dekompozice

Zvolime néjaké k (1 < k < n). Mikrostromy zvolime tak, ze velikost je
nejvyse k a kdybychom ho zavésili vys, tak uz k prekro¢ime. Makrostrom
bude ten zbytek.

Pozorovani 7 Md maximdiné % listu.

Pokud se ptam na interné uvniti mikrostromu, tak fesim lokalné. V makrostromu
je to uvnitf, jinak nahrazuji listem makrostromu, pod kterym mikrostrom
visi.

4.8.2 Upraveny union-find

Mame n prvki, z nichz alespon [ je specidlnich. Zakizeme union dvou kom-
ponent, které ani jedna nem4 specialni vrchol. Potom posloupnost m operaci
trvd O(n +m - a(m,l)).

Vypadd stejné, jako minuld, budu si pamatovat misto poc¢tu vrcholu jen
pocty specidlnich vrcholi. Stromy vypadaji tak, ze ty obycejné jsou vzdycky
listy. Operace nad oby¢ejnymi piejdou po konstanté do mnoziny specialnich
vrchola.

Nyni muzu pouzit tuto union-find na spojovani ve stromech, protoze specialni
budou listy.

Slozitost algoritmu na makrostromu je tedy O (n+m -« (m,nk)). k na-
stavim na logé n. Tim jsme stlacili a pod 2, tedy slozitost je O(n + m).
4.8.3 Topologicky grafovy problém

Vstupem bude neorientovany graf s vrcholy a hranami ohodnocenymi sym-
boly z kone¢né abecedy 3.

Vystupem je ohodnoceny neorientovany graf a ukazatele do vstupu.
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Napf. by se tim dalo vyfesit perfektni parovani — necham jen parovaci hrany
a u vrcholu odkazy na puvodni ve vstupu.

Toto se d& vytesit i s konektory (kvuli pfendlepkovavani) — abych u velkého
vystupu stihl vyménit vstup.

4.8.4 Mikrostromy

Zakédujeme vSechny mikrostromy do Fetézcu a pak setiidime do piihradek.
Do mikroproblému zakédujeme nejen strom, ale i jaké se na nich délaji
dotazy. Tedy, kédujeme hrany puvodniho stromu a dotazové stromy.

Isomorfizmus budeme délat tak, ze prochdzime do hloubky, ¢islujeme vrcholy
a u zpétnych hran zapisujeme, co bylo na druhém konci (a label). Toto je
linedrni ve velikosti grafu. Piesnéji, maximélné n-(n+4). Abeceda obsahuje
¢isla 1...n, labelu a zavorek. Abeceda je velkd n + s. Pocet raznych kodua
je max. (n 4 s)™ (),

Vstupem bude C kolekce grafii. Postavime G kolekei generickych grafti. Vytesime
pro generické grafy, ziskame O kolekci generickych feSeni. Pak rozttidime C
podle kédi a pfitddime fesenim a propojujeme konektory.

Tridén{ bézi dostateéné rychle. Vyrobit G za O(k-+s)*+4°_ Spocitat |G|(T(k)+
O(k?).

To se pro T polynomiélni stihne v linearnim case.

Ovéfeni minimality kostry udélam tak, ze si pomoci LCA najdu predchiidce

a kazdou hranu nahradim hranami ,nahoru“. Potom jesté potiebuji hledat
maxima cest. Pouziji strukturu link-eval (podobnd union-findu).

Mame les zakofenénych stromu s ohodnocenymi hranami. Mame operaci *
(to je eval). Link ptivési strom nékam. Eval spo¢itd cestu z v do kofene.

Kdybych v union-findu nedélal path-compression, je to OK. Kdyz délam,
ukladdm do hran.

v~/

Problém je, ze minimalitu kostry nemiuizeme prohlasit za topologicky problém.
Pouzijeme rozhodovaci stromy — bude odpovidat ne na dotazy, ale rozhodo-
vacimi stromy.

Rozhodovaci strom spoc¢itam v 20(1‘32), po dosazeni to jesté vyjde.

5 Nejkratsi cesty

Hledat nejkratsi cesty nejde rychle, umime nejkratsi sledy. Da se to obejit,
kdyz nejsou zaporné cykly, splyva s nejkratsim sledem.
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Budeme pracovat na ohodnocenych grafech.

Chceme dostat graf, dva vrcholy, chceme najit nejkratsi cestu mezi nimi.
To se také moc neumi, umi se ze zdrojového najit nejkratsi sledy do vsech
ostatnich. P¥imo konstruovat cesty je nepraktické, obvykle se konstruuji bud
vzdalenosti, nebo strom nejkratsich cest. Strom lze pfevadét na vzdalenosti,
opacné to také jde. Tomuhle se fika SSSP.

Casto se hleda nezapornd verze, kde nesméji byt zadné zdporné hrany.

Chceme sestrojit viechny dvojice nejkratsich cest. Tomu se fika APSP.

5.1 SSSP

Obvykle zatneme s néjakym ohodnocenim, postupné zlepsujeme, az dokon-
vergujeme. TTi druhy vrcholt — nevidéné, nacaté, hotové.

Poté se néjakym zpusobem vybere rozdélany vrchol, relaxuje podél hran, co
vedou ven a prohlasi za hotovy. Cilovy, pokud upravi, nastavi na rozdélany
(i kdyz ten byl i hotovy). Této operaci budeme fikat scan. Algoritmus kon¢i
ve chvili kdy jsou vSechny hotové.

Tohle nikdy neskonéi, pokud tam je zdporny cyklus. Libovolné ohodnoceni
vzdy odpovidéd néjakému sledu ze zdrojového vrcholu sem. Kdyby sled nebyl
cestou, tak vznikl cyklus, ktery musel byt zaporny.

Na potradi scantu zalezi. Nékdy to muze trvat az exponencidlné dlouho.
Pokud oé¢isluji vrcholy a scanuji v cyklickém poiradi, potom je v i-tém prubéhu,
d(v) je omezené na cykly délky alespon .

Bellman-Ford je zlepSena verze tohoto. Tomu nevadi zdporné hrany. Lze
stihnout v ©(m - n).

Byly rizné vylepSovaci heuristiky, ale kazi slozitost v nejhorsim piipadé.
Dijxtra zavira ten z otevienych, ktery ma nejmensi ohodnoceni. Takto for-

mulované to funguje i se zapornymi hranami, jen bude ni¢it slozitost. Spousta
algoritmu vychdzi z tohoto, jen vyménuje haldu a vyuziva napt. celo¢iselnosti.

5.1.1 Redukce na nezaporné

Mégjme potencidl ® : V(G) — R. Kdykoliv méme [ : E(G) — R, pak lze
udélat upravu [l tak, ze lp(u,v) := l(u, v)+P(u)— P(v). Potom se to poodéitd
na kazdém sledu tak, Ze je tam jen prvni a posledni. Cykly to neniéi.

Tim se da zbavit zadpornych hran. Zafidime, aby to byl dostatecny rozdil.
Vzdalenosti od néjakého daného vrcholu, tak to plati. Tohle se vyplati, po-

kud se néco ma iterovat mnohokrat (napft. jednou pustit bellman-forda, po-
tom mnohokrat dijxstru, pokud chceme viechny dvojice).
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5.2 Heuristiky pro hledani k cilovému vrcholu

Existuji ruzné, které se snazi vylepSit dijxtru, aby nemusel prohledavat
vSechno.

Napiiklad A* je vylepSeni dijxtry, ktery obecné nefunguje. Mame hint h(v),
potom vybirdme min d(v) + h(v). Kdybych koukal na h(v) jako nés upravo-
vaci potencidl (potencidl je —h(v)). Napf. na mapé euklidovské vzdalenost
funguje.

Dalsi trik je, ze se daji pustit dva dijxtrové ,proti sobé“. Tohle ne vzdy
funguje, ale kdyz poc¢itam néjak pres spojovaci hranu, tak uz to fungovat
bude.

5.3 Trik s majacky

Rozmistim majacky (dobfe vybrané vrcholy) a rozpocitat si vzdalenosti k
nim odnékud. Minimum, maximum a prumeér je korektni potencial. Prubéznym
prepindnim se dé zaridit, aby scanoval ,,priblizné spravnym smérem “ prednostné.

Dijxtrové algoritmu sta¢i monoténni halda — minima tvoii monoténni po-
sloupnost. Lze pouzit néjaké ptrihradky, pokud jsou malé celoc¢iselné délky
hran. D4 se to ruzné nakombinovat.

5.4 Kvantovani

Zvolim si kvantum @, nasekdm délky na toto (tim jsou celo¢iselné). Rekur-
zivné spocitam v tom, co jsem dostal. Vysledek se 1isi maximalné o @ - [.
Definujeme potencial jako Q- to co vyslo.

Délka ze zdroje do libovolného vrcholu je max. @ - n.

Pozorovani 8 Vzddlenosti v grafu nakvantovaném jsou maximdiné Q - n.
Nalezeni této cesty lze tedy stihnout (diky prihrdadkdm) v O(m + Q -n). Pro

m

Q = " vyjde cas celého O(m -logm -L).

Véta 5 Je-li G rovinng na n vrcholech, potom existuje separdtor velikosti
mazimdlné O(y/n) a zbylé komponenty maji maz. % vrcholii.

Kdyz sefadim napted komponenty a potom az nakonec separator, pak kdyz
pustim Floyd-Warshalla, potom muzu napfed vyfesit jednotlivé komponenty
zvlast, potom vyfesit separator — dopocitani je tedy v O(n?®). Postupné
préace ubyvé, tedy dokdzeme viechny dvojice v n??®.

Pokud méame matici sousednosti, pak ndm nasobenim vypadne, co je s ¢im
spojené. Pokusime se to upravit na to, aby pocitalo délky cest, resp. sledu. To
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misto nasobeni budeme sc¢itat, misto s¢itani budeme brat minimum. Tohle
bohuzel nefunguje s témi zrychlovacimi triky, ty potfebuji inverzi (od¢itani).
Ale jde to pfevést na maticovy sou¢in na polynomech, ale to nepoméaha (leda
by se pocitalo na fourierovych obrazech, fuj).

D4 se to uutlouct na na néco jako 6 +, min souc¢inii a dva normalni.

5.5 VsSechny vzdalenosti v neohodnocenych neorientovanych
grafech

Udélame si G? (ma hranu kde byla pivodné hrana, nebo sled délky 2,
ale ne smycky). Z toho se daji spoéitat vzdalenosti 62. V pitvodnim jsou
dvojnésobné. Je potieba zjistit, kde odecist jednicku od toho dvojnasobku.
D4 se vykoukat z prumeéru vzdalenosti sousedu.

Redukce se zastavi, kdyz mame tuplnék.

6 Isomorfismus stromu

Zakotenime si to. Kazdy strom mé centrum nebo bicentrum, vezmu je (po-
kud jsou bicentra, vyzkousim obé moznosti).

Zatnu pocitat kédovani od listu. List mé néjaky trividlni, pfi pocitani otce
zkombinuji vSechny syny a sefadim. Problém je, Ze tohle trva dlouho.
Piihradkové tiidéni muzu udélat i na pointer machine (muzu indexovat
pifmo pointery na vrcholy).

6.1 Binarni stromy

Budu pocitat tiidy isomorfismu na vsech zakofenénych podstromech. Budu
prubézné prifazovat kédy. Mame néjaké stromy hloubky n, zatneme tim, ze
budeme pojmenovavat od prazdnych stromu.

Napted si je chceme uspofadat (ty dvojice synu). To by bylo pomalé, ale
muzu si udrzovat prihradky, které uz jsou pouzité. Na potradi nezdlezi, ndm
jde jen o to, aby byly u sebe. Poté zunifikuji stejné dvojice, stejné budou
nové ekvivalenéni skupiny.

Kdyz jsou vice nez binarni, tak napied setiidime podle stupnu, poté muzeme
tTidit uz normélné piihradkoveé.

Je potieba jesté umét usporadavat syny. Stejny trik s pridavanim piihradek.
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