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1 Uvod

Dokazovaci technika. Tady je piiklad, ze R(k, k) > 25 (R(k,1) je minim&ln{
velikost v grafu, kde musi bud’ byt K} nebo K; v jeho doplitku). Nahézime
si ndhodny graf na n vrcholech. Spocitd se horni odhad pravdépodobnosti,
ze to tam je. Pokud to je mensi, nez 1, pak to nemusi nastat a pro takto
velky graf to jesté neplati.

2 Pravdépodobnost

Pravdépodobnostni prostor je ), %, P, kde 2 je mnozina elementarnich
jevu, X je sigma-algebra zajimavych/méfitelnych jevi a P : ¥ — (0,1)
splnujici:

e P(0)=0
e PIANB)=0= P(AUB) = P(A)+ P(B)
e P()=1

Obecné ¥ C 22, kdyby to bylo rovno, tak je to fajn, ale obéas to nejde.

V koneéném piipadé, pokud méame Q = | Jw; a ty nenastévaji zaroven, potom

P({wi...wn}) = E?:l P({wi}) = E?:l P;.

2.1 Subaditivita pravdépodobnosti

Lemma 1

P(AUB) < P(A) + P(B)

Diikaz:
Lze upocitat, ze P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB), kazda pravdépodobnost
je nezaporna.

Lze to rozsirit i na libovolny pocet mnozin, takze:

P(UAz‘) < ZP(Ai)
Nebo, jinak:

Pr[3ig;] < Z Pr (]



2.2 Nezavislost jeva

Jevy A a B jsou nezdvislé znamend, ze P (AN B) = P (A)- Pr(B).
Pokud P(B) # 0, potom je to také:

(Toto pouzivd podminénou pravdépodobnost).

3 Nahodné permutace

Vaze se na michani karet.

Mame znacky, jako:

(1 )-tcxixi-n

Lze pouzitis < k a ( <nk >, coz je soucet binomickych koeficientu az do
k. -
Priklad 1:

Y X Y ~ 7 ~ v 3 z 7
Necht F C L) |X| = n a necht kazdé dvé mnoziny F maji neprézdny

prunik. Jak velké mize byt F7

Véta 1 Prok <%, F spliugici to v prikladu[3, | F| < ( Z:i >

Lemma 2 Necht X = {0,...,n—1}, A5 :== {s,s+1,...,s+k—1} mod
n. Potom |{s; As € F}| < k.

Dikaz:
Musi se potkavat v alespon jednom bodé, ktery maji spole¢ny.



Dikaz:
Méme pevné F, ndhodné zvolim A € Kk. Pak tvrdim (coz je totéz, jako
véta), ze Pr[A e F] < k.

Zvolme ¢ ndhodnou permutaci a s € 0...n — 1 uniformé ndhodné. Potom
méme o(Ag) = {o(s),...,0((s+ k —1) mod n)}. Potom Pr[o(As) € F| <
%. To uz vétu dokazuje. Dokazeme, Ze to plati pro kazdou permutaci &, pak
to bude platit v pruméru i pro jednu danou ndhodnou.

Priklad 2:

Necht Ay,..., A, a By,..., By, jsou mnoziny, |A;| = k,|B;| =1, A;NB; =0,
Vi # j; A; N Bj # (0. Jak velké muze byt n?

©
- , . Lo y k+1
Véta 2 Pokud plati to, jako v minulém prikladu, pak n < A .
Diukaz:
Ze spernerovy veéty, berou se prvky a dopliky.
o

Véta 3 (Spernerova) Necht F C 2071 ¢VA Be F;AC B= A= B.
n

%]

Entropie ndhodné proménné H je pocet nahodnych bitl, které potiebuje,
aby se mohla vybrat.

Potom F <

H(«) je entropie pro proménnou Pr[X = 1] = a aje to —alogya— (1 —a)-

logy (1 — a).

Necht X je ndhodnd proménné. Potom stiedni hodnota je E[X] = [, X (w)dP(w).
Stredni hodnoty jde nasobit skaldrem, s¢itat a ndsobit mezi sebou, pokud

jsou nezavislé.

Indikdtorovd ndhodnd proménna I4(w) je 1 pokud to patif do jevu, 0 kdyz

ne. St¥edni hodnota E[I4] = P[A].

Priklad 3:

Satnafka. Mame ndhodnou permutaci. Potom X = |{i|o(i) = i}|. A nebo si
to muzu napsat jako A; = Pro(i) = i|, takze pak sec¢teme.



Priklad 4:

Méme graf G. Potom existuje H C G bipartitni a ma alespont 5 hran.
Vezmeme tedy podmnozinu vrcholi ndhodné. Pocitdme pravdépodobnost,
ze je tam kterd hrana.

®©

Turnaj je orientovany Uplny graf. Zajimé nés, jestli hamiltonovskych cest
(od porazeného k vitézi) muze existovat hodné.

Véta 4 Fuxistuje turnaj, ve kterém jich je 2]}—_'1

Dukaz:

Vezmeme si ndhodny turnaj, a o je permutace. Potom A, = {T'; o je cesta }.

Priklad 5:

Mame vektory, kazdy je dlouhy 1. Se¢teme je s +1 koeficienty a ziskdame
v. Jak velké bude v? Lze je navolit tak, aby to bylo > \/n. Jde také tak,
ze udélame néco, co je < /n, na to koeficienty zvolim nédhodné. Vezmeme
proménnou X = ]v|2. Tam stfedni hodnota vyjde n.
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