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1 Řı́dké grafy

Budeme uvažovat grafy s velkým počtem vrchol̊u (malé jsou sporné, jestli
jsou ř́ıdké nebo husté), např. spočetně mnoho.

Př́ıpadně budeme uvažovat posloupnosti graf̊u, kde počet vrchol̊u u Gi jde
k ∞.

Také tř́ıdy graf̊u.

Ř́ıdké jsou např́ıklad:

• Stromy

• S omezeným stupněm

• Rovinné, vnořitelné

• 2-nafouknut́ı (každý vrchol dvakrát, mı́sto hrany dám K2,2

• Podgraf

Naopak husté:

• Úplné

• 1-podrozděleńı hustého.

1.1 Značeńı

H ⊆i G je indukovaný podgraf.

G [A] je podgraf G indukovaný množinou A.

δ(G) je minimálńı stupeň, d(G) pr̊uměrný a ∆(G) maximálńı.

1.2 Vyb́ıráńı

Když mám graf, můžu vybrat bipartitńı podgraf, který má alespoň polovinu
hran.

Můžu vybrat podgraf, který mám δ(H) ≥ d(G)
2 (postupným trháńım malých

vrchol̊u).

Také lze zař́ıdit, aby δ(H) ≥ (1 − ǫ) · d(G)
2 a |V (H)| ≥ ǫ · |V (G)|. Stejný

postup.

Lemma 1 (Pyber) Lze naj́ıt bipartitńı podgraf takový, že všechny vrcholy

maj́ı stupeň δ = d(G)
4 .
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Důkaz:
Napřed se najde bipartitńı s dostatečným počtem hran. Pr̊uměrný stupeň
bude alespoň polovičńı. Potom najdeme graf s dostatečně velkým minimálńım
stupněm. Potom můžu zahazovat hrany.

-

Degenerovanost grafu deg(G) je minimálńı č́ıslo takové, že každý podgraf
bude mı́t vrchol stupně nejvýše deg(G).

Tvrzeńı 1 Následuj́ıćı je ekvivalentńı:

1. deg(G) ≤ k

2. ∃v1, v2, . . . , vn; dG−v1−v2...−vi−1
(xi) ≤ k

3. ∀v1, v2, . . . , vn; d(x1) je minimálńı v G−v1−v2 . . .−vi−1 ⇒ d(xi) ≤ k.

Důkaz:
Z 3 plyne 3 triviálně, vždy vezmu ten s minimálńım jako daľśı.

Z 2 plyne 1, protože minimálńı stupeň je dostatečně malý.

Z 1 plyne 3, celkem př́ımo.

-

1.3 Problém nejhustš́ıho podgrafu

Chci H ⊆ G takové, že d(G) je maximálńı. Znač́ıme mad(G).

Zespodu je to omezené deg(G), triviálně.

Opačně, deg(G) · 2 ≥ mad(G), najdeme ten nejhustš́ı podgraf, z něho lze
vybrat graf, který má minimálńı stupeň alespoň polovina, ale to muśı být
nejvýše deg(G). Toto je optimálńı pro stromy.

1.4 Stromovatost

Arboricita γ(G) je minimálńı počet les̊u takový, že je jimi možné pokrýt
hrany grafu.

Věta 1 (Nash-Williams)

γ(G) = max
|A|>1

|V ([A])|

|A| − 1
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Pokud má graf deg(G) = k, potom můžu udělat acyklickou orientaci s
∆i(G) ≤ k. To mi pomůže vyrobit ty stromy.

Taktéž můžeme trhat stoky při stavbě rozeb́ıráńı, což dokazuje i opačně.

Omezme vstupńı stupeň vrcholu funkćı ϕ(v). Pokud ϕ(v) = c, potom každý
podgraf má omezený stupeň.

Určitě jde naj́ıt orientaci, pokud součet ϕ je alespoň |E(G)|
2 . TODO: Je to

pravda? Nenı́ to jen špatně napsané?.

Věta 2 Máme ř́ıdký graf na n vrcholech. Potom obsahuje indukovanou cestu

alespoň délky
log |E(G)|
log |V (G)| TODO: Tohle je divný. Achjo, chybějı́ brýle..

Důkaz:
Dokazovalo se nějak přes tu orientaci. Jsou tam některé hrany

”
nav́ıc“, tak

to mezi přeskoč́ım.

Seřad́ım, aby vše vedlo doprava. Posledńı má omezený stupeň, tak to roz-
sekám na kusy

”
mezi“ konci těch hran. Opakuju. TODO: Nemůžou tam být

cykly?

-

Máme r̊uzné ř́ıdké grafy, např.:

• k-degenerované.

• S omezeným stupněm.

• Rovinné.

• S omezenou barevnost́ı.

Věta 3 Pro každé k existuje graf bez 3, 4, 5 cykl̊u, jehož barevnost je alespoň

k.

Důkaz:
Začnu s C7, potom konstruuji indukćı, vezmu nezávislou množinu na dost
vrcholech, nějak přes brambory.

-
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2 Chromatic number

P (G; k) = # {f : V (G) → 1 . . . k; (uv) ∈ E(G) → f(u) 6= f(v)}

To je počet homomorfizmů z G do Kk.

Také P (G, k) = P (G− e, k)−P (G/e, k), kde G/e je zkontrahováńı hrany e.
To je jednoduché, pokud mám jen jednoduché hrany. Při násobných třeba
rozebrat pár př́ıpad̊u, ale taky to jde. Tohle jde občas použ́ıt k rozumnému
poč́ıtáńı barviček, např. na stromu o n vrcholech. Lze zobecnit i na chordálńı
grafy.

Podobně snadno p̊ujde i cykĺık.

Obvykle nám z toho vypadne polynom v k (pro každý graf jiný).

Tohle kontrakčńı lemma jde i otočit a hrany naopak přidávat a kontrahovat.

Z toho potom vypadnou nějaké úplňáky, ze kterých se to posč́ıtá. Vypadá to,
že jdou docela cachovat a znovu použ́ıvat. Ten barevný polynom P (G; k) =
Σ(−1)ici(g)k

|V |−1 = Σai(G)ki = Σk · (k − 1)i · (−1)|V |−i · ti(G).

ki = P (ki, k), to ai je něco ohledně rozděleńı a ti(g) je počet stromů s tolika
vrcholy jako je počet list̊u mazace-vytvářećıho stromu.

TODO: Tahle hodina nějak nestojı́ za nic :-(

G je graf s orientaćı hran ω. Máme abelovskou grupu A řádu k. Hranám
přǐrad́ıme věci z této grupy (ϕ : E → A).

Definujeme funkci ∂ϕ(v) := Σv→uϕ(uv) − Σu→vϕ(uv) = Σe∈ω+(v)ϕ(e) −
Σe∈ω−(v).

Potom ϕ : E → A je A-tok, pokud ∀v; ∂ϕ(v) = 0. Dále je nenulový, pokud
∀e;ϕ(e) 6= 0.
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3 Toky

Bereme takové ty toky, které se toč́ı a jsou nad libovolnou komutativńı
grupou.

Např́ıklad můžeme mı́t ϕ : E → (−k + 1) . . . (k − 1) ⊆ Z a libovolnou
orientaci ω grafu G.

Ten graf lze sestavit z troj̊uhelńıčk̊u (často). Může to vypadat např. takto:

Ale často chceme vše nenulová. Pak to jde udělat třeba takto (když dolńı
trojúhelńık otoč́ım):

Na té orientaci nezálež́ı, stač́ı negovat ty hodnoty. Když to bylo nenulové
předt́ım, ted’ je také.

Když si vezmeme dvě množiny, co teče dovnitř muśı být totéž, jako co teče
ven.
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Budeme tomu ř́ıkat A-tok, když to máme nad nějakou komutativńı grupou
A, k-tok to bude v př́ıpadě že je to (−k + 1) . . . (k − 1). Nenulový bude
pokud všechny hrany jsou r̊uzné od nuly.

Pro každou skupinu vrchol̊u (např. jeden vrchol) plat́ı, že součet dovnitř je
stejný jako součet ven.

Pokud tam máme most, tak na něm muśı být 0.

Můžeme jinak vźıt kostru a postavit cykly tak, že bereme jednotlivé hrany
okolo, každá definuje cyklus. Velikost cyklu (asi) záviśı na max. stupni té
kostry.

Eulerovské grafy maj́ı nenulový Z2-tok. Mějme bipartitńı kubický graf.
Potom můžu naj́ıt nz tok nad Z3 t́ım, že orientuji z jedné partity do druhé
– v každém vrcholu bude ±3.

Když to chceme nad Z2 × Z2. Chceme mı́t hodnoty a, b, c takové, že libo-
volné dva se sečtou nenulové, ale všechny 3 nulové. Což ale plat́ı u těch 3
nenulových prvk̊u této grupy.

Ale když to neńı bipartitńı (např. peterson), tak to nefunguje.

Máme aditivńı komutativńı grupu A, |A| = k. Označ́ıme si FA(G) počet
nenulových A-tok̊u na G. Zřejmě, pokud je to smyčka, tak je to k − 1.

Dále, pokud tam je smyčka, tak ji můžeme odebrat a bude to FA(G) =
(k − 1) · FA(G− e). Pokud neńı, tak FA(G) = FA(g/e)− FA(g − e).

Vypadne z toho tokový polynom.

Podobně s k-toky a F (G, k). Počty nesouhlaśı, ale A-tok existuje právě když
existuje k-tok. Stěny jdou obarvit právě když jdou obarvit vrcholy. Dokáže
se přes duál.

Cyklus v G odděluje vrcholy v G∗. Dı́vám se na toky v tom p̊uvodńım grafu
a to převád́ım na ty hrany v duálu. To muśı vyj́ıt (když odeč́ıtám/přič́ıtám
tok, podle pr̊uchodu hranou), protože budou sousedi r̊uzńı a až dojdu zpátky,
tak se to vynuluje na p̊uvodńı barvu.
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Každý tok mi dá z každé počátečńı barvy právě jedno unikátńı obarveńı.
Takže:

P (G∗; k) = k · F (G; k)

4 Tutte

Polynom T (G) je počet koster. Opět máme pravidla na odebráńı hrany,
kontrakci hrany, smyčku a most.

Tutte̊uv polynom T (G, x, y) je:

• T (G/e, x, y) + T (G− e, x, y)

• T (G, x, y) = x · T (G/e, x, y) pokud e je most.

• T (G, x, y) = y · T (G− e, x, y) pokud e je smyčka.

• T ((V, ∅), x, y) = 1

Pokud máme b most̊u, l smyček a jinak žádné daľśı hrany, tak to vyjde xbyl.

Mějme grafový parametr f(G), který funguje takto:

• f(G) = α · f(G/a) + β · f(G− e)

• f(G) = x · f(G/e) pro most.

• f(G) = y · f(G− e) pro smyčku.

• f((V, ∅)) = γ|V |

Tenhle zápis je univerzálněǰśı, dá se do toho napasovat třeba počet obarveńı
nebo tok̊u.

A tutte z toho jde udělat jako:

γc(G) · αr(G) · β|E|−r(G) · T (G,
x

α
,
y

β
)
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