Toky a cykly v grafech
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Méjme G orientovany multigraf, I" abelovska (koumutativni) grupa.

Funkce f : E(G) — T se nazyva tok, pokud spliuje kyrhofuv zakon v
kazdém vrcholu (tedy, co tece dovnitt, to tece i ven).

Konstantné nulova funkce je platny tok. Soucet dvou toku je taky tok.
Nasobek taky. Mnozina toku je také grupa. Je to také vektorovy prostor,
pokud T je téleso. Base jsou zakladni cykly.

Mame graf G, grupu I, f : E(G) — I nikde nulovy tok, pokud f je tok a
Ve € E(G); f(e) # 0.

Méjme podmnoziny vrcholu A, B, potom f(A, B) bude znacit tok, ktery tece
na hrandch vedoucich z A do B.

frw) = f({v}, V), f~ () = F(V.{v}).

Lemma 1 G,T, f jako vyse. Potom necht U C V(@),U = V(G)\U, potom
f(U,U) = f(U,U).

Dukaz:
Z kyrhofova zdkona plati, ze f*(v) = f~(v). Jednoduse staci secist viechny
fT a vSechny f~. Kazd4 z téch hran se nékam zapo¢itd, musi to sedét.

Dusledek 1 Necht e je most v grafu G. Potom f(e) = 0.

Disledek 2 Pokud G md mosty, nemd nenulové toky.

Diusledek 3 Nechf e, e’ je 2-rez. Potom f(e) + f(e) = 0.

Pozorovani 1 Kdyz otocim vsechny hrany, tak zachovdm to, Ze je to tok.

Pozorovani 2 Kdykoliv otoéim jednu hranu, tak muzu jen otocit to, co tece,
na zdporné a mam hotovo.

Dusledek 4 Toky lze zkoumat na neorientovanych multigrafech.

Véta 1 (Tutte) V graf G existuje polynom Pg(x) takovy, Ze ¥ grupy T
pocet nenulovyjch I'-toku v G je Po(|T'| —1).

Tomuto Pg se fika tokovy polynom.



Dikaz:
Vezmeme podle po¢tu hran. Pokud nejsou zddné, potom existuje pravé jeden
(nenulovy) tok.

Necht tedy md néjaké hrany. Zafixujme si néjakou hranu e. Pokud je e
smycka, mame |I'| — 1 krat vic moznosti, nez ve zbytku a nic se tim neméni.
Pokud je most, pak pocet nenulovych toku je 0. Jinak zkusime hranu zkon-
trahovat. Co bylo tok predtim, je i po kontrakci. Opacné to plati ale také, jen
nesmi tahle byt nulovd. Odeéteme ty, které tam tu hranu nemaji (a nejsou
zkontrahované).

Dausledek 5 Pocet/ezistence nenulovych I'-toki zdleZi na velikosti T".

Poznamka 1 Tohle je vedlejsi produkt tutteho polynomu, ktery tohle pro-
dukuje pri spravném dosazent jedné proménné.

Véta 2 Necht G je kubicky multigraf. Potom f je nenulovy Z3-tok na G <
f je dobré 3-obarveni hran G.

Dikaz:
Urcité nemuzou mit stejnou (pak by na tu tfeti nic nezbylo). Naopak, takle
vzdycky sedi kirhofiv zdkon.

Pozorovani 3 Méjme graf G a f je Zo-tok. F jesup f := {e € E(G); f(e) # 0}.
Potom degp v je sudy Vv € V(Q).

Disledek 6 Pokud md vrcholy lichého stupné, potom nemd nenulovy Zs-
tok.

Kruznice je souvisly 2-regularni graf (vétsinou neprazdné). Cyklus je graf
(mnozina hran), kde jsou vSechny stupné sudé.

Dusledek 7 V kubickém grafu s mosty neexistuje dobré hranové 3-obarvent.
Definujeme ¢(G) jako minimaln{ velikost grupy potiebnou pro to, aby exis-

toval nenulovy tok.

Budeme mit k-tok, pokud vSechny velikosti hran jsou mensi nez k.



Véta 3 G md nenulovy Zy tok prdvé kdyz md nenulovy k-tok.

Dikaz:
Z k na Zj je to jednoduché.

Dusledek 8 Pokud mdme nenulovy tok v Zy, potom i v Zy ~}.

Véta 4 G md 4-tok pravé tehdy, kdyz existuji mnoziny hran E1, Eo takové,
Ze E = F1N FEy a E; jsou cykly.

Véta 5 Kazdy graf bez mosti md nenulovy tok.
Kazda hrana je na kruznici, da se to tedy nékudy obejit.

Véta 6 (Jaeger) Pro kazdy graf bez mosti existuje 8-tok.

Dikaz:
Necht G je 3-souvisly. Zdvojime hrany. To je 6-souvislé.

Toky:

e 1-tok neexistuje.
e 2-tok praveé na cyklech.
e 3-tok bipartitnost u kubickych.

e 4-tok hranova 3-obarvitelnost u kubickych, a existuje A > 4, neobsa-
huje petersontv graf.

e 5-tok je otevieny.
e 6-tok existuje.

e 7T-tok také.

e 8-tok existuje.

Véta 7 Mdme orientovany multigraf G a mdme 0 < a < b. Ndsledujici
tvrzent jsou ekvivalentni:



e FEuistuje Z-tok takovy, Ze a < f(e) <b.

o Totéz, ale pro R-tok.

a ~ 6"
« VU CV(G); g < 5 <

Qo

Dikaz:
7 jednicky dvojka trividlni, z dvojky trojka, dokaze se pies to, ze kazdym
fezem tece 0.

Z trojky jednicka — budu konstruovat néco obecného.

Cyklus je kolmy na vSechny fezy.

Pokud ddme vrcholum potencialy, potom dp je tenze. Tenze je zobrazeni z
hran do ¢&isel takové, ze soucet po riznych cestéch je stejny.

U tenzi 1ze otdcet hrany podobné jako u toku.

Véta 8 t je tenze < dp potencidl takové, Ze t = op.

Dikaz:
Na jednu stranu vidét, na druhou, jednomu dam 0, upravuju. Kdyby to
nevychézelo, tak spor.

Véta 9 Méjme prostor tenzi. To je ortogondlni doplnék k prostoru toki.

Prostor tenzi je generovany je definovany vrcholovymi fezy — +1 na hranach
z u, —1 na do do, 0 jinde. Prostor tokli — muzeme je s¢itat, nasobit — mame
linearni prostor. To je jadro matice incidence.

Prostor tenzi je obraz matice incidence, kdyz ji transponujeme.

Toky v grafu G odpovidaji tenzim v dudlu.

Véta 10 Necht G je graf vnoreny v roviné. Prdavé kdyZ md nenulovyj k-tok,
potom md sténové obarveni k barvams.

Diukaz:
Na kazdé hrané néco tece, je tam nenulova tenze, je tam tedy jiny potencial
na téch sténach. k potencidli musi stacit. A fungovat to musi i opaéné.



Tato véta na ostatnich plochach nefunguje. Na projektivni roviné je to tieba
peterson (dudl je Kg). Na toru je to tfeba miizka 2 x 3. Neplati obcas
orientovatelnost, neplati obcas to, ze dudl fezu je kruznice. Pro obecné plochy
neplati ani jeden smér.

Orientovatelné plochy: Pokud G ma sténové k-obarveni, potom ma G nenu-
lovy k-tok (duédl tenze je vzdy tok), nevadi ndm neorientovatelnost.

0.1 Cycle double cover conjecture

Kazda hrana je obsazend pravé ve dvou kruznicich.

Véta 11 Pokud je G graf bez mostu, potom existuje mnozZina kruznic ta-
kovd, Ze kazdd hrana je prdvé ve dvou z nich.

Cirkularn? vnotent grafu G na plochu S je takové, aby stény vnofeni byly
homeomorfni s otevienym kruhem a hranice stén museji byt kruznice.

Jako cyklus bereme libovolny eulerovsky podgraf.

Pozndmka 2 Je hypotéza, Ze kazdy graf mez mosti md cirkuldrni vnorent
na néjaké plose.

Véta 12 Graf ma nenulovy 4-tok < G md dvojité pokryti 3 cykly < mad
dvogité pokryti 4 cykly.

Drukaz:
Kdyz mame cykly C1,...,Cy, tak vyrobime Cy @& Co, C1 & C3 a C1 & Cy.
Nyni se rozebere, kde hrana byla a kde vyjde a dostaneme, ze jsou zase 2.

o
Pozndmka 3 Je hypotéza, Ze kaZdy graf bez mosti md porkyti 5 cykly.

Poznamka 4 Hypotéza o orientovaném pokryti cykly: kazZdy G bez mosti
md pokryti hran orientovanymi kruznicemi, tak, Ze kaZdd hrana je pokryta v
kaZdém sméru prdvé jednou.

Pokud méame k-dvojité orientované pokryti, potom je i k-nenulovy tok.
Opacné to plati pro k = 2,3, 4.



Tvrzeni 1 Pokud hypotéza o dvojitém pokryti kruznicemi plati pro kubické
grafy bez mosti, potom plati pro viechny grafy bez mosti.

Grafy se daji nafukovat — kazdy vrchol se stupném vétsim nez 3 muzu na-
hradit kruznici, nevytvaii to mosty.

Lemma 2 O §tépeni vrcholii Necht G je graf, v € V(G) a F je mnoZina
hran incidentni s v. Potom graf Gy, p) je vznikly odstépeni hran F' od vrcholu
v (vrchol se ,rozpuli®, ty pulky se nespojuji, na jedné je to z F, na druhé
ten zbytek).

G bez mostu, souvisly. deg(v) > 4, e1,ea, e3 incidentni s v. Potom nastdvd
jedna z moznosti:

® Gy {e1,e0)] J€ SOUVISY a bez mosti.
o Gy fe1,e3)] J€ Souvisly a bez mosti.

® e1,e9,e3 je hranovy rez.

Redukce na kubicky graf potom probihd tak, ze eliminuji stupné velikosti
alespon 4. Pokud néco tvofi hranovy 3-fez, tak z néj zvolim jen jednu, muzu
Stépit. Poté zkontrahuji vrcholy stupné 2. Mam kubicky graf bez mostu.

Pozndmka 5 (Berge-Fulkersonova hypotéza) Nechf G je kubicky graf
bez mostiu. Potom existuje 6 perfekinich pdrovdani pokryjvagicich kaZdou hranu
pravé dvakrdt.

Poznamka 6 (Hypotéza) Ik hrany kaZdého kubického grafu bez mosti se
daji pokryt k perfektnimi pdrovdnims.

Tvrzeni 2 [A je ekvivalentni s tim, Ze kazZdy graf bez mostid md 4-pokryti
6-cykly.

1 Polytop parovani

Pdrovdni je 1-regularni podgraf.
Méme vektory, jednicka pro hranu, ktera tam je, nula, kdyz neni.

Polytop parovani je konvexni obal viech takovych vektort, kterd jsou parovanimi.
Urcité to obsahuje pocatek (prazdnd mnozina hran je parovéni).

Tento polytop lze popsat nerovnostmi, tedy Zeea(v) < 1, ale je potieba
mit to celociselné. Nebo to lze zapsat tak, aby tam byl soucet hran nejvyse
polovina poétu vrcholu (zaokrouhleno dolu).



Perfektni parovani ma ) . S(v) = 1. Pokud rozepisu:

Zf Zf =3 Y fle)=1xX]

e€d(X e€RE(X veEX e€d(v)

7 toho plyne, Ze z liché podmnoziny vychazi alespoin jedna hrana.
r-reguldrni graf G se nazyva r-graf, pokud VX C V(G),|X| = 2k+1;|0(X)| >
T

Uniformni pokryti parovanimsi znamenad, ze kazda hrana je ve stejném
poctu parovani.

Véta 13 (Edmonds) Kdyz G je r-graf = 3 uniformnd pokryti E(G) per-
fektnimi pdrovdnims.

Drukaz:
Podivame se na vektor (%, %, ceey %) Tohle je uvniti polytopu perfektnich
parovani. Okoli kazdého vrcholu je rovna 1.

7 néjaké symetrie se dokéaze, ze se to potom nascitda v kazdé polozce na
stejné.
o

Dusledek 9 Kubicky graf bez mosti md uniformni pokryti perfektnimi pdrovdnimi.

Dusledek 10 Kubicky graf bez mostu mda perfektni pdarovdni, dokonce pro
kaZdou hranu existuje perfektni pdrovani, které ji obsahugje.

Poznamka 7 Je otevireny problém, jestli existuje 6 perfektnich pdrovdni ta-
kovgjch, jestli pokryvaji kaZdou hranu prdvé dvakrdt.

Dusledek 11 G je kubicky graf bez mosti, potom existuje perfekini pdrovdnd,
které neobsahuje 3-rez. Dokonce je uniformni pokryti, které neobsahuje Zdadnij
3-rez.

Kdyz mame kubicky graf bez mostu, tak velikost jednoho perfektniho parovani
je 2. Chceme, aby |p1 Npa| > c-m (vice, nez 2 nejde).

Méme uniformni pokryti Q1,...,Qn, kazdd je v jedné tietiné z téchto
parovani, tedy lze udélat dvé parovani takova, ze dohromady maji % + % . %

Muzeme to zkusit ale tak, ze vezmeme jako zéklad vektor (o, o, v, ..., 3,3, 8,8, 58,5, . ..).

Vzdycky u vrcholu jedna o a dvé S.

Vezmeme péarovani z uniformniho pokryti. Z toho se uz bude dat vytlouct
pokryti %m



Lemma 3 (Fleichner) Mdme graf G souvisly bez mosti, mame v € V(G); deg(v) >
4, ep,e1,e9 € 6(v). Pokug G v : eperes] je souvisly, pak G v : eper] nebo
G v : eres] je souvisly bez mostii.

To G [v: {e}] je graf, kde v $tipnu na dva, na jedné necham hrany {e} a na
druhé ten zbytek.

Poznamka 8 (Tutteova hypotéza) Kaidy graf bez mostu md 5-tok.

Kdyby neplatila, tak si vezmeme minimalni protipiiklad (co do poctu vr-
cholu a hran) G.

G nema artikulaci. Dalo by se to rozstifihnout, kazdy mensi ma, pak by mél
ale i celek.

Je 3-reguldrni. Stupen neni jedna (most) ani dva (nebyl by minimdlni, Sel
by zmensit). Kdyby mél vic, tak jde pouzit Lemma Bl Potom muzu jednu
kopii vrcholu (ta co mé jen 2 hrany) zkontrahovat a je to zase mensi.

Obdobné se daji prevadét na 3-regularni grafy i jiné hypotézy.

G je hranové 3-souvisly. Kdyby ne, tak ma 2-fez, jednu hranu zkontrahuju,
je mensi, ma tedy 5-tok, ale i puvodni by musel mit 5-tok.

Je hranové skoro-hranoveé-4-souvisly (okolo kazdého vrcholu je fez, ale jinak
kdyz nesousedi vsechny 3 s jednim vrcholem, tak uz je to OK).

Nemad kruznici kratsi nez 7.

2 Snarky

Graf G je snark, pokud je 3-reguldrni, neni 3-barevny a je hranové 2-
souvisly/3-souvisly /hranové 4-souvisly (obvykle se bere 2-souvislost).

Pokud je hranové 3-obarvitelny, potom ma 4-tok a tedy i 5-tok.
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