
Lineárńı algebra a optimalizace

Michal Vaner

2. ledna 2013

1 Vektorový prostor

Necht’ (K,+, ·) je těleso. Množina V spolu s operaćı + na V , a zobrazeńım
· : K×V → V se nazývá vektorový prostor (V,+, ∗), splňuje-li následuj́ıćı
axiomy:

• ∀u, v, w ∈ V ;u+ (v + w) = (u+ v) + w

• ∀u, v ∈ V ;u+ v = v + u

• ∃0∀u ∈ V ; 0 + u = u, kde 0 je nulový vektor.

• ∀u ∈ V ;u+ (−u) = 0

• ∀a, b ∈ K∀u ∈ V ; a · (b ∗ u) = (a · b) · u

• ∃1 ∈ K∀u ∈ V ;∈ K; 1 · u = u, 1 je jednotkový prvek K

• ∀a ∈ K; ∀u, v ∈ V ; (a+ b) · u = a · u+ b · u

• ∀a, b ∈ K; ∀u ∈ V ; a · (u+ v) = a · u+ a · v

Prvky tělesa K se nazývaj́ı skaláry.

Př́ıklady:

• Triviálńı vektorový prostor, V = 0, funguje nad libovolným tělesem.

• ProstorKn, n ∈ N - aritmetický vektorový prostor, obsahuje uspořádané
n-tice prvk̊u z K. Součet je po složkách a násobeńı také. Každé těleso
lze vńımat jako vektorový prostor nad sebou samým (K1).

• Matice řádu m× n ⇔ K
m·n. Operace jsou stejně jako u předchoźı.

• Polynomy nad K přirozeného stupně.

• Spojité funkce nebo diferencovatelné funkce nebo funkce na R, na in-
tervalu.
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• Systém podmnožin A ⊆ S. Součet je symetrická diference (to co ne-
maj́ı společné), 0 = ∅,−A = A. Lze chápat jako aritmetický vektorový

prostor Z
|S|
2
.

• Př́ımka v prostoru, ale jen někdy (např, když obsahuje nulu).

Prvky 0 a −u jsou určeny jednoznačně. Stejně jako u skalár̊u.

∀u ∈ V ∀a ∈ K; 0 · u = a · 0 = 0.
0 · u = 0 · u+ 0 = 0 · u+ 0 · u− 0 · u = (0 + 0 · u− 0 · u = 0.
a · 0 = a · 0 + 0 = a · 0 + a · 0− a · 0 = a · (0 + 0)− a · 0 = a · 0− a · 0 = 0.

a · u = 0 ⇒ a = 0 ∨ u = 0
Sporem:
a 6= 0, u 6= 0
0 6= u = 1 · u = (a · a−1) · u = a−1(a · u) = a−1 · 0 = 0 ⇒ 0 6= 0.

1.1 Podprostor

Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem K a U ⊂ V taková:

• ∀u, v ∈ U ;u+ v ∈ U

• ∀a ∈ K, u ∈ U ; a · u ∈ U

potom (U,+, ·) je podprostor V .
Každý podprostor je též vektorovým prostorem. (Stač́ı ověřit axiomy)

Tvrzeńı:
(Ui, i ∈ I) je systém podprostor̊u vektorového systému V , pak pr̊unik všech
těchto je také podprostor vektorového prostoru V .
U je pr̊unik toho systému. ∀u, v ∈ U ⇒ ∀i ∈ I;u ∈ Ui ∧ v ∈ Ui ⇒ ∀i ∈
Iu+ v ∈ Ui ⇒ u+ v ∈ U . Pro násobek stejně.

Necht’ V je vektorový prostor nad tělesem K a X ⊆ V . Potom podpro-
stor generovaný X je pr̊unik všech U podprostor̊u V takových, že X ⊆ U .
Znač́ıme jej L(X) a nazýváme ho též lineárńım obalem X.

Necht’ V je vektorový prostor nad K a X ⊂ V . Potom lineárńı obal
obsahuje právě všechny lineárńı kombinace vektor̊u z X.
L(X) {u;u =

∑n
i=1

ai · xi;n ≥ 0, ∀a ∈ K, ∀xi ∈ X}.

Důkaz:

• Druhým zp̊usobem je to podprostor obsahuj́ıćı X. Jednak, obsahuje
to X (protože každý prvek lze v tom součtu s n = 1, a1 = 1 vy-
tvořit). Jednak, určitě to obsahuje součet dvou prvk̊u tohoto (pro n
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součtu jednotlivých n sč́ıtaných prvk̊u a jednoduše součty dát za sebe,
jsou komutativńı, asociativńı, takže se to může provést). A nakonec,
násobek prvku tam je také, protože můžu znásobit každé ai a vyjde
mi násobek (což můžu, na K je definované násobeńı a násobeńı je aso-
ciativńı). Z toho d̊uvodu to prvńı je podmnožina toho druhého (toto
je jedna z věćı, se kterou se dělá ten pr̊unik).

• Neńı tam nic nav́ıc. Pokud by tam některý prvek vygenerovaný t́ımto
zp̊usobem nebyl, pak jde postupným sč́ıtáńım a násobeńım vytvořit.
Tud́ıž taková věc by nebyla podprostorem (nebyla by prostorem) a
nedostane se mezi ony věci mezi kterými se dělá pr̊unik. Tud́ıž to
druhé je podmnožinou toho prvńıho.

1.2 Prostory určené matićı

Necht’ Am×n je matice nad tělesem K. Sloupcový prostor S(A) je podpro-
stor K

m generovaný sloupci A. S(A) = {u, u ∈ K
n, u = Ax∀x}. Řádkový

prostor R(A) je podprostor Kn generovaný řádky. Jádro matice A je pod-
prostor K

n tvořený všemi řešeńımi homogenńı soustavy Ax = 0. Znač́ı se
Ker(A).

Důkaz, že Ker(A) je podprostor Kn:
Určitě je to podmnožina K

n - je to aritmetický vektor o n prvćıch. A prostor
to je také - obsahuje součet dvou prvk̊u tohoto (0+0 = 0) a násobky tohoto
(a ∗ 0 = 0).

Poznámka:

Elementárńı úpravy neměńı jádro matice ani R(A).

Závislost jádra a řádkového prostoru:
Necht’ v ∈ R(A), x ∈ Ker(A) ⇒ vTx = 0, vTx je maticový součin (takže se

smı́ násobit). vTx =
(

AT y
)T

x = yT (Ax) = yT 0 = 0, y ∈ K
n

1.3 Lineárńı nezávislost

Necht’ V je vektorový prostor nad K. Daná n-tice vektor̊u v1, v2, . . . , vn ∈ V .
Nazvu ji lineárně nezávislou ⇔ a1v1 + a2v2 + . . .+ anvn = 0, a1 = a2 =
a3 = 0. (Má jen triviálńı řešeńı).

Poznámka:

Nezálež́ı na pořad́ı vektor̊u.

Poznámka:

Je-li v1 = vj , i 6= j ⇒ je lineárně závislé (např. ai = 1, aj = −1). Tud́ıž se
stač́ı omezit na množiny.

Poznámka:

vi = 0 ⇒ je lineárně závislá.
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Nekonečná množina je lineárně nezávislá⇔ všechny jej́ı konečné podmnožiny
jsou lineárně nezávislé.

Množina {v1, v2 . . . vn} je lineárně závislá. Tud́ıž ∃a1, a2, . . . an∃i; ai 6=
0∧a1v1+a2v2+ . . .+anvn = 0. vi =

a1v1+...+ai−1vi−1+ai+1v+1+...+anvn
an

. Tud́ıž
lze vyjádřit ostatńımi vektory a je zbytečný.

X ⊆ Y ∧X závislá ⇒ Y je závislá.
X ⊆ Y ∧ Y nezávislá ⇒ X je nezávislá.
X je nezávislá ⇔ ∀u ∈ X;u 6∈ L(X\u).

1.3.1 Postup ověřováńı

X = {v1, v2, . . . , vn} ⊆ K
n.

• Zkusit vyřešit a naj́ıt tu kombinaci, co ,,dělá problémy“. Řekne i kom-
binaci, při které se najde ten nav́ıc. Pokud jsou tam volné proměnné,
pak má v́ıce řešeńı a je závislá.

• Sestav́ı se matice B vektor̊u v1, . . . , vn po řádćıch. B se převede do
odstupňovaného tvaru. X je lineárně nezávislá, B′ v odstupňovaném
tvaru neobsahuje nulový řádek.

Báze vektorového prostoru V nazveme každé X ⊆ V , která je lineárně
nezávislá a zároveň generuje celý prostor V . Složeńı každého prvku ve V z
prvk̊u X je jednoznačné.

Necht’ X = (x1, x2, . . . , xn) je složené uspořádáńı báze V nad K. Pro
každý vektor u ∈ V nazveme souřadnice vzhledem k X ony koeficienty,
které jsou potřeba pro źıskáńı tohoto vektoru. Znač́ıme [u]X .

Kanonická báze K prostoru V = K
n obsahuje samé vektory s právě

jednou 1 a zbytkem 0.

Tvrzeńı:
Necht’ X je tělesová báze taková, že L(X) = V a ∀Y ⊂ X;L(Y ) 6= V . Potom
X je báze prostoru V .

Důkaz:
Generuje celý prostor (již z předpokladu). A při odebráńı nějakého u do
toho vektorového prostoru nebude toto u patřit.

Důsledek:
Z každého konečného počtu generátor̊u (těch co generuje prostor) lze vybrat
bázi.

Důsledek:
Každý vektorový prostor má bázi. Bud’ má konečný počet generátor̊u (pak
viz výše).

Lemma o výměně:
Necht’ u1, u2, . . . un je systém generátor̊u V a u je libovolný vektor z V . Po-
tom ∀i, u =

∑n
k=1

akuk ∧ai 6= 0;u1, u2, . . . ui−1, u, ui+1, . . . un je také systém
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generátor̊u. Tedy, pokud u 6= 0, pak můžu některý z oněch vektor̊u nahradit
za něj.

Důkaz:

u = a1u1 + a2u2 + . . . anun, ai 6= 0

vi =

(

a1

ai
u1 + . . .

an

ai
un

)

+
1

ai
u

∀w ∈ V,w =
∑

k = 1nbkvk, dosad́ım v1

w =

(

b1 −
bi

ai
a1

)

u1 + . . .

Tedy generuje celý prostor.

Steinitzova věta o výměně:
Necht’ V je vektorový prostor, X ⊆ V lineárně nezávislá a Y konečný systém
generátor̊u. Potom |X| ≤ |Y | a dále ∃Z ⊆ V plat́ı, že:

• L(Z) = V

• |Z| = |Y |

• X ⊆ Z

• Z\X ⊆ Y

Důkaz:
Označ́ım {u1, u2, . . . un} = X\Y , potom Z0 = Y . Dále indukćı pro i =
1 . . . n. Zi−1 generuje V . Vyberu něco, co se dá vyměnit s ui dle předchoźıho
lemma (muśı existovat, jinak je X závislá) a nedalo se to tam v předchoźım
kroku. Tud́ıž to pak generuje V .

To nakonec odpov́ıdá všemu.
Důsledek:

Pokud má prostor V konečnou bázi, pak všechny jeho báze maj́ı stejnou
velikost. Vezmu báze X a Y , pak jedna je nezávislá a druhá generuje a
naopak, každá je menš́ı nebo rovna té druhé.

Důsledek 2:
Pokud má vektor V konečný systém generátor̊u, pak lze každou lineárně
nezávislou množinu doplnit na bázi.

Necht’ prostor V má konečnou bázi. Potom mohutnost libovolné jeho
báze nazveme dimenźı prostoru V a znač́ıme dim(V ). Dále řekneme, že
V je konečně generovaný.

Pozorováńı:
Je-li W podprostor V , pak dim(W ) ≤ dim(V ). Báze W je nezávislá v V .

Dimenze aritmetických vektorových prostor̊u dim(Kn) = n - kanonická
báze má n prvk̊u.
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Pozorováńı:
Je-li matice A v odstupňovaném tvaru, pak nenulové řádky A jsou lineárně
nezávislé, tud́ıž dimenze řádkového prostoru dim(R(A)) = rank(A). Plat́ı i
v př́ıpadě, že neńı v odstupňovaném tvaru.

Lze použ́ıt k výpočtu dimenze lineárńıho obalu něčeho.X = {u1, u2, . . . um}
a z těchto vektor̊u sestav́ıme matici. Převedeme na odstupňovaný tvar a
spoč́ıtáme nenulové řádky.

Věta:
Necht’ A ∈ K

m×n, potom dim(R(A)) = dim(S(A)).

• Násobeńı zleva regulárńı matićı nezměńı dimenzi sloupcového pro-
storu. Vezmeme bázi S(A). Vynásob́ıme to matićı R a dokážeme, že
je to báze S(A′). Libovolný vektor z S(A′) vyjádř́ıme jako lineárńı
kombinaci vektor̊u toho prvńıho.

Dále se dokáže, že je lineárně nezávislá. (řešeńı regulárńı matice je jen
triviálńı, vektory té p̊uvodńı jsou báze, takže nezávislé).

• U odstupňované matice se dimenze sloupcového i řádkového prostoru
je stejný. Když se na ně pod́ıváme - hodnost je nejvýše počet pivot̊u.
Nav́ıc generuj́ı celý sv̊uj prostor (nejsou tam nuly). Je to tedy báze.

Důsledek:
Hodnost matice a hodnost transponované matice je stejný.

Důsledek:
Při násobeńı regulárńı matićı se mi hodnost matice nezměńı.

Důsledek:
Při násobeńı neregulárńı matićı se dimenze sloupcového prostoru může zmenšit.

Součet podprostor̊u U a V je L(U ∩ V ). Ř́ıká se mu Spojeńı

Věta o dimenźıch pr̊uniku a spojeńı:

dim(U) + dim(V ) = dim(U ∩ V ) + dim(U + V )

Vezmeme si bázi pr̊uniku {w1, . . . wk}. Doplńıme na bázi vektoru U

{u1, . . . uk, u1, . . . un} a obdobně pro V . Chceme dokázat, že {w1, . . . wk, u1, . . . un, v1, . . . vm}
je baźı. Jednak je systém generátor̊u, z = a + b, a ∈ U, b ∈ V - určitě lze
cokoliv vyjádřit.

Nyńı že je nezávislé. Vezme se nulový vektor a zkuśı se vyjádřit. Převede
se třeba V napravo. Levo patř́ı do U , pravo do V . Je stejný, tud́ıž je v
pr̊uniku.

∑

diwi +
∑

civi = 0

Toto je lineárně nezávislé (je z báze V ), všechny koeficienty muśı být nula.
Ale tud́ıž je to nulový vektora to vlevo na začátku je také nezávislé (z báze
U).
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Dimenze jádra je rovna počtu volných proměnných. Řešeńı jsou za-
psaná jako lineárńı kombinace k vektor̊u (k je počet volných proměnných).
Nav́ıc jsoe lineárně nezávislé (ve volných proměnných je schovaná v podstatě
jedničková proměnná—po vynecháńı některých řádk̊u).

Pro matici o Am×n součet hodnosti jádra a hodnosti matice je dohro-
mady n. Převedeme si ji do odstupňovaného tvaru. U = RA. rank(U) je
počet bázových proměnných, což je n−k. A k je dimenze jádra. Při převáděńı
se neměńı ani hodnost ani dimenze.

Zobrazeńı f : U → V, U, V jsou vektorové prostory nad tělesem K.
Řekneme že zobrazeńı je lineárńı, pokud:

• ∀u, v ∈ U ; f(u+ v) = f(u) + f(v)

• ∀u ∈ U, ∀c ∈ K; f(cu) = cf(u)

Složeńı 2 lineárńıch zobrazeńı je opět lineárńı zobrazeńı:

g (f (u+ v)) = g (f (u) + f (v)) = g (f (u)) + g (f (v))

Pro násobek obdobně.

Pro popis zobrazeńı stač́ı znát zobrazeńı báze:
Vezmeme libovolné u, zjist́ım souřadnice, aplikuji na obraz báze. Vůči sumě
i násobk̊um se chová rozumě.

Důsledek:
Množina všech obraz̊u je podprostor a jeho dimenze je nejvýše dimenze
p̊uvodńıho prostoru.

1.3.2 Vyjádřeńı báźı

V,W vektorové prostory nad K. X = (v1, . . . vn), Y = (w1, . . . wm) Potom
lineárńı zobrazeńı f : V → W nazveme matici [f ]XY ∈ Km×N sestavenou z
vektor̊u obrazu báze X v̊uči bázi Y .

Matici přechodu pro identitu z jedné báze na druhou spoč́ıtám jako
B−1A. Lze spoč́ıtat elementárńımi úpravami (B|A) ∼ (I|B−1A).

Převod lze provést pomoćı přechodu přes kanonickau bázi.
Necht’ V a W jsou vektorové prostory nad stejným tělesem K. Potom

lineárńı zobrazeńı f : V → W které je bijektivńı nazýváme izomorfizmem
prostor̊u V a W .

Pozorováńı:
Inverzńı zobrazeńı je také izomorfizmem. Je určitě bijekćı. Sč́ıtáńı funguje
správně. f−1(w + w′) = f−1(f(u) + f(u′)) = f−1(f(u + u′)) = u + u′ =
f−1(w) + f−1(w′). Násobeńı obdobně.

Věta o určeńı izomorfizmu:
V a W jsou vektorové prostory nad stejným K s konečnými bázemi. Potom
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plat́ı, že f : V → W je izomorfizmus právě když je matice zobrazeńı toho
zobrazeńı regulárńı. Nav́ıc také plat́ı, matice inverzńıho zobrazeńı je inverźı
matice zobrazeńı.

Předpokládám, že matice zobrazeńı [f ]xy je regulárńı. Vezmněme zobra-
zeńı [g]yx = ([f ]xy)

−1. Složeńı těchto zobrazeńı:
[g ◦ f ]xx = [g]yx[f ]xy = In = [id]xx. Tud́ıž muśı být f prosté, kdyby se něco
slilo, nemůžu se vrátit. Muśı být také na, totéž jde udělat opačně. Tud́ıž je
to izomorfizmus.

Opačně: Vezmeme zobrazeńı f a f−1 (izomorfizmus). Tam a zpět muśı
být identita, tud́ıž [f ]xy[f

−1]yx = [id]xx = In. Opačně také. Protože součinem
nevzroste hodnost, takže muśı být čtvercová a obě muśı být stejné. Obě ma-
tice jsou tedy regulárńı a vzájemně inverzńı.

Důsledek:
Každý vektorový prostor dimenze n nad K je izemerfńı s Kn. Zvolme si bázi
X a zobrazeńı f : u → [u]x je izomorfizmem — určeńı souřadnic, z nich se
dá rekonstruovat.

Poznámka:
dim(L(A)) = dim(L(RA)) pro regulárńı R je izomorfizmem f : u → Ru

mezi L(a) a L(RA).

Tvrzeńı:
Necht’ V a W jsou vektorové prostory nad K a množina Z všech lineárńıch
zobrazeńı z V do W . Pak Z je vektorovým prostorem, definujeme-li součet
a násobek následovně: (f + g)(x) = f(x) + g(x) a (af) = af(x).

Jednak to oboje je zobrazeńı (očividně). Je třeba ověřit, že toto zobrazeńı
je lineárńı. Stač́ı jednoduše rozepsat.

Také je třeba ověřit všechny axiomy vektorového prostoru.

1.3.3 Řešeńı rovnic s lineárńım zobrazeńım

f : Ax = b lze chápat jako lineárńı zobrazeńı. Tvrzeńı:

Necht’ f : V → W lineárńı zobrazeńı. Potom plat́ı Ker(f) = {x ∈ V ; f(x) =
0} (jádro zobrazeńı) je podprostorem V . Pokud rovnice f(x) = b má
alespoň jedno řešeńı x0, potom každé řešeńı lze vyjádřit jako x = x0+x′, x′ ∈
Ker(f).

1.4 Skalárńı součin

Necht’ V je vektorový prostor nad C. Zobrazeńı 〈u|v〉u, v ∈ V → c ∈ C se
nazve skalárńı součin, jestliže splňuje:

• ∀u ∈ V ; 〈u|u〉 = 0 ⇔ u = 0

• ∀u, v, w ∈ V ; 〈u+ v|w〉 = 〈u|w〉+ 〈v|w〉

• ∀u, v ∈ V, a ∈ C; 〈au|v〉 = a 〈u|v〉
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• ∀u, v ∈ V ; 〈v|u〉 = 〈u|v〉

• ∀u ∈ V ; 〈u|u〉 ≥ 0

Součin pro prostory nad R se definuje stejně, jen se všechna C zaměńı
za R.

Necht’ V je prostor se skalárńım součinem, potom norma definovaná
skalárńım součinem je dána předpisem ||u|| =

√

〈u|u〉.

Geometrická interpretace:
Norma ř́ıká, jak je vektor dlouhý. Lze určit vzdálenost vektor̊u (||u − v||).
〈u|v〉 odpov́ıdá úhlu.

Pro standardńı skalárńı součin na R
n a z něj odvozenou normu plat́ı,

〈u, v〉 = ||u|| ∗ ||v|| ∗ cosϕ, kde ϕ je úhel mezi nimi sevřený.
Důkaz z obrázku a kosinovy věty.

Cauchy-Swartzova nerovnost:
V je prostor se skalárńım součinem a z něj odvozenou normou. Potom plat́ı,
∀u, v ∈ V ; |〈u|v〉| ≤ ||u|| ∗ ||v||

u = 0 ≤ v = 0 ⇒ 0 ≤ 0

0 ≤ ||u+ av||2 ≤ 〈u+ av|u+ av〉 = 〈u|u〉+ a 〈v|u〉+ a 〈u|v〉+ aa 〈v|v〉

Dosad́ım a = − 〈u|v〉
〈v|v〉 , tedy:

〈u|v〉 〈v|u〉 ≤ 〈u|u〉 〈v|v〉

To vlevo je násobeńı c ∈ C s c. Tedy po odmocněńı to vyjde.
Důsledek:
Nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem. Plyne z ~v = (1, 1, . . . , 1)
samých jedniček.
Důsledek:
Norma odvozená ze skalárńıho součinu splňuje trojúhelńıkovou nerovnost.

||u+ v|| ≤ ||u||+ ||v||

||u+ v|| =
√

〈u|u〉+ 〈u|v〉+ 〈v|u〉+ 〈v|v〉

〈u|v〉+ 〈v|u〉 ≤ 2 |〈u|v〉| Dosad́ım a použiju větu:

≤
√

||u||2 + 2||u|| ∗ ||v||+ ||v||2 = ||u||+ ||v||

Poznámka:
Normu lze definovat obecněji, axiomaticky. Prostory s normou jsou to samé
co metrické prostory (lze použ́ıvat k měřeńı vzdálenost́ı).
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Vektory u, v ∈ V se skalárńım součinem nazvemeKolmé/Ortogonálńı,
⇔ 〈u|v〉 = 0.
Pozorováńı:
Systém kolmých vektor̊u je lineárně nezávislá. Důkaz sporem.

Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem a Z = (v1, . . . , vn)
je jeho báze, ∀v ∈ Z; ||v|| = 1, ∀vi, vj ∈ Z; vi 6= vj ⇒ 〈vi|vj〉, pak ji nazvu
Ortonormálńı.

Věta:
Necht’ (v1, . . . , vn) je ortonormálńı báze. Pak plat́ı ∀u ∈ V ;u =

∑n
i=1

〈u|vi〉 vi.
Důkaz:

〈u|vi〉 =

〈

n
∑

j=1

ajvj

∣

∣

∣

∣

∣

vi

〉

=
n
∑

j=1

aj 〈vj |vi〉 = ai

Koeficienty 〈u|vi〉 se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty vektoru u v̊uči
ortonormálńı bázi (v1, . . . , vn).
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