Aplikace linearni algebry v kombinatorice
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Hamingovy kédy.
Priklad 1:

Mésto, v ném spolky. Velikost kazdého spolku je lichd, pruniky jsou sudé.
Kolik tam muze byt spolku? Uréité alespon tolik, jako lidi (jednoclenné
spolky).

Na druhou stranu to ale nejde lépe. Vezmeme charakteristické vektory. Ty
musi byt linearné nezavislé.

Méme ramseyovu teorii.

Nyni, udélejme |[X| = n a <V:<)3(>,E:{U’U;|UQ’U|:1}> = G.

w(G)<n, ACV,|Al=m;A1,As..., A, C X, |4, NAj|=1=m<n.

2-vzdélenostni mnoziny: Méame v roviné body, chceme je rozmistit tak, aby
jich mnozina obsahovala co nejméné ruznych vzdalenosti.

Véta 1 Oznacime-li maximalni pocet bodu v n-rozmérném prostoru pro-
storu tak, Ze magi jen dvé vzddlenost, jako m(n), potom:

(n+1)-(n+4)

w<m(n)§ 5

5 =

Dukaz:

Dolni tak, ze vezmeme body, co maji samé nuly a dvé jednicky. Potom jen
vzdélenosti 2 a /2. Téch je ziejmeé jen tolik, jako dolnf odhad, ale jen pokud
bereme ty vektory jako sou¢ast prostoru o dimenze n+ 1. Ale protoze spliuji
rovnici Y x; = 2, coz je podprostor (sice nevime soufadnice uvnitt néj, ale
to nevadi).

Odhad zhora. Mame mnozinu Ay,..., A, € E,. d(A;,A;) € {a,b}. De-
finujme si F(z,y) = (d*(x,y) — a®)(d*(z,y) — b*). Vpravo dostanu vizdy
nulu. Nyni zafixujme jeden argument (f;(z) = F(A4;,x)). Mnozina funkci
do redlnych cisel je vektorovy prostor. Je tieba dokazat, ze toto je linedrné
nezavislé. Kdyby byly zavislé, tak umim sestavit nulovou funkci. To je ale
spor, protoze dostavam vsude nulu, kromé sebe sama, to je nenula.

Mame tedy m funkci, coz je ale mensi, nez dimenze prostoru, ve kterém ziji.
Ale to jsou polynomy 4. stupné. PopiSeme generatory toho podprostoru. Pak
uz se upocita dimenze.



Méjme uplnak, chceme rozdélit jeho hrany tak, ze dostdvame uplné bipar-
titn{ grafy (ty mnoziny musi byt disjunktni, ale nemusi to pokryvat celé).

Veéta 2 Pokud to tak je, potom pocet uplnych bipartitnich grafi je alespon
n—1.

Drukaz:
Dokazuje se stejné, s¢itanim nad Zs.

Véta 3 VG3 rozklad na dvé disjunktni Vi, Vo takové, ze G [V1], G [Va] jsou
eulerovské (vsechno je sudé).

Drukaz:
Méam mnozinu M C T", ortogonalni doplnék M.

Lemma 1

MCGF2)"=1¢ <MUML>

Dukaz:
Pokud (M) N M+~ obsahuje jen 0. Potom dim(M) = k,dim(M*) =n —k a
tedy z toho vyvodime, ze (M) U M+ = GF(2)", tedy i 1.

Pokud Ju € (M) U M*, potom Vu L (M),u L u. Tedy ale (u,u) = 0 =
> u; = (u,1) atedy 1 L u.

G=(V,E),E={e1,...,en},GF(2)" jsou podgrafy grafu G.
Kdyz méame podprostor kruznic M, M je prostor fezi.
Cely graf je tedy v souc¢tu obou.

VGV, Vo disjunktni takové, ze V = V; U Va.

Komplexni matice se nazyva normdlni, kdyz komutuje s hermitovskou
transpozici.

A m3& ortonormalni bazi z vlastnich vektoriu < je normalni.

Ay, As, ..., A, maji spoletnou ortonormalni bazi z vlastnich vektoru < jsou
normdlni a Vi, j; A;A; = A A;.



A= A* & A je norméalni a realn4.

A= A" = A*A = AA* a je normalni, potom 3XX* = E; X*AX = D (s
vlastnimi ¢isly), D* = D = vSechny prvky jsou redlné.

Disledek 1 G je graf, Ag je matice sousednosti. Potom Ag md n vlastnich
¢isel (soucet jak algebraickijch tak geometrickych ndasobnosti) a viechna jsou
redlnd.

Véta 4 (Moorova) Méjme d-regquldrni graf bez Cy, K3. Uréité n > 1+ d?
(pocitani vrstev). Pokud je zde rovnost, graf se nazjvdi Mooruv. Takovych
je mdlo.

Diukaz:

A je matice sousednosti. Amax = d. A%2 mé na diagonéle déka, mezi sousedy
je uréité 0, jinak 1. Tedy, A%/J — A+ (d—1)-E. Z toho se odvodji, Ze existuje
jen malo vlastnich ¢isel.

Véta 5
M+...+,=0

Véta 6 Pro d#{0,1,2,3,7,57} neexistuje mooruv graf.

1 Silné regularni grafy
Graf G je (d, e, f)-silné reguldrni, pokud je:
e Je d-regularni.
e Kazdd hrana lezi v e trojuhelnicich (Vzy € E;|N(z) N N(y)| = e).
o Vayge;x # y; |[N(z) N N(y)| = f
e Neni to uplny graf.
Véta 7 Jestlize existuje (d, e, f) silné reqularni graf s n vrcholy, potom:

e f=e+1l,d=2fn=2d+1

o nebo (e—f)2—4(f—d)=s>aL((d—1+f—e)(s+f—e)—2) €N



Dikaz:

Necht A je matice sousednosti. Matice A m& na diagonéle d (vzdy tam a
zpét). Na hrandch jsou e a kde nejsou hrany, tam kde nejsou je f. Tedy:
A2=dE +eA+ f(J—E—A). Tedy, A2+ A(f —e)+ (f —d) = fJ.
Vsechny vlastni ¢isla dostaneme jako koteny p(z) = 22 + (f —e)x + (f — d).
d je nejvétsi vlastni ¢islo.

Soucet vlastnich ¢isel je totéz jako jeji stopa.

Véta 8 (Friendship theorem) Necht kazdi dva lidé maji prdvé jednoho
spoleéného pritele, potom existuje superpritel.

Dukaz:

Mame mnozinovy systém p = {N(x);z € V}. x Ny = |[N(z) N N(y)| = 1.
At jsou nebo nejsou spojeny hranou, tak maji pravé jeden prinikovy prvek.
To jsou dva axiomy projektivni roviny (je splnéna i 4 body v obecné poloze?
— ne, nemuze nastat vSichni na jedné piimce, ale muze nastat jeden, ostatni
na pfimce).

Tedy, pokud neni superptitel, tak mame kone¢nou projektivni rovinu. Mame
tedy jeji fad a to je zde m = 1. Mame tedy m + 1,1, 1 silné regularni graf o
m? + m + 1 vrcholech. Prvni moznost nastat nemutze, druhd s> = 4m, s =
2t, m = t2. Po dosazeni do druhé rovnice to nevyjde.

2 Proplétani vlastnich cisel

Mame matici A, jeji vlastni ¢isla Ay > ao... > a, a k tomu vlastni vektory
u;, které tvori ortonormalni bazi.

Lemma 2
x € span{uy,...,u;} = ¥ Az > M\pz*x

Dukaz:

k
Tr = Zaiui
i=1
JJ*A(ZOéiUi) =



m*(z ajAu;) =
Z a;u;a,-)\iui > Z oo =

Mzt

Dusledek 2

Nechtf matici B dostaneme z A vyskrtnutim i-tého fddku a i-tého sloupce
span(B) = p1 >9 ... > lp—1.

Véta 9 Potom A1 > 1 > Ao > oo fin—1 > An-

Dukaz:
VE; Ak > g > Mpge1- S1 = span {ug, ugy1, ..., un}, S1 = span {vi,ve, ..., v}
Doplnime na i-té misto nuly abychom dostali v}, z5.... S3 = {v],v5,...}.

dimS1+dimSs = n+1. To je dim(S1+S3)+dim(S1NS3). Tedy dimS;NSs >
1, tedy existuje tam alespoii jeden nenulovy vektor, ale na ¢-tém misté ma 0,
takze tuto pozici nepotiebuji. Z toho vykopu x*Ax = y* By, z toho vykopu
ze M < )\k-

Tu druhou zvolim S; = span {uy,us, ..., upr1}, So = span{vg,...,vp—1} a
obdobné.

Dusledek 3 Tentokrdt vyskrtneme k 7ddki a odpovidajicich k sloupcu, takzZe
mame [y > ... > pn—k Potom plati, Ze N\j > p; a py > Ajyg.

Dikaz:
Skrtdme postupné.
Véta 10 G graf. Potom o(G) < min{|5; \; < 0|, |i; A > 0]}.

Dukaz:

Vezmeme matici sousednosti, uspotadejme je tak, ze v levém hornim rohu



jsou nezéavisld mnozina, ta matice je nulova. Vyhodim ty vrcholy, co nejsou
v nezavislé mnoziné, zbyde mi o nul jako vlastni ¢isla. Tedy, A2 > 0 a

0 Z An,n—l,l..,n—oz—i—l-
(-]

Véta 11 G je d-requldrni, potom a(G) < n - di)}\"n-

Dikaz:

Vezmeme A matici sousednosti a J samych jednicek. AJ =d-J = JA. Tedy
existuje spoleénd ortonormalni béze slozend z vlastnich vektoru. X*X =
E,X*AX = D. U J mdme jedno ¢&islo n a jinak nuly. Nechf C = A —
Ld—2)J. X*CXX*AX — L (d—\,) X*JX. C mé dvakrét \,.
Provedeme podobny trik jako pfedtim, B je podmatice odpovidajici A, jeji
vlastni ¢isla jsou nuly, a — (d — \,) > Ay

Diisledek 4 x(G) > 1+ 34

Dikaz:
V kazdé barvé je nejvyse « prvku.

Véta 12 Toto plati i pro obecné grafy.

Lemma 3 A\ > prumérny stupen G.

Dukaz:
TODO: Cvicent

Véta 13 x(G) <1+ ;.

Drukaz:
Kazdy graf obsahuje kriticky graf pro tu barevnost jako indukovany podgraf.
Minimélni stupen je §(G) > x(G) — 1, jinak bych ten mensi mohl vyhodit,
obarvil a dobarvil podle toho, co zbyde. Primérny stupen je alespon x — 1,
tedy A& > x — 1, tedy A\; > &/

max*



3 Shanonova kapacita grafu

’

Uplny souéin grafu je takovy graf GX H, ze: V := V(G) x V(H) a hrana
(v1,u1), (v2,uz) tam je kdyz vi = vo V vive € Ej a totéz pro u (s tim, ze
nebereme smycky).

Shanonova kapacita je

sup {a(Gk)%}

Pro 5-cyklus je to v/5. Udélame ortogondlni reprezentaci grafu, kazdy vrchol
dostane vektor, pokud mezi nimi nen{ hrana, tak jsou na sebe kolmé.

Nejlepsi reprezentace je takova, ktera jde do co nejmensiho kulového vrchliku.

Definujme 7 = max, |¢j—; ﬁ (v je vektor vrcholu).

Lemma 4 o(G) < 7(Q)

Dikaz:
Vezmeme si nezavislou, dadme libovolnou reprezentaci. Ta uz musi udélat
sama dostatecné veliky vrchlik.

Lemma 5 Mdme grafy G, H a jejich reprezentace. Potom pro GX H exis-
tuje reprezentace takovd, ze T(GXR H) = 7(G) - 7(H).

Méme vektory z, y. Potom tenzorovy souéin je r ® y € R™" a vyjde

vynasobenim kazdy s kazdym v lexikografickém potadi opacné (tedy, od
druhé soufadnice). Vyjde taky jako z’ x y.

Pozorovani 1 Je to linedrni operdtor.

Dikaz:
Staci vzit tenzorovy soucin téch vektoru.

Nyni uz staci vzit jen reprezentaci C'5, nasadit obé lemmata a je hotovo.

Véta 14 Necht P je requdrni. Potom:

Sp(A) = Sp(P-A- P71



Dikaz:
Roznasobenim pres determinanty.

Lemma 6 Necht A € C"*" je hermitovskd a S € C™*", m <n, SS* = E.
Potom vlastni éisla SAS* proplétaji vlastni éisla A.

Dikaz:
Vektory z S jsou na sebe kolmé. Lze rozsitit na ortonormalni bazi R takové,
7ze RR* = FE (ale vétsi).

Nahradim tedy S za R. To odpovida blokovému ndsobeni matic, nalevo
nahote mam SAS*. Tedy, vlastni ¢isla SAS* problétaji vlastni ¢isla RAR*.
Ale to ma stejnd vlastni ¢isla, jako A.

Lemma 7 Mdm étvercovou matici A narezanou na bloky dlouhéni, na, ..., Npy,.
Ziskame matici B € C™*™ tak, Ze vezmeme dany blocek, vie secteme a
vydélime n;.

Vlastni ¢isla matice B problétaji vlastni éisla A.

Drukaz:

Udéldm matici S € C™*™. Takze mam fadku kolik je bloku a sloupecku
kolik je sloupecku. Do prvniho bloku pfijdou jednicky na prvni fadek, do
druhého na druhy, etc, jinak nuly.

Potom SS5* je matice m x m. Na diagonale budou velikosti bloki, jinak
nuly. SAS* vychézi soucty prvkia v celém bloku. Pohrajeme si a napasujeme
predchozi lemma.

Véta 15 G je graf. Potom a(G) <n - 62(5;‘71_)33)\

Dikaz:
Nastéhuju si nezavislou jako nejnizsi indexy. Rozdélim matici na 4 kusy, a

spo¢itam B jako v minulém lemmatu. Vlevo nahofe mam 0, vpravo dole mé
to nezajimd. Potom by = by - ~%—. Ta md vlastn{ ¢isla 1,72 a propléta

vlastni ¢isla matice sousednosti.



Véta 16 x > 1— 31

Dikaz:
Nafezeme na nezavislé mnoziny podle barev.

4 Siedeltv switching

Siedeliv switching je operace na grafu, kdy si vyberu jeden vrchol, tomu
vymeénim/zneguji viechny jeho sousedni hrany.

G H pokud mezi sebou jdou prevadét postupnym piepinanim.

To je ekvivalentni s tim, ze vSechny vrcholy néjaké mnoziny muzu switchnout
(ménim hrany jen mezi mnozinou a okolim). To je vidét.

To je totéz jako scitani v Zg s uplnym bipartitnim grafu (pouzivajicim
vSechny vrcholy). Jde preswitchovat, kdyz existuje takovy graf.

Takze tridy ekvivalence lze ziskat tak, ze vyfaktorizuji vSechny grafy pomoci
béaze vSech tplny bipartitnich na vsech vrcholech.

Veéta 17 Trid ekvivalence je stejné jako eulerovskych grafi.

Dikaz:
Jsou to ortogonalni dopliky.

Linedrni forma je zobrazeni z vektorového prostoru do jeho télesa, které
jsou linearni. V* je prostor téchto forem. Plati, ze dimV = dimV™*.

Lemma 8 (Burnsidovo) Méjme grupu G a mnozinu M. Potom akce grupy
na mnoziné je zobrazeni G x M — M takové, Ze jednicka z G nechdvaji m
napokoji a (g - h)-m = g(h-m).

Potom prvky, které se daji dostat z jednoho prvku akcemi z G jsou ekviva-
lence.

5 Neexistence perfektrich kodu

Méme abecedu X, |X| = ¢. X" jsou slova, dp(z,y) je pocet mist, na kterych
se tato slova lisi.
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Vysilaji se jen dana kédova slova.

Rekneme, 7e kéd C opravuje ¢ chyb, pokud kdykoliv dojde az k ¢ chybam
pfi prenosu, tak lze najit jednoznacné nejblizsi kédové slovo.

Pozorovani 2 Vzddlenosti kédovijch slov jsou alespori 2d + 1.

Dikaz:
Ptes okolicka a jejich pruniky.

(-]
Pozorovani 3 dy je metrika.
Dikaz:
Jen upocitat. Zajimava je jen trojihelnikova nerovnost.

(-]

Pozorovani 4 Necht C C X" opravuge t chyb. Potom |C| < ¢

zif:o( 7; ><q1>i

Dukaz:
Velikosti okolicek.

C C X" se nazyva t-perfektni s parametry ¢,n,t, pokud plati rovnost.
Tedy, okolicka tvori rozklad.

Priklad 2:

.. oy .. k_ - y )
Megjme g prvocislo a matici ZSXQ 1 v ni vSechny kromé nulového vektoru.

A C ={z|Hx = 0}. C je 1-perfektni kdd.

Dukaz:
Opravuje jednu chybu. Sporem, najdeme vektor soucet téchto dvou slov, ten
musi byt v C, ale nevyjde tam.

Pocet slov bude velikost jadra.

11



Véta 18 I(q,n,t)-perfektni kéd a ¢ = p" (mocnina prvocisla). Potom

Slo() - =a

1

Dikaz:
Je to celé ¢islo. Z toho vytluceme, Ze je to mocnina p a z toho se uz uspofti,
ze musi byt i mocnina q.

(-]
. ) .y =
Dausledek 5 Necht g =p" a 3(q,n, 1)-perfektni kod, potom n = qq—l .
Dukaz:
Jen dosazeni.
()

Jsou kédy pro mocniny prvocislaat =1, pron =11 at =2 a pron = 23
a t = 3. Na mocninach prvocisla zadnd jind nejsou.

Ve slozenych se vi, ze neexistuji, kromé ¢t = 1,2, kde se nevi.

Véta 19 (Podminka pakovani kouli) 3(q,n,t)-perfekini kod. Potom

Sico < 7; > (g —1)"|g" pro slozend q a ¢* pro q =p".

Véta 20 Pokud 3(q,n,t)-perfekini kdd, potom

Li(x) = Zé‘:o (71)]’ (q— 1)1&71 ( T ; 1 > ( Z:;c > mat ruzngjch celoéiselnyjch
korenu mezi 1 a n.

Véta 21 Pro ¢ =p" at > neexistuji (n,q,t) perfektni kody s jingmi para-
metry nez s Hamingovych a Golojovijch kddi.

Dikaz:
Ma4 t ruznych celociselnych kofentu.

TODO: Tady bylo hromada chlupatych vypo&td, které se pouziji na ome-
zeni t < 11,n < 495, ¢ < 27 a nacpe se na to pocitac.
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Poznamka 1 Pro g = 2 se pridd soucit I1(o; —2), udéld se néco podobného.

Tvrzeni 1 ¢ =2,t=2.

Dukaz:

Podminka pakovén{ kouli i{ka, ze 1 + ( 7; ) + ( g ) =20,
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