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1 Minimalni vrcholové pokryti

Prikladdm vzdy celou hranu, tu utrhnu — 2-aproximace.

1.1 Bipartitni graf

V ném je optimum rovno velikosti maximéalniho toku.

1.2 V3azena verze

Resi se pres linedrni programovani. Proménnd na vrchol, bud 0 nebo 1.
Chceme, aby pro kazdou hranu byl soucet alesponn 1. Vyjde néco, co mé
s celociselnym TeSeni néco spoleéného. D4 nam dolni odhad na optimum.
Vezmu vSechny vrcholy, které jsou alespon 0.5, ty nastavim na 1. Velikost je
nejvyse 2x vétsi, nez hodnota linedrniho programu.

Véta 1 (PCP) Je NP-tézké rozlisit splnitelné formule od formuli, kde lze
splnit nejvice 99% klauzuli.

Toto je az upravend verze.

7 toho napriklad plyne, ze je N P-tézké a-aproximovat vrcholové pokryti
pro o < .

Existuje hypotéza, ze které plyne, ze asi neexistuje lepsi, nez 2-aproximace
(protoze by to mélo podobné nésledky, jako kdyby se ukazalo, ze P = N P).
Kdyz hleddme maximélni nezdvislou mnozinu v grafu, tak je to opa¢né k
vrcholovému pokryti. Z toho, mimo jiné, plyne, Ze nelze odlisit optimum od
nezavislych mnozit, které jsou ,hodné dobré*.

Hledani nejvétsi kliky je také problém néjak dudlni k nezavislé mnoziné
(klika v dopliku je totéz jako nezdvisla mnozina originélu).

2 Obchodni cestujici

Pro obecnou nejde najit zddnou aproximaci (uméli bychom feseni hamil-
tonky).

Jsou-li vzdalenosti podle trojihelnikové nerovnosti, muzu pomoci kostry
hledat 2-aproximaci (ur¢ité to nebude vic jak 2% horsi, nez kostra, kostra je
nejvyse tak velkd, jako hamiltonka).

VylepSend verze — najdeme miniméalni kostru, potom vSechny vrcholy, kde
je stupen v kostie lichy. Potom najdeme minimalni perfektni parovani na



téchto vrcholech. Potom udéldme eulerovsky tah na kostie sjednocené s
parovanim (poznamka: tohle muze byt multigraf). Tohle potom zkratim
(vyhazu duplicity).

Tohle je %—aproximace. Parovani je nejvyse polovina optima. To se secte,
takze max. % optima.

To, ze to parovani je nejvyse polovina je vidét z toho, ze hamiltonka lze
slozit ze dvou parovéni (a jedné hrany navic).

3 Rozvrhovani

Budeme mit m pocitaci. Vstup je posloupnost éisel py, ..., p, € RT, coZ bu-
dou ulohy. Vystup ma byt zobrazeni S:1...n — 1...m. Cil bude minima-
lizovat délka rozvrhu, tedy max;ci. Ejelmm;s(j):i p; (tedy, jen rozdéleni
na pocitace, ne jak za sebou).

Opacéné mame deadline, chceme co nejmin pocitacu. To se nazyva bin-
packing.

3.1 Hladovy algoritmus

Vzdy vrhne tulohu na nejméné zatizeny pocitac. Je hloupy, ale je online.

Toto je 2 — % aproximacni algoritmus. Necht T je doba naseho rozvrhu a t
je startovni cas tlohy, kterd konéi v T. T —t < p; < opt. t < opt (protoze
kazdy pracuje alespon do t).

Dokonce, T+ (m — 2)t < m - opt, tedy m - T < (2m — 1) - opt.

Rekneme, Ze algoritmus je R-kompetitivng, pokud je online a 3¢V vstupy
dé nejhuf R - opt + c. Vi se, ze existuje néjaky pro R < 2, ale nevi se, jak
presné ani jaky to je.

Pokud napted sefadime, tak je % aproximacni.

Tvrzeni 1 Je to NP-tézké.

Dukaz:

Prevedu na to loupezniky, vezmu m = 2.

Ze stejného duvodu i bin-packing.

Véta 2 Neexistuje %—e aproximacni algoritmus pro bin-packing pokud P #
NP (tedy, potrebuju rozlisit 2 a 3 pocitace).



3.2 Rozvrhovani se zavislostmi

Méme podminky tak, ze néco musi skoncit diiv, nez néco jiného zacne.
Udélame hladovy algoritmus. Bereme ¢as postupné, v ¢ase t, pokud existuje
volny pocitac¢ a tloha se splnénymi zavislosti, tak ji tam hodime.

Tvrzeni 2 Toto je (2— L) aprozimace.

Dikaz:

Toto je zobecnéni minulého hladového algoritmu. Zkonstruujeme cestu v
grafu G takovou, ze kdykoliv v rozvrhu je volny pocitac, tak bézi jedna z
dloh na této cesté. Toto je dolni odhad na optimum.

Konstruuju od konce, vezmu posledni, pak se mrknu na posledni volno,
pokud existuje. V tom piipadé se v té dobé na néco muselo ¢ekat (jinak
jsme to mohli pustit).

Délka tohoto je dolni odhad optima, musi jit po sobé.

3.3 Hladovy bin-packing

Pouziva , first-fit “, nacpe do prvni, kam se vejde. Kdyz nevejde, koupi dalsi
pocitac.

Tvrzeni 3 Tohle je 2-aprorimace.

Dikaz:

Vsechny kromé jednoho jsou alespon z poloviny zaplnéné. Nov4 tloha bud
mens$i nez pul, potom kdyz za¢indm, tak zbytek musi byt vic nez napul.
Kdyz dostanu velkou, muzu zacit nové, a zase bude do pul plné.

Tedy, na konci mame urcité mTfl mnozstvi prace. Z toho vyjde, ze m <
2-opt + 1.

Ve skutecnosti je to 1.7 - opt + const.

Rekneme, Ze opt. problém ma poly-¢as aproximaé¢ni schéma, pokud Ved algo-
ritmus bézici v ¢ase polynomidlnim ve velikosti instance a je 14€ aproximace.
1

Plné-polynomidlni aproximacni schéma vyzaduje polynomialitu i v .

Je-li problém silné N P-tézky a md FPTAS, pak P = NP.



4 Mnozinové pokryti

Méme mnozinu U prvkii a mnozinovy systém S C 2V, chceme (JC = U,
chceme minimalizovat vahu mnozin.

Muzeme zapsat jako linearni program.

Chceme x5 > 0, chceme, aby prvek z univerza mél aspon 1. Minimalizujeme
> wsxs. Dudlni program je f = max; po¢et mnozin, ve kterych se vysky-
tuje dany prvek. D4 se ziskat f-aproximaéni algoritmus, jednoduse vezmeme
vSechny, které tam jsou alespon jednou f-tinou.

Kdyz vezmu duédl, tak muzu kazdou dat kazdou mnozinu do vysledku s
ravdépodobnost{ x}. Tohle nemusi dat spravny vysledek, ale 7z to zopa-
pravdépodobnosti x%. Tohl { dat spravny vysledek, ale kdyz to zop
kujeme fadové logn krat.

Pravdépodobnost, ze nékdo je nepokryty je mensi, nez (1 — l)a'logn

1
p < Qn
Pravdépodobnost, Ze néco je nepokryté je pul.

Cena je a - logn - opt,.

4.1 Primar-dual pro set-cover
Na zacatku nastavim y := 0 a C := (). Vezmu néjaké nepokryté i. ZvySujeme

yi, dokud nékterd dualni podminka neni tésna. Pfidame vSechny S takové,
které maji wy rovny y.

4.2 Hladovy algoritmus

Piiddvam vzdy tu s nejlepsim pomérem ceny a ,novych*“ prvku (ty, co jesté
nemam).

Hladovy algoritmus je Hj je aproximacni, kde k je max. velikost mnoziny,
H je k-té harmonické ¢islo.

4.3 Semidefinitni programovani

Matice A je pozitivné semidefinitni, pokud:

Va2l Az >0

o VA A >0
A=WTW

Vsechny hlavni podmatice maji determinant > 0



Program nazvu pozitivné semidefinitni, pokud ma proménné v matici a
chceme maximalizovat néjakou linearn{ funkci C' - X za podminek, ze X je
pozitivé semidefinitni, Ay - X = bg. Toto je zobecnéni linedrniho programu
(muzu si udélat proménné jen po diagonale, muzu mit nerovnosti obvyklym
podvodem).

Vektorové programy, kde proménné jsou vektory. Taktéz chceme maxi-
malizovat, tentokrat ) ¢; ;j(v; - v;) a podminky jsou, ze VK> a; j 1 - (v - v5).

Véta 3 Semidefinitni programy a vektorové programy jsou ekvivalentni.

Dukaz:
Do matice W napisu vektory jako sloupce, utvoifm matici X = W7 . W,
pak je to matice, co ma prvky jako skalarni souciny.

4.4 Maximalni fez

Chceme rozdélit graf na 2 ¢asti tak, aby soucet vah hran mezi nimi byl
maximalni.

Muzeme vzit kazdou hranu s pravdépodobnosti polovina, pak mame v prumeéru
% aproximaci. Nebo to muzu zkusit hladové a hézet do jedné nebo do druhé,
podle toho, kde dostane vic.

Zkusime to takto. Vezmeme proménné, coz budou £1. Snazim se maxima-
lizovat ) . pwe - (1 —v; - vj).

Misto toho vezmeme realné vektory v R™, v; - v; = 1. To uz je vektorovy
program, to fesit lze.

4.5 Vektorovy program

Bude jen 1 + € aproximace, protoze mohou vychézet iracionalni ¢isla.

Vezmu nahodny vektor r na sféfe. Vsechny, kde v; - 7 > 0 ddm do jedné,
ostatni do druhé.

5 Online algoritmy

Méme problém prohleddvani piimky (cow-path problem, bridge problem).
Méame primku, krava hleda diru v primce.
Algoritmus je R-kompetetivni, pokud je online algoritmus a pro vSechny
instance projde maximélné R - opt(I) + c.



Véta 4 Algoritmus ,chodim v 2% wvzrustajicich intervalech po ptimce“ je
9-kompetitivni.

Pravdépodobnostni algoritmus je R-kompetitivni, Ze prumérny vysledek je
R-kompetitivni. Dvé moznosti — oblivious adversary je takovy, Ze nereaguje
na prubézné vysledky programu, adaptive adversary si muze vymyslet podle
toho, co déléd algoritmus.

5.1 Pagin/caching

Mame k stranek rychlé paméti. Vstup je posloupnost pozadavku na jednot-
livé stranky z néjakych n stranek, které existuji celkem (pomalych). Cena
je za nacitani stréanek.

Liné algoritmy — v ¢-tém kroku ¢te maximalné jednu stranku.
k =1 — kazdy algoritmus je optimalni.
Potom je fifo, clock, statistiky za posledni dobu, po¢ty pozadavku, starnuti.

LRU je ze vyberu tu, kterd se nejdéle nepozadovala. FWF (Flush When
Full) — kdyz musim vyhazovat, vyhodim vsechno.

FIFO, LRU, FWF jsou k-kompetitivni pro deterministicky algoritmus.

Znackovaci algoritmus je takovy, ktery si pamatuje ptiznak, ten nastavi
pii pozadavku na stranku ho nastavi, pfi page-fault piiznaky rusi (napf.
kdyz zadna bez znacky neni) a vyhazuje néco neoznaceného.

LRU a FWF jsou znackovaci.

Kazdy znackovaci algoritmus je k-kompetitivni. Posloupnost pozadavku rozdélim
na faze. Kazdy prvni pozadavek nové faze je ten, kdy mazu znacky. Algo-
ritmus mé maximalné k - M vyhazovani (M je pocet fdzi). Optimum musi
byt alesponn M — 1. Ve dvou po sobé jdoucich fazi je alespon k + 1 ruznych
stranek, je tedy potieba néco vyhodit.

FIFO neni znackovaci. Ale kdyz vyhdzeme pozadavky, kde neni page-fault,
na tom se to chova stejné. A na tom se to chova jako LRO.

Véta 5 Kazdy pravdépodobnostni R-kompetitivni algoritmus pro paging md
R > Hy.

6 k-server problém

Méame danou metriku M a parametr k. Vstupem je posloupnost bodu v M
(to jsou pozadavky). Chceme rozposilat k agentu tak, aby kazdy pozadavek
byl navstiveny tak, aby nacestovali co nejméné.



Cachovani je specidlni pfipad pro uniformni metrika.

6.1 Potencial

Pro kazdy online R kompetitivni algoritums lze najit potencial, ktery tika,
kolik penéz muze stat libovolné dalsi pokracovani.

Potom plati, ze 0 < ®(Sy, Ax) < ®(Sp, Ag) + R- OPT — ALG.

7 Vazené strankovani

Podobné, jako strankovani, ale kazda stranka méa néjakou vahu, tedy cenu,
kolik ji stoji nabrat do cache.

Toto mé k-kompetetivni deterministicky algoritmus. Je to ekvivalentni k-
serveru na metrice , hvézdicka“.

Existuje rddové log k kompetitivni pravdépodobnostni algoritmus.

8 Strankovani souboru

Kazda stranka mé dva parametry — velikost a cena.

Existuje k-kompetitivni deterministicky a O(log2 k) kompetitivni pravdépodobnostn{
pro cenu 1 a rovnou velikosti.

9 Problém pohybu

Méme robota ve skladisti, kde jsou krabice, ma se dostat k jedné (dané)
strané. Kdyz narazi na néco, tak to detekuje.

Na toto muze existovat vejlépe /n kompetitivni algoritmus. Obrézek —
prekryvajici-se ,cihlicky “. Vezmu ty, které potka, musim obchéazet a to k-
krat.
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