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Minor se da ziskat tak, ze zahazuju vrcholy a hrany a kontrahuju hrany.

Topologicky minor pouziva jen topologické kontrakee (kontrahuje se jen
takova hrana, jejiz alespon jeden vrchol ma stupen 2).

Pozorovani 1 Muzu kontrakce uvazovat az na konec.
Indukovany minor je takovy, ktery jen kontrahuje.

Lemma 1 Necht H je minorem G. Potom existuje zobrazeni f : V(H) —
P(V(G)) takové, Ze:

e Vv € V(H); f(v) je neprdaznd a souvisld.
e Neprotinaji se.

e Pokud je v H hrana, pak musi byt hrana mezi mnoZinami v puvodnim.

Diukaz:
Bud je to vidét, nebo je to napsané v barevnosti.

Lemma 2 Necht H je maz. stupné 3. Potom plati, Ze H je minorem G < H
je topologickym minorem.

Dikaz:
Jedna implikace je trivialni.

Druhd, najdu si stromecky v skupinkéach, ty uz maji malé stupné, tam to
jde vykoukat.

(-]
Pozorovani 2 Relace bijt minorem je transitivni.
Drukaz:
Prosté se udélaji za sebou.

(-]

Triida grafi G je uwzavrfend na minory, pokud s kazdym jeho prvkem
obsahuje i vSechny jeho minory.

Podobné uzavienost na libovolné jiné minory.



Véta 1 (Kuratovského minorova) Graf je rovinng, pravé kdyz neobsa-
huje K5 ani K33 jako minor.

Lemma 3 Pokud G obsahuje K5 nebo K33 jako minor, tak jeden z nich
obsahuje 1 jako topologicky minor.

Dukaz:
Pro K33 plati podle Lemmatu 2

Pro K35, pokud napfed mazu vrcholy a hrany a potom teprve kontrahuji,
tak se mi miZe postéstit, Ze mam jen topologické kontrakce. Nechf tomu
tak neni. Kontrakce muizu prohdzet, necht posledni kontrakce je tedy neto-
pologickd. Najdu tam bud K5 nebo K3 3. Potom ho ale m4 jako topologicky.

Dikaz:
P#imo plyne z Lemma [3

Pozorovani 3 Mame dané nakresleni G na plochu. Podom odebirdni vr-
choli, hran a kontrakce zachovdvaji nakreslent.

Dukaz:
Odebirani je ziejmé. Kontrakce — misto jednoho vrcholu tam ptijdou ty hrany
podél sebe, co vedla ta puvodni.



Tim jsme zavedli minor nakresleni (musi jit prevadét piimo to nakresleni
— nesmi se preskakovat nékde).

Pozorovani 4 Trida grafi nakreslitelnd na danou plochu je uzaviend na
minory.

Necht G je multigraf s danym nakreslenim. Ozna¢me F mnozinu bodi repre-

zentujicich stény v tomto nakresleni. Potom G* je dudlni graf je multigraf,
kde F' je mnozina vrcholt a hrany jsou puvodni, jen otoc¢ené.

Identifikuje ptuvodni graf az na izolované vrcholy. Kdyby byl 3-souvisly, tak
ma jen jedno nakresleni a tedy jen jeden dual.

Pozorovani 5 Je-li H minorem G, potom H* je minorem G*.

Dikaz:
Odebrani hrany odpovida kontrakci a naopak. Odebirejme jen izolované vr-
choly.

Opacné plati jen pokud tam nejsou zadné izolované.

1 Vnéjskoveé rovinné grafy
M4 néjaké nakresleni, kdy jsou vSechny vrcholy na vnéjsi sténé.

Pozorovani 6 Je to uzavrené na minory.

Dikaz:
Ziejmé po libovolné operaci zustane rovinny, z vnéjsi stény to taky nic ne-
dostane.

Véta 2 Vnéjskové rovinng je pravé kdyz neobsahuje jako minor ani Ky ani
K372.



Dikaz:
Ze tyto véci nejsou vnéjskoveé rovinné je vidét.
Jinak sporem. Kdyz mam vnéjskové rovinné, vezmu dudl a odeberu vrchol

odpovidajici vnejsi hrané, dostanu les.

Necht je tedy rovinny (jinak obsahuje néco moc velkého). Kdyz dudl bez
vrcholu je les, tak pohoda. Jinak mame kruznice nebo nadsobné hrany. Pokud
ne, tak vykoukdm minory.

2 Dobré usporadani

Preduspordddni je relace, kterd je tranzitivni a reflexivni.

Céstecné usporadéni z toho udéldme faktorizaci podle tifd ekvivalence.
Mnozina X je dobfe usporddana pomococi < pokud kazda posloupnost x; €
X obsahuje neklesajicidvojici, tj 37, 531 < j A z; < x5,

Je-li t¥ida X dobie uspotfadand, potom kazda posloupnost obsahuje nekle-

sajici podposloupnost. Udéldme pomoci nekoneéné ramseyovy véty.

Rekneme, ze O je mnozina zakdzanych prvki pro Y C X, pokud plati:
Ve € X;2¢Y < Jo€ O;0 < z.

Pozorovani 7 Je-li X dobre usporddané a Y je uzaviend na <, potom O
existuje a je koneénd.

Drukaz:
Za O vezmeme mnozinu minimdlnich prvka X\Y. Ty jsou neporovnatelné
a proto je to kone¢né (jinak bych je mohl nastrkat do posloupnosti).

Jestlize (X, <) je usporaddni, potom (X<, <), kde X< jsou vSechny
konetné podmnoziny X (napf. trojprvkové) a mnoziny a,b € X<? pokud
existuje prosté zobrazeni z f : a — b takové, ze a; < f(a;)Va; € a.

Véta 3 Je-li (X, <) dobre usporddané, potom i (X<, <) je dobré.

Diukaz:

Vezmeme Spatnou posloupnost takovou, ze kazdy prvek je nejmensi mozné
velikosti tak, aby rozsifoval predchozi do S§patné. Ale muzu vyménit za B;,
to ale uz musi byt dobra posloupnost.



Veéta 4 Trida zakotenénych stromu je dobie usporddand na topologické mi-
nory.

Dukaz:
Predpokladejme, ze existuje §patna posloupnost. Podobné jako minuly dukaz.

-]
Priklad 1:

To s X <% neplati pro nekonec¢né. Jednoduse si muzu vzdycky dvé ruzné
vybrat, jednu zvednout, jednu snizit a dvojic mam libovolné mnoho.

@)
Stromovy rozklad grafu G je strom T takovy, ze:
o VX, e V(T); X; CV(QG)
e Ve e E(G); 3X,; € V(T);{u,v} C X;
e Vv € V(Q);T|z;, kde u € z; je nepréazdny souvisly podstrom.
Vrcholim stromu 7" budeme fikat uzly.

Sirka rozkladu bude max; | X;| — 1.

Stromova sitka G je nejmensi mozna §itka néjakého jeho stromového roz-

kladu.

Treti podminka je ekvivalentni s Vz;, X;, X takové, ze X, je mezi X;, X; v
T'. Potom X C X; N Xj.

VVVVVV

Lemma 4 tw(G) > w(G) — 1

Dukaz:
Sporem. Predpokladejme, Ze celd klika neni uvnit jednoho uzlu.

Kdyz zorientuji hranu k néjakému chybéjicimu vrcholu. Kazdy mé jednu,
jedna hrana musi byt oboustranna. Chybi hrana.

(-]
Tvrzeni 1 Je-li H minorem G, potom tw(H) < tw(G).

Tvrzeni 2 Staci vzit puvodni rozklad.



2.1 Rekurzivné definované tiridy graft

Pro k € N, k-pdlovy graf je takovy graf, ve kterém je vyznaceno k vrcholu
a vznikd slepovanim takovych grafu za pély (nesmi se spojit pély stejného)
a vyznaci se novych k z nich. Tyto operace jsou dany.

Rekurzivni tfida grafi urcené (O, B) je mnozina k-pdlovych grafi a O je
mnozZzina operaci na k-pdélovych grafech, je tiida grafu, kterd lze z B pomoci
O vytvorit.

Veéta 5 Graf mad stromovou §itku nejvyse 2 < je podgrafem néjakého sériové-
paralelniho grafu.

Dukaz:
Kdyz méme sériové-paralelni postup, tak tvorime termindly takové, ze ter-
mindly jsou v kofeni.

Paralelni udélam tak, Zze jen je povésim za spoleény kofen.

U sériového smime mit uzly velikosti 3, nacpu jak spojovany, tak nové ter-
minéaly do kofene a hotovo. Nad to muzu pfidat novy kofen jen s témi novymi
termindaly (kvuli ¢istoté).

Opacné, upravime rozklad, aby byl hezky. VSechny uzly budou obsahovat
pravé 3 vrcholy (muzu si pujéit). Sousedni uzly budou mit spoleéné 2 vr-
choly (to se da také popujcovat). Muzeme doplnit hrany tak, aby kazdy uzel
indukovat K3.

Mame list, ten ma 3 vrcholy, se sousedem ma spoleéné 2 vrcholy. Ten tieti uz
se nikde nevyskytne. Zapomenme na néj chvili a z indukce predpoklddejme,
ze to jde vytvorit. V ném je nékde jako list sestavovaciho stromu ta zbyla
hrana. V dobé kdy vznikla, tak jsem mohl pfidat jesté tu dvouhranu (tu
vytvoiim sérioveé, pfidam paralelné).

Véta 6 Sériové-paralelni grafy jsou prdvé ty, co nemaji Ky jako minor.

Dikaz:
Vezmeme nakresleni (muzeme predpokladat, ze je rovinny), vezmeme minor.

Kdyz je sériové paralelni, tak tam K4 neni, kvili tomu, ze K4 mé moc velkou
§irku.
Kdyz tam je stupen velikosti 1, tak je to list. Pokud lze vytvorit zbytek,

tak tohle taky. Déle tedy nemé&jme listy. Obdobné, kdyz méa stupen 2, tak
dokazu udélat cesticku. Déle, paralelni hrany.



Tedy, kdyz vytadime vSechno toto, tak ma minimdlni stupeni 3 a je prosty.

Potom ale bude mit K, jako minor. To se dokaze sporem. Vezmeme nejmensi
protipiiklad. Je 2-souvisly (K4 neproleze skrz artikulaci). Obdobné i 3-
souvisly. Zahodim néjaké u, pak je 2-souvisly. Bud najdu kruZnici, ktera
prochézi 3 vrcholy. Nebo ne, a potom mam také Kjy.

3 Chordalni gray

Chordalni graf neobsahuje indukovanou kruznici vétsi nez 4.

k-strom je graf, ktery lze vybudovat z kliky na k + 1 vrcholech tak, ze novy
vrchol vzdy udélam sousedem existujici kliky na k vrcholech.

Kazdy k-strom je chordalni graf. Ma rozklad takovy, ze kazdy uzel indukuje
kliku.

Disledek 1 Stromovd §itka je nejmensi k takové, Ze néjaky k-strom obsa-
huje tento strom.

Lze je konstruovat pomoci slepovacich operaci.
Jsou to prunikové grafy podstromiu ve stromé.
Jsou k-degenerované (je stupen max. stupné k, lze rozebirat).

M4 linearné mnoho hran s po¢tem vrcholi.

4 Vyhledavaci hry a stromova sitka

Jeden hra¢ je zlodéj, druhy hrac¢ je k policejnich vrtulnikd, hraci plan je
graf. Béhem jednoho tahu policejni vrtulnik vzleti a je zndmo kam, kam se
presouvd, béhem toho zlodéj muze libovolné daleko ne pres vrtulniky, pak
vrtulnik pfestane.

Cilem je pro zlodéje utikat navzdy, u policistii obsadit zlodéje.

Tvrzeni 3 Policie md vyhrdvajici strategii s k + 1 vrtulniky < stromovd
sirka je nejuyse k.

Dukaz:
Kdyz je dostatek vrtulniku, tak mame vzdy obsazeny néktery uzel. Pii
presunu sedim na pruniku dvou uzli.



5 Stromova Sitka a minorova véta

Véta 7 (Kruskal) Grafy stromové $irky nejvyse 1 jsou dobre usporddané
na minory.

Véta 8 Obdobné jako Kruskalova, ale plati pro libovolnou danou stromovou
Sirku.

Véta 9 Pro kazdy graf G plati ekvivalence, Ze G je rovinng < tiida grafi
bez G jako minor md omezenou stromovou Sirku.

Veéta 10 Pro kazZdé n existuje k, takové, Ze graf Sirky alesporni k obsahuje
mrizku n X n jako minor.

Véta 11 Necht Gy, G1,... jsou grafy a Go je rovinny. Potom v G; najdu
bud’ Gy jako minor nebo to md omezenou stromovou §irku.

Hadvigerovo éislo je velikost nejvétsiho uplného grafu, ktery je minor G.
Domnénka je, ze barevnost je timto omezena.

6 Rezy

Rez souvislého grafu G je mnozina S C V(G) takova, ze G\S ma vice nez
jednu komponentu.

Tvrzeni 4 Necht T je stromovy rozklad souvislého grafu G. PotomV(X;, X;) €
E(T) plati alespori jedno z:

o X;NXj;jerezvG.
o Vsechny uzly za X; jsou podmnoziny X;.
e Opacné.

Dukaz:

Sporem. Ukédzeme, Ze neplati ani jedno a najdeme tam cyklus v tom stro-
movém rozkladu.

Rezem mmnoziny mnoziny W C V(G) je S C V(G) takové, ze alespon dva
vrcholy W patii do raznych komponent.

Kliku takto nepfefiznu, cokoliv jiného ano.



Pozorovani 9 Pro kazdou mnozinu W C V(G) a kazdy rozklad T' grafu G
plati, Ze W Cv € V(T) nebo mad rez tvaru X; N X;;(X;, X;) € E(T).

Dikaz:

Necht nenf v rdmci jednoho uzlu. Takze VX;Ju € W\ X;. Orientuji hranu z
X; smérem ke komponenté obsahujici u. Existuje obousmérné orientovana
hrana. Rez na této hrané je oddéli.

Rez S mnoziny W nazveme dobrym, pokud Zadns z komponent G\S ne-
obsahuje vice nez @ vrchola z W.

Pozorovani 10 Je-li tw(G) < k, potom kazdd W mda dobry rez velikosti
nejvyse k + 1.

Dikaz:
Vyzkousim tez kazdy vrchol, existuje-li velkd komponenta, orientujeme hranu
smérem k ni. Vznikne obousmérné hrana.

Véta 12 (Lipton-Tarjan) KaZdy rovinng graf na n vrcholech md tez S

velikosti nejuyse 2+/2n takovy, Ze kazdd komponenta G\S md méné nez %n

Dukaz:
Oznacme k := [v2n]. BUNO G je rovinna triangulace.

C bude tez a zaroven cyklus, ne nutné indukovany. Zvolime C' tak, aby
|C| < 2k, vnéjsek |B| < 2n a aby |A| — |B| co nejmens{ (A4 je vnittek).
Predpokladejme pro spor, ze vnitiek nam vyjde prilis veliky.

D bude podgraf uréeny hranami, které jsou nakresleny na C' nebo uvniti C.
Ozna¢ime Yu,v € C;c(u,v) jako vzdalenost v C' a d(u,v). Je vidét, ze
d(u,v) < c(u,v).

Dokéazeme, ze vzdy mame rovnost. Pro spor predpokldddme, ze d(u,v) <
¢(u,v). Vezmeme nejblizsi takové u,v. Uvniti mam tedy zkratku, to ndm
déli na dvé ¢asti. V tom piipadé ale muzu udélat lepsi volbu pfres tu zkratku.
Jediné, co musim udokazovat je, ze mi B moc nenaroste, ale protoze A bylo
moc velké a ukrojim max polovinu, tak zbude alespon % pro nové A.

Nyni, kdyz budeme ptedpokladat, ze C' je moc dlouhé a nejsou tam zadné
zkratky, tak je uvniti p#ili§ mnoho vrcholt. To udélam ptes protilehlé vrcholy
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a cesty mezi nimi, ty cesty jsou disjunktni (kdyby neexistovaly cesty, tak by
existoval fez, to by byla cesticka a byla by pfili§ kratkd). Tam je ale uz moc
vrcholu (je jich kvadraticky).

Tvrzeni 5 Necht G je rovinng. Potom tw(G) = O(/|V(G))).

7 Dolni mez na stromovou Sirku

Howusti je systém podmnozin B nad vrcholy, pokud plati:

e B € B, potom B indukuje souvisly podgraf.

e By, By € B, potom By U By indukuje souvisly podgraf.

K tomu druhému, bud’ se pfekryvaji, nebo je mezi nimi hrana.

Rikdme, Zze mnozina W C Vg drzi housti B, pokud BNW # 0VB € B.
Rdd housti je nejvétsi velikost W.

Tvrzeni 6 Md-li G housti ddu k, potom tw(G) > k — 1.

Dikaz:
Sporem. Kdyby ne, tak neexistuje X;, ktery drzi B. Zorientuji hrany k néjaké
B;, kterd ma prazdny prunik s X;. Budu mit obousmérnou hranu.

Véta 13 (minorova pro tw, Seamur, Thomas) Pro kazdé k > 1 plati,
ze Gt ma housti 7ddu alesponi k < md stromovou §itku k — 1.

Dikaz:

Budu dokazovat silnéjsi. Necht G' nem4 housti ifadu k& + 1. Potom pro kazdé
housti B existuje rozklad T takovy, ze kazdy uzel velikosti alespon k + 1 je
list v T" a nedrzi B.

Vezmeme housti B = {Vg}. Potom T podle ptredchoziho odstavce nema
velké uzly.

Tedy, jak dokazu to silnéjsi? VSechna housti setfidim podle po¢tu mnozin
velikosti nejvyse k, které ji drzi.

Kdyz mam déno B, zvolim W nejmensi, které ji drzi (coz je nejvyse k).
Oznacme A, ..., A, komponenty G\W.
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Vi€ 1...r ma graf G; := G|W U A; mé rozklad T; takovy, ze W je uzlem
T; a kazdy uzel velikosti alespon k + 1 je listem a nedrzi B.

Prvni piipad je, kdyz B U {4;} neni housti. Potom T; bude nahoie W, pod
tim A; U N(4;). Tim padem existuje B, ze B U A; neni souvisly (jinak by
B U {A;} bylo housti), proto N(A;) neni v B, proto ani A; U N(A;) nedrzi.

Druhy piipad je, kdyz B {A;} je housti B'. V jakém poradi jsou B a B'?
Kazd4 mnozina, kterd drzi B’ drzi i B, ale W nedrzi B’, protoZe se tam
neprotind. Tu uz jsme vyfesili. Spliiuje-li 77 podminky pro B, tak pohoda.
Nespliuje-li ji, potom je disjunktni A;, potom muzeme obdobné A; UN(A;)
pridat.

Véta 14 (Rovinnd miizkova) Kazdy rovinny graf, ktery md stromovou
sirku alespon 30k + 1, pro k > 2 obsahuje mrizZku k x k jako minor.

Podmnozina vrchola W* je silné k-souwisld, jestlize pro kazdy ez S veli-
kosti max. k, existuje komponenta G\S, kterd obsahuje alespon % vrchola
WH.

Dukaz:

Vezmeme za W takovou mnozinu vrcholu, Ze jeji nejmensi dobry (zadnd
komponenta nemd vice nez polovinu vrcholi) fez S méa nejvétsi moznou
velikost.

Velikost tohoto fezu je alespon 10k + 1. Jinak by $lo zkonstruovat rozklad
§itky nejvyse 30k + 1. Obsahuje silné 5k-souvislou mnozinu.

Necht W neni silné 5k-souvisld. Potom vezmeme fez Sp, ktery této silné
5k-souvislosti zabranuje. S; nesmi byt dobry, takze existuje komponenta
C, ktera obsahuje vice nez polovinu, ale méné nez % vrchola. Tuto ¢ast
oznacime jako W’ := W N C. Pokud nenf silné¢ 5k-souvisld, muzu zopakovat.
Tim ziskam So, S := 51 U S9, ten je ale dobry, méa velikost 10k, coz je spor.
Prvni W7, co se mi lib{, prohldsim za W*.

Vezmu nakresleni G a uréime uzavienou kiivku ¢ takovou, Ze protina G
jen ve vrcholech, prochéazi nejvyse 4k vrcholy, ¢ se svym vnitikem obsahuje
2

alespon § vrcholu W*, celkové ale obsahuje nejméné vrcholi, co jde. Zcela

ziejmé existuje néjakd takova existuje.

BUNO obsahuje pravé 4k vrchola. Oznaéim vrcholy podél této kiivky jako
V1,..., 0. Lze nalézt k disjunktnich cest (rq,...,7x), které spojuji v; a
Vs, U2 & U3g_1, ..., vSechny uvniti ¢. To dokazeme sporem. Potom existuje
fez, které ty dvé strany od sebe oddéluje. Pfidame fez k ¢ a mame Tez
velikosti nejvyse 5k. Ty dvé ¢asti ale tedy neobsahuji dostatek vrcholu. Z
toho odvodime, ze W* neni silné 5k-souvisla.
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Podobné tam najdu i cesty kolmé na toto. To uz se ukontrahuje, beru tieba
prvni svislik zleva (modry):

]

Pokud by na vodorovné néco prekédzelo od té dalsi svislé, tak to presméruju
na objizd'ce na svislé (Cerveny).

8 Jiné druhy sitek
8.1 Cestova sitka

Cestovd 3irka pw(G) je definovand skoro stejné jako stromova siika, jen
se nepozaduje strom, ale cesta.

Je videt, ze tw(G) < pw(G).

Tvrzeni 7 Plati, ze pw(Ty) > k, kde T} je zakorenény strom na k + 1
drovnich, kde kazdy vnitini vrchol md 3 syny.

Dukaz:

Indukei podle k. Vezmu mensi stromy Ty_1,T}_,, T} _;, ddm Jlm spole¢ny
kofen. Vezmu cestovy rozklad tohoto, mam uzly Xi,..., X;, BUNO X; ob-
sahuje vrchol T}’ | a X; obsahuje vrchol T}’ | nebo T} _,. Chci dokézat, ze
pw(Ty) > pw(Ti—1. Mam nékde kus pro T} ;. Ale celé je to souvislé, musim
tam pridat jesté néco, aby se to nerozpadlo.

Tvrzeni 8

pw(G) = O(tw(G) - logn)
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Dikaz:

Vezmu optimélni stromovy rozklad a zakofenim. Definujeme znackovani.
2(X;) == 1, je-li X; list. Jsou-li Xj,..., X}, potom vezmu dvé nejvetsi
znacky a vezmu bud tu prvni, nebo druhou +1 (co je vétsi z toho). Tedy, na
stoupnuti znacky ji potieba, aby tam byly dvé déti nejvétsi znacky. Tedy,
znacka kofene je nejvyse log n.

Rozklad udéldame tak, zfetézim za sebe a v prostiedku vzdy pridam jeden
krajni, tedy pokazdé naroste nejvyse o stromovou sitku. Velikost odpovida.

Jediny problém je se souvislym vyskytem vrcholu. Ale nic nemuze utéct,
protoZe nalevo od toho je X, které je jiny uzel, tedy to musi jit skrz né;.

Existuji problémy, které jsou tézké pro stromovou §itku, ale ne pro cestovou.

Lze charakterizovat jako pocet policisti nutnych k chyceni neviditelného
zlodéje.

8.2 Veétvova sitka
Pro dané rozdéleni hran na A a A ieknu, ze véha rozdéleni je definovéna
jako pocet vrcholi nalezicich hrandm z obou polovin.

Vétveny rozklad grafu G je strom B, kde vSechny vrcholy jsou stupné bud
3 nebo 1. Listy B odpovidaji hrandm. Potom kazdd hrana f € F(B) urcuje
rozdéleni A, A. Siika rozkladu je maximum ze vech vah rozdéleni podle
hran.

Vétvena sitka grafu je nejmensi moznd Sitka néjakého rozkladu.

Tvrzeni 9 Je-li bw(G) > 2, potom bw(G) < tw(G) +1 < [3bw(G)].

Dukaz:
Pro kazdou e € E najdu X; € T a zavésim k X; jako list. Poté budu
podrozdélovat a kontrahovat.

Opacnd nerovnost, budu dopliiovat do vSech uzlu mezi.
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