Kombinatoricka a vypocetni geometrie
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1 vaod, pojmy

Casto budeme pracovat v néjakém R%, coz jsou d-tice redlnych ¢isel — (T1,...,2q).

V linedrni algebfe se napiiklad pouzivaly podprostory roviny (linedrni) —
piimky skrz pocatek. V geometrii budeme mit i piimky, které neprochazeji
pocétkem — afinni podprostory. Néjaky (d — 1) dimenzionélni afinni pod-
prostor R? nazveme nadrovina. Afinni podprostor lze definovat jako L+x =
{l +x;l € L}, kde L je néjaky podprostor.

Linedrni obal mnoziny X C R? je nejmensi podprostor R%, ktery obsa-
huje X (coz je prunik vSech podprostoru, které jej obsahuji). Afinni obal
definujeme obdobné.

Afinni kombinace bodl ai,...,a, € X je a1 -a1 + a9 -as + ... + ap - ap,
ai,...,on € Ra > " o; = 1. Pokud afinni prostor obsahuje pocétek, pak
je to podprostor. Tedy, kdyz nékteré z a; je pocatek, pak je to podprostor.
Jinak muzeme celou mnozinu posunout tak, aby jeden z nich nula byl, najit
linearni obal a posunout zpét.

Body v R? jsou afinné nezdvislé, kdyz zadny neni v afinnim obalu ostatnich,
tedy neexistuji ¢isla aq,...,a, takova, ze i € 1,....,n;a; # 0N a1 - a1 +
oot an-an=0Na;+...+a, =0.

V R? je jeden bod vzdy afinné nezavisly, dva jsou afinné nezavislé, pokud
jsou ruzné. TFi pokud nelezi na spoleéné pifmce. Ctyfi uz afinné nezdvislé
byt nemohou.

Pokud mame v R? nejvice d + 1 bod, afinni nezavislost zjistime pomoci
determinantu. Kdyz vezmeme vektory (a; — agi1,...,aq — aq—1), tak jsou
linearné nezavislé pravé kdyz jsou puvodni afinné nezavislé. To odpovida
nenulovému determinantu. Je to opét trik s posunutim o jeden z bodi,
tentokrat o aq.

Nadrovina R? se d& zapsat jako h = {x IS Rd; a1 - r1+...+an T, = b},
neboli je to feseni jedné linedrni rovnice. Lze pséat také jako (a,x) = b, kde
(,) zna¢i standardni skaldrni soucin vektoru.

Poloprostor (uzavieny) v R? je mnozina {z e R (a,z) > b},ac R4\ {0},
b € R. Nadrovina (a,z) = b tvoii jeho hranici.

2 Konvexni mnoziny

Konvexrni mnoZina je takovd mnozina, kterd ke kazdym dvéma bodum
obsahuje i usecku, kterd je spojuje. Tedy:

Ve,y e C;VA € (0,1); -2+ (1—X)-yeC



Konvexni obal mnoziny X C R je nejmensi konvexni mnozina, kterd
obsahuje tuto mnozinu, tedy prunik vSech konvexnich, které ji obsahuji. V
roviné jsou to konvexni mnohotuhelniky, v prostoru uz vypadaji zajimavé
(jsou to konvexni mnohostény).

Konvexni obal je také mnozina vSech konvexnich kombinaci bodu z X.

Konvexni kombinace jsou vSechny body x, které vypadaji takto:

r = ti1-a1+...+t, a,
ai,...,a, € X
t1,...,t, € R
n
Dty =1

tyooiitn > 0

Lemma 1 Konvezni obal X C R? je rovna mnoziné vsech konvexnich kom-
binact bodu z X .

Tedy, ze stavba zevnitt a zvendci je stejna.

Dukaz:
C :=conv(X) = ﬂ '’
c'konvexni, xcc’

Tedy, ze kazda konvexni kombinace lezi v kazdé konvexni mnoziné. No,
kdyby v ni nelezela, tak ta mnozina neni konvexni, ze. ...

C = {konvexni kombinace bodi z X}

Kazd4 konvexn{ kombinace lez{ v C, tedy C' C C.

C C C — na to stacf, ze C' je konvexn.

Kdyz n = 2, tak to pfimo odpovidé definici — isecka.

Kdyz n > 2 — lze prepocitat na tsecku, kterd ma protéjsek na vnéjsi sténé.

TODO: Tohle je dost podeztelé a ma zkouSce neproslo, skripta, prosim.

2.1 Zakladni vysledky o konvexnich mnozinich R?

Véta 1 (Oddélovaci) Necht C, D C R? konverni, C N D = () = 3 nadro-

vina h oddélugici C' od D (neostre) — C je v jednom uzavieném poloprostoru,



D v druhém.

Pokud je C' uzavrend a omezend, D uzaviend, pak je lze oddélit ostie.

Dukaz:
Nejdiive se predpokladé, ze obé jsou kompaktni. Pustim podprostor v po-
loviné jejich vzdalenosti, takze je pak opravdu oddéli.

TODO: Doplnit ze skript

Lemma 2 (Farkasovo) Mdme matici s d 7adky a m sloupci (nazveme ji
A). Chceme najit takové x, aby Az = 0. Toto md vidy minimdlné trividlnd
resend. Bud md i néjaké dalst, nebo existuje néjaké y, Ze y© A md viechny
slozky zdporné.

Dukaz:

Plyne z véty o oddélovani — pireCteme matici A po sloupeccich, tim ziskdame
mnozinu bod1i, oznaéme ji V. Mohou nastat dva piipady — bud’ 0 je obsazéna
v konvexni kombinaci, potom mé netrividlni feSeni a nebo neni. Tedy se da
oddeélit nadrovinou h = {x: (y,z) = b}. Poloprostor, kde je V bude < b
(kdyztak preznac¢ime znaménka u y). Potom (y,0) > (y, ;).

="

Obrazek 1: Dva pripady

Véta 2 (Carathéodory) X C R Az € conv(X) = Y C X A|Y] <
d+ 1Nz € conv(Y).

Dikaz:
Necht je a konvexni kombinace alespoii d + 2 bodi. Potom mame soustavu:

X -
t.

= Sl



t jsou t; z konvexni kombinace, X je mnoZina d + 2 bodi zapsand za sebou
jako sloupecky, 1 jsou samé jednicky.

Tato soustava mé d + 1 fadka, a alespon d + 2 sloupecku, mame slibené
nezaporné feseni, tedy néjaké ma.

Pokud je uz néco nulové, tak to jde jednoduse vyhodit.

Pokud ne, vybereme néjakou zavislou proménnou a zac¢neme ji posouvat k

nule. Co se stane prvni?

e Doleze az k nule. Muzeme ji vyhodit, ostatni jsou stale nezdporné.

e Néco jiného doleze k nule (v tu chvili stop, aby nepielezlo). No, vy-
hodime to.

Néco k nule dolézt musi.

Lemma 3 (Radonovo) A C RY |A| = d + 2. Potom ewistuji disjunktni
mnoziny A1, As C A takové, Ze conv(A1) N conv(Az) # 0.

Bod = € conv(A1) N conv(Az) se nazjvd Radoniv bod a mnoziny Aj, As
Radoniv rozklad.

Dukaz:

Necht A = {aj,as,...,aq42}. Ty jsou affinné zdvislé. Takze existuji koefi-
cienty aq, o, ..., 412, ne véechny 0, Y «; =0, " a; - a; = 0. Potom vez-
meme A; := {a;; 0 > 0}, Ag := {ai; o < 0}. Vyrobime z, ktery bude lezet
v konvexnim obalu obou. Necht S := Y7 g = =3, _ga;. Vezméme
T = %Zai>0 o a; = —% Za¢<0 a; - a;. To jsou ale konvexni kombinace
bodu.

Véta 3 (Hellyho) Necht Cy,Cs, ..., Cy, jsou konvexni mnoziny vR? an >
d+1. Predpokladejme, Ze kaZdych d+1 z téchto mnozZin md neprdzdny prunik.
Potom vSechny C; maji neprdzdng prinik.

Dikaz:
Indukei z Lemmatu [Bl Klicovy je krok pro n > d + 2.

Predpokalddame, ze C1,...,Cn jako ve vété. Kdyz libovolnou z nich vy-
nechdme, tak existuje bod, ktery maji spole¢ny. Oznac¢me jej a; (pii vy-
nechéni ;). Uvazme ay,...,a4+2. Aplikujeme Radonovo lemma a dosta-
neme néjaké xr. Nyni dokdzeme, ze takové x lezi ve vSech.



Radon ndm rozdélil (viz dukaz) puvodni body na dvé disjunktni mnoziny
(neprézdné) — A1, As. Dopliikky k témto maji tedy méné mnozin, pro né véta
plati. Navic, = je konvexni kombinaci vybranych boda, musi tedy byt i v
téch prunicich.

TODO: Radéjt zkontrolovat podle skript

Véta 4 (Hellyho nekoneénd) Pokud je C systém kompaktnich konvexnich
mmnoZin, a ddle stejné jako véta [3.

Dikaz:

Za danych predpokladu dle véty Blmé kazdy koneény podsystém C neprazdny
prunik. Zakladni vlastnost kompaktnich mnozin je, ze VJF systém kom-
paktnich mnozin plati, Ze pokud ma V koneény podsystém neprazdny prinik,
pak i celé F ma neprazdny prunik.

Necht X je n-bodovd mnozina v R%. Potom z € R? se nazyvé centrem X,
pokud kazdy uzavieny poloprostor obsahujici z obsahuje alespon 7i5.

Medidn je hodnota takova, ze polopiimka ,,nalevo* obsahuje alespon pulku
bodu a ,napravo“ také.

Véta 5 Kazdd koneénd X C R md alespori jedno centrum.

Dikaz:
x je centrum X < VH otevieny poloprostor takovy, ze z € H plati |H N X| >
n

T Misto H budeme brat konvexni Cp, kterd bude konvexni obal vSech

bodu z pruniku X a H.
Kazdych nejvyse d + 1 mnozin Cy méa neprazdny prinik. Vynechd mélo
bodiu na to, aby to vyslo.

TODO: Tohle je hodné podezTelé. Nemdm dokonce 1 protipriklad? Jak
se pouZije toho, Ze je to Re2 Skripta.

Véta 6 (O sandwichi) Pro d-dimenziondlni sandwich sloZeny z d ingre-
dienct, potom existuje primy ez, ktery vSechny ingredience rozpuli. Pulent
znamend, Ze Zddny otevieny poloprostor neobsahuje vice nezZ polovinu bodu.



3 Mrizky a Minkovského véta
Uvazujeme standardnf ¢isla, tedy Z¢ — tedy, mifzové body.

Véta 7 (Minkovského) C' C RY konvewni, omezend a symetrickd podle
pocdtku. Jeji objem vol (C) > 2%. Potom C obsahuje alespori jeden miiZovy
bod ruzny od pocdtku.

Dikaz:
Uvéazime mnozinu C’, coz je {0.5-¢;c € C}.

Tvrzeni 1 Ezistuje nenulovy celoéiselny vektor v takovy, ze C'N(C' + v) #

0.

Dukaz:

Sporem. Necht se z4dné dvé neprotinaji. Vezmeme R dostateéné velké piirozené
¢islo a vezmeme C = {c’ +v;ve{-R,—R+1,... R}d}. Z4dné z téchto
se neprotinaji (protoze se neprotind C’ s zaddnou C” € C). Ke krychli
pridame néjaky okraj, aby se tam vsSechny tyto vesly, tedy jsou uzaviené

v (-R—D,R+ D)d, kde D je polomér C’. Potom soucet objemt téchto
musi byt mensi nez objem krychle. Ale to vyjde piilis médlo vzhledem k
objemu C.

Objem okraje roste s R4~! (m4 konstantni tloustku), objem vnitiku s R?, to,
co chybélo, musi nékdy dorust, pokud vol(C”) > 1. Ale pokud se neprotinaji,
tak se to tam neméd kam vejit.

Méme v jako v tvrzeni [Il Tedy existuje dz € C';z € C' + v, ze symetrie
dostaneme, ze jak x — v, tak v — x € C'. Tedy, 2z € C,2(v — x) € C. Proto
(z konvexity) z + (v — ) € C, tedy v € C a v je mifzovy bod.

Priklad 1:

Les (kruhovy) o poloméru 26m, ve vsech miizovych bodech kromé poédtku
stromy o pruméru 16cm, my stojime v pocatku. Je tfeba dokédzat, ze nikde
neni vidét ven. Tedy, vezme se to sporem, tedy Ze pés o Sitce 16¢cm je prazdny
az ven — nemuze, moc velky objem.



Priklad 2:

a € R, chceme aproximovat ¢islem z € Z. Jak dobte to jde? Jde to libovolné.
Kdyz si zvolime néjakou piesnost jako 10*, tak zvolime ¢itatel a je hotovo.

Necht « € (0,1), N piirozené ¢islo, potom 3 dvojice m,n celych éisel, 1 <

n < N, potom ‘a—%| <n%N.

®©

Dausledek 1 Ezxistuje nekoneéné mnoho dvojic (m,n) tak Ze }a - %| < %

4 Incidence bodu a primek

Méame P mnozinu m bodu v roviné a L mnozina n pfimek v roviné. Chceme
I(P,L) := [{(p,l);p € P,l € L,p € l}|. Chceme védét, jakd nejvétsi mnozina
to muze byt.

e I(1,n)=mn

e I(m,1)=m

Véta 8 (Szemerédi-Trotter) Vm,n >1:1(m,n) =0 <m§ ‘nd +m+ n)
a tento odhad je nejlepsi mozny az na hodnotu konstanty (a ta konstanta je
Lrozumnd “).

5 Problém jednotkovych vzdalenosti

Chceme nakreslit nékolik bodu do roviny tak, aby tam bylo co nejvic jed-
notkovych vzdalenosti. Toto se zatim nevi, ale vi se, ze U(n) = O(n3), na
druhé strane U(n) > n'TElEn . Mame graf G a definujeme priseéikové
¢islo Cr(G) jako minimélni pocet kiizeni hran v nakresleni grafu G. Pokud
se kiizi vice nez dvé hrany, potom to poc¢itdme, jako kdyby se neprotinaly v
jednom bodé. Je to NP tézky problém.

Muzeme pozadovat tfeba nakresleni jen useckami.

Véta 9 (O pruseéikovém &isle) Nechf je G graf, kteryj md n vrcholi a

. , , 3
m hran, hrany nejsou ndsobné. Potom Cr(G) > g7 - 5 — n.

Dukaz:



Lemma 4 G graf, Cr(G) > m —3-n.

Dikaz:
Plyne z eulerovy formule (n + f > m + 2) — je tfeba hrany Stipnout.

Uvazme libovolné nakresleni grafu G, méa x kiizeni. Budeme piedpokladat,
ze m > 4n (jinak ta véta stejné nic nefikd). Vybereme néjaké p € (0,1) a
vybereme ndhodnou podmnozinu V’ C V, kazdy vrchol s pravdépodobnosti
p vezmeme, nezavisle na ostatnich.

Velikost V' ozna¢ime jako n/. Tim také vybereme i ngjaké hrany (hrany,
které nemaji oba vrcholy, umfou), takze mame n&jaké E’ a m’. Mame ho také
nakresleny, mé néjaky pocet pruseciku (z'). Dle lemmatu [ 2z’ > m' — 3n/.

Podivame se na stfedni hodnoty, takze Fz' > Em' — 3En'. En’ = p - n,
Em/ = p? - m. Pocet kifzeni je F2’ = p*z (musfm vybrat obé hrany). Poté
je jasné, ze xp* > mp® — 3np.

Potom vybereme p tak, abychom maximalizovali pravou stranu. Muzeme
vzit p = %. A po zjednoduseni to vyjde.

Nyni muzeme dokdzat vétu [Bl

Dikaz:
Definujeme nakresleni grafu tak, ze z kazdé usecky odebereme piimky ,,do
nekoneéna“ a nechdme to jen mezi body.

TODO: Trochu wvdgni

6 Konvexni mnohostény

Méme systém mnozin F C 2%, lze jim pfifadit charakteristické vektory.
Potom vezmeme konvexni obal téchto charakteristickych vektoru. Patii do
polyedralni kombinatoriky.

6.1 Geometricka dualita

Méjme konvexni mnohostén. Déle vezmeme mnozinu vSech piimek, které
protinaji tento mnohostén. Muzeme definovat dualitu Dy — kdyz méme bod
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a € R%\ {0}, tak mu pfifadime nadrovinu Do(a) = {z € R%(a,z) = 1}.
Kdyz mam nadrovinu h C RY, kterd neprochazi pocétkem, tak prifadime
bod Dy(h) = a takové, Ze pro a plati vySe zminéna rovnice. Toto je jedno-
zna¢éné pritazeni.

Napftiklad kdyz méame v roviné bod a, tak jeji ptimka bude kolma na spojnici
a s pocatkem ve vzdalenosti ‘71"

Potom ta mnozina pfimek muze byt reprezentovand mnozinou bodu, vznikne
néco jako doplnék k mnohouihelniku (vnéjsek). T0DO: Tohle plati?

Véta 10 (Vlastnosti duality D) Plati ndsledujici véci:

e p € RN {0}, h nadrovina neprochdzejici pocdtkem. Potom p € h =
Do(h) € Do(p).

e p, h jako v predchozim. h™ = {x eR?: (a,x) < 1}, tedy poloprostor
obsahugjici pocdatek. Potom p € h' < Dy(h) € Dy(p)~.

Dikaz:
Oboje je jen dosazeni. TODO: Dosadit

Méjme X C R4, potom X* := {y e RLVz € X (z,y) < 1} je dudlni mnoZina
(nebo také polarni mnozina). Tedy je to prunik poloprostoru, pro kazdy bod
jeden poloprostor, tedy je konvexni, obsahuje pocatek a je uzaviena.

Pokud X je konvexni, uzaviend a obsahuje poc¢dtek, potom (X*)* = X.

Pokud budeme mnohostén reprezentovat rovinnym grafem, pak dual k tomu
grafu odpovida dudlu mnohosténu jako mnoziny.

TODO: Néjaky obrazek? ProC to plati?

Poznamka 1 (Jina dualita) Mdme nadrovinu h, kterd nen svisld, pak ji
lze jednoznacéné napsat jako h = {x eRYxy = (Zf:_ll a; - xz) — ad}.
Toto ddvd vztah mezi body a nadrovinams.

TODO: Je to opravdu jind dualita, nebo stejnd jinak napsand?

V -mnohostén je definovan jako konvexni obal koneéné mnoziny R
H -polyedr je prunik koneéné mnoha uzavienych poloprostort v R%.

H-mnohostén je H-polyedr, ktery je jesté k tomu omezeny.
Véta 11 H-mnohostény definuji stejnou tridu objekti, jako V -mnohostény.

11



Dikaz:

Indukci dle d. Pro d = 1 trividlni, necht je d vétsi. Mame neprazdny omezeny
pranik. Méme i hranici. Kazdé F' z hranice je H-mnohostén dimenze < d—1.
Pro né to plati a mtuzeme zkombinovat body.

Zpét pomoci duality.
TODO: Natdhnout ze skript

Linearni programovani vyuziva toho, ze toto je stejné.

Kdyz se fekne Konvexni mnohostén, tak se mysli libovolny z téchto popisu.
U neomezeného se pouziva polyedr.

Dimenze mnohosténu je dimenze jeho afinniho obalu.
Piiklady: Platonska télesa (krychle).
Neékdy se za n-dimenziondln{ krychli povazuje (—1,1)".

Kiizové mnohostény — vezmu nékolik os, na nich vezmu tsecky a obalim
(tedY7 conv {617 —€1,€2,...,€q, 76d})'

6.2 Simplexy
Simplex lze definovat jako linedrni obal afinné nezavislé mnoziny bodu.

Sténa mnohosténu P je bud P samotny, nebo P N h, kde h je nadrovina
takova, ze cely P lezi v jednom poloprostoru ohrani¢eném h.

Sténa dimenze j je j-sténa.

Pozorovani 1 Sténa P je mnohostén.

Pozorovani 2 Kdyz je P omezené, potom P je konvexni obal svijch vrcholi.
Tvrzeni 2 Relace inkluze na mnoziné stén P je svaz.

Tvrzeni 3 Svaz P* je prevrdceny svaz P.

Graf mnohosténu P je graf uréeny sténami dimenze 0, 1.

Véta 12 (Steinitz) Graf je grafem mnohosténu prdavé kdyz je rovinng a
vrcholové 3-souvisly.

TODO: Dikaz?
Sténa dimenze 0 je vrchol, 1 je hrana, 2 je mnohothelnik, d — 1 faseta.

Mnohostén P je simplicidlni, pokud kazda jeho vlastni sténa je simplex.

12



Pozorovani 3 Pokud wvrcholy P jsou v obecné poloze, potom P je sim-
plicidlni.

P je jednoduchy, pokud kazda j-sténa je obsazena v pravé d — j fasetach
(proj=0,...,d—2).

Poznamka 2 Krychle je jednoduchd.

Poznamka 3 V jednoduchém mmnohosténu v okoli vrcholu vypadd kombina-
toricky jako okoli d-dimenziondlni krychle nebo simplexu (tedy, vidy md d
sousedu,).

Tvrzeni 4 P je jednoduchy < P* je simplicidlni.

TODO: Dikaz?

6.3 Maximalni pocet stén mnohosténu

Véta 13 (Upper bound theorem) Mazimalni pocet stén v d-dimenziondlnim
mmnohosténu s n vrcholy je @(nL%J).

Poznamka 4 Maximum je zndmo presné.

Dolni odhad je pomoci cyklickych mnohosténi.

Méme momentovou kiivku v R%, tedy {t, ... ,td} t € R. Tedy, v roviné je
to parabola.

Lemma 5 KaZdd nadrovina protind momentovou kiivku v nejvyse d bodech.

Dikaz:
Dosazenim nadroviny do kiivky, vyjde polynom.

o
Dusledek 2 Kazdiyjch d bodi na momentové kfivce je afinné nezdvislych.

Cyklicky mnohostén je konvexni obal libovolné konetné mnoziny bodu
momentové kiivky.

Lemma 6 (Gale) d vrcholi cyklického mnohosténu tvori sténu prdvé kdyz

jsou na momentové krivce rozdélené na dvojice (lichy nebo sudy pocdteéni
usek, potom souvislé sudé dlouhé iseky, zase libovolny uzaviract isek).
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TODO: Tohle by fakt chté&lo obrdzek &t méco, co je tim mySlené?

Disledek 3 Cyklicky mnohoste md Qnl2)) faset.

Dukaz:
Kazda faceta lezi na néjaké nadroviné, nevysly by nadroviny.
(-]
Dukaz:
Vybereme takova ¢isla, ze tvori dvojice, to mame dostatek moznosti.
d
d
2
(-]

Toto nam dalo dolni odhad, chtéli bychom i horni odhad.

Tvrzeni 5 Simpliciding mnohostén P md nejvyse O(ngJ — 1) stén, kde f;
2
je pocet i-stén.

Tvrzeni 6 Mazximum nabyvd pro néktery simplicidlng mnohostén.
Dukaz:

Naznak: kdyz mame néco, co neni simplicidlni mnohostén, tak udélame per-
turbaci vrcholu (malinko jimi hneme) a kazda sténa se rozpadne na simplexy.

(-]
Dukaz:
V simplicidlnim mnohosténu méme nejvyse ( LZ | ) (1] — 1)-stén (kazdd
2
sténa je simplex, potiebuji vybrat tolik vrcholu).
Poté poscitame pocet stén — secteme.
(-]

Dualita: Simplicidlni mnohostén lze prevést na jednoduchy mnohostén. Mame
zafixovanou dimenzi, pocet viech stén je tedy také omezen O ( fL 4 ) . Zvolme
2

smér takovy, ze zadné 2 vrcholy nelezi na stejné urovni. Kazdy z téchto vr-
cholu vypada lokalné jako na d-dimenzionalni{ krychli, ma tedy d hran.

Kazdy vrchol je nejvyssi nebo nejnizsi nejvyse v [%1 sténéch.

TODO: Jakych sténdch? Libovolniych?
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6.4 Voroného diagramy

Je to mnozina regionu, které maji vzdy k néjakému bodu nejbliz. Tedy,
reg(p € P) := {x cR%:Vq € Pyl —p| < |o — q|}

Pozorovani 4 Lze zapsat jako prinik poloprostoriu, tedy je to mnohostén.

Jednotkovy paraboloid je U := {x € Rz, = a3 + 2%+ ... + 22}

Pifmku, kterd prochdzi bodem p v R? (podstavci) a je k nému kolma, na-
zveme e(p) a bod, kde protind U m(p).

Tec¢nou nadrovinu nazveme [,, pokud protind podstavec v x.

Tvrzeni 7 p,z € R = |I, Ne(p),l, NU| = |z, p|*

Tedy, ¢im ddl je bod v podstavci od roviny, tim vys nadruhou protind para-
bolu. TODO: VZdyt’ je to parabola, ne? Tak co turzeni? Néco jsem nepostiFehnul?
Obrazek?

Dusledek 4 Voroného diagram vznikne kolmou projekci néjakého mnohosténu
P, ktery je prisecikem poloprostori e(p).

6.5 Arrangmenty nadrovin

Méame Hy,..., H, nadroviny. Ty se budou protinat.
Sténa v R? je uzdvér maximdlni souvislé ¢ésti (,c; Hi\ Uigr Hi-

Burika je sténa dimenze d.

Tvrzeni 8 Mdme H = {Hy,...,H,} v obecné poloze v R, potom pocet
bunek je Zf:o ( "

1

Dikaz:
Diukaz indukei podle d i n, rozdéli se nékteré buriky na dvé — ty protnuté.

Kdyz priddm n-tou nadrovinu, rozdélim na dvé tolik, kolik na nadroviné
zbylych n — 1 nadrovin nakresli bunék.

TODO: Skoro by to chté&lo obrdzek?
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6.6 Hladiny

H je koneénd hladina nadrovin v R?, méjme bod o (nazveme jej pocétek),
ktery neni souc¢asti zadné nadrovinu.

Uroven bodu z z z € R? je pocet nadrovin mezi o a = (protinajici otevienou
usecku mezi o a x). Uroven stény jako troven libovolného bodu vnitiku té
stény.

Hladina k je mnozina vSech stén trovné k.

Véta 14 Pocet stén hladin < k je O (nL%J (k+ 1)[%), konstanta nezdvisi
na d.

Dukaz:
Pro k = 0 jsou to mnohostény, na né mame upper bounds theorem. Vyssi:
budeme pfedpoklddat, ze mame obecnou polohu. Poéité se pravdépodobnostné.

TODO: Jak?

Véta 15 (O zéné) Mdme néjaké primky. Vybereme si néjakou primku g a
vezmeme vSechny body, které vidi tuto primku g. Toto nazveme zona.

Budeme predpoklidat, Ze g¢H a i g je v obecné poloze.

Magzimdind pocet stén zony nadroviny v arrangmentu nadrovin v R? je O(n?=1)

pro pevné d (konstanta zdvisi na d).

TODO: Neplyne to pTimolate z upper bounds theorem? Nebo z toho,
kolik bunék ma g?¢

Dukaz:

Indukci podle d, ptipad d = 2 vezmeme jako zaklad. Pocet bunék v zoné je
fadove O(n?1). To odpovida buiitkdm uvnitf g, které nafezeme témi zbylymi
nadrovinami (pokazdé, co krosneme piimku, mame buiku).

. /. O o ~ 7 O v Z ~ i
Libovolnych n vrcholl v arrangmentii pifmek v R? miize mit celkem az n3,
takze pocet bunék nam nestaci.

U roviny staci pracovat s hranami (dvoudimenzionalni bunky uz jsme vyftesili,
vrcholu je fadové stejné jako hran). Budeme pocitat jen ty nad (potom
miuzeme nasobit dvéma). Jsou dvou typu — bud ukotvené v g (stojej jednim
bodem na ni), nebo létajici. Ukotvenych bude stejné jako tseéek na g,
tedy linearné. Létajicim pfifadime pifimky, na kterych ziji. Podivame se
na ten blizs{ vrchol na této tsecce (ten je definovany dvéma piimkami, ta
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,nova“ bude lezet na [). Bude to pravd, kdyz bude doprava od ni (tedy,
jak jsou uspoiddané paty téch piimek). Naopak bude leva. Nyni je tieba
dokéazat, ze kazda piimka [ ma nejvyse jednu pravou a jednu levou hranu.
Predpokladejme tedy, ze ma dvé pravé hrany. Vezmeme tu, kterd nema bod
na této primce nejbliz k g. Potom ji tato pfimka nevidi. [ zastini vSe na-
levo od sebe. Ale ta ,,blizsi* pfimka zakryva vSe od paty az doprava. U levé
obdobné.

Moznd se poéitd jen to, co neni uplné primo nalepené?

Daéle tedy indukéni krok: Predpokladame, ze pocet stén v zoné d — 1 je
nejvyse O(n?2). Indukce podle n, bohuzel, nefunguje. Chceme dokazat, ze
v prumeérném piipadé se to nezhorsi prilis. Napied odvodime, Ze maximaélni
pocet facet v zéné je O(n?1). Ozna¢me f(n) jako maximélni mozny pocet
facet pro n nadrovin. Uvazme néjaké H, g, kde se f(n) nabyva. Vezmeme
nahodny pokus — obarvime ndhodné zvolenou h € H ¢ervené, ostatni modfe.
Kazda faceta ma tedy barvu. Zkoumame pocet modrych facet v zéné. Kazda
mé pravdépodobnost, ze bude modra, ”T_l Tedy modrych bude ”T_l - f(n).
Kdyz se podivame na jen modré nadroviny, tak mame f(n — 1). Kolik jich
pribude, kdyz pfiddme tu ¢ervenou (ale pocitame jen modré). Ty vznikaji
jen tak, ze néjakd modra stara je rozpulend na dvé ¢asti. Pocet vzroste jen,
kdyz jsou obé ¢asti v zoné. Podivame se tedy na arrangment uvniti ¢ervené.
Potom ten fez modré facety musi byt v zéné v cervené kolem g. Tedy, celkovy
pocet facet je O(nd=1).

TODO: Mirné dlouhé a nepfehledné. Co s tim?

Pocet stén dimenze d—k, kde k je mezi 1 a d—1 (nezahrnuje hrany a vrcholy).
Oznac¢ime fy_r(n) maximalni pocet d — k dimenziondlnich stén zény s n
nadrovinami. Vezememe ndhodnou h € H, obarvime cervené, zbytek modie.
Sténa bude modra, pokud jeji vnitiek bude disjunktni s ¢ervenou. Jaky je
stFedn{ pocet modrych stén v z6éré, zase dva zptisoby. Ze zustane modra je, ze
zadna z k protinajicich neni modra, takze ”T_k - fa—k(n). Druhym zpusobem,
méme fg_x(n — 1) starych modrych stén po odebrani ¢ervené, ptribude —
zase rozdélujeme. Kazdy vrchol lezi v néjaké 3-dimenzionalni sténé arrang-
mentu, coz je polyedr. Je to tedy rovinny graf a podle eulerova formule neni
pocet vrcholu vice, nez linedrné s poc¢tem stén. Kazdd 2-dimenziondlni sténa
muze sousedit s konstantné mnoha 3-dimenzionélnich (zdvislé na dimenzi
prostoru).

Arrangmenty obecnéjsich geometrickych objektt

Kdybych mél tieba tsecky v roving, tak to déla slozité véci. Vrcholy budou
pruseciky usecek, hrany jsou ¢dsti po odebréani bodu, stény jsou souvislé
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¢éasti roviny, kde to nepferusuji tisecky.

Mém O(n?) vrcholti i hran. Slozitost jedné stény je fadu a(n).

Kdybychom mél libovolné mnoziny v R?, tak arrangement bude rozklad na
jednotlivé stény, které jsou souvislé podmnoziny a nezalézaji do zadné z
mnozin.

Rekneme ze z je ekvivalentni s y pokud jsou ve stejnych mnozindch. Stény
budou takové ¢asti, které jsou ekvivalentni.

Arrangment algebraickych ploch

Vezmou se mnohoéleny a beru nulové mnoziny (mnoziny, kde jsou nulové).
Predpokladame, ze stupen vSech polynomu je mensi nez néjaké D (bu-
deme uvazovat predevsim malé). Timto se dd udélat spoustu ttvaru (kuzele,
koule. . . ).

Vezmeme D a d konstanty. Potom arrangement bude mit O(n?) stén.

Slabsi verze je znaménkové posloupnost. Vezmeme posloupnost ¢isel € {0, —1,1}.
Tato posloupnost je znaménkova, pokud existuje bod, kde polynomy nabyvaji
takovych znamének v tomto bodé.

Véta 16 (Miillerova-Thorova) Necht pi,ps,. .., s jsou polynomy d proménnijch
mazimdlniho stupnée D. Potom maximdlni pocet stén arrangmentu nulovych
mnozin téchto polynomi (tedy i znaménkoviyjch posloupnosti) je:

50D - n?
d

Arrangement pseudopiimek

Je to arrangement kone¢ného souboru kiivek v roving, které spliiuji nasledujici:

e Kazd4 kiivka je z-monoténi a neomezend v obou smérech (tedy, protina
kazdou svislou piimku v pravé jednom bodé).

o Kazdé dvé kiivky se protinaji pfesné v jednom bodé, tam se kiizi.

Vylucuje rovnobézné a svislé. Je to technicky tézsi.

Dva arrangementy pseudopiimek jsou isomorfni, pokud se kiizi , ve stejném
poradi“.

Pro kazdy arrangement nejvyse 8 pseudoptimek k nému existuje ekvivalentni
arrangement piimek, pro vic uz to neplati. Mame afinn{ arrangment a zadné
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tfi pseudopiimky nemaji spoletny prusecik. D4 se prekreslit do wiring dia-
gramu. Lze si vS§imnout, Ze protoze se kazdé dvé protinaji pravé jednou, tak
musi skonéit v opacném potadi, nez zacaly.

Arrangmentu pseudopiimek je mnoho (dolni odhad se d4 udélat néco jako
on’ pres mfizku, dalsi sada kazdy prusecik obchdzi zezdola nebo zezhora).
U pifmek to bude jen néco jako 2"1°8™ TODO: Pro&?

6.7 Pulici primky

Necht P je mnozina bodi v obecné poloze. Piimka je piilic?, pokud protina
dva body a na kazdé strané lezi praveée "T_Q bodu. Budeme ptedpokladat, ze
n bude sudé.

Necht h(P) je pocet pulicich ptimek v P. h(n) bude maximum pies viechny
P velikosti n z h(P) (h(n) = maxp, pj—, h(P)).

Plici dsecka je takovd, kterd lezi na pulici piimce.

Je jich alespoil § — vezmu jeden bod a sefadim si ostatni podle dhlu. Veétsi

najit nejde (piiklad na takle maly).

Véta 17 \
3

n - e(Viogn) < h(n) < O(n3)
TODO: Proc?

Lemma 7 Pulici usecky v libovolném bodé p € P a jejich prodlouZeni se
pravidelné stridagi.

Dusledek 5 7 kazdého p € P wvychdzi lichy pocet pulicich isecek.

Necht G je geometricky graf (vrcholy budou body mnoziny P, hrany jsou
pulici usecky). Lze pocitat pies pocty pruseciku tsecek.

Tvrzeni 9

i)+ X (B T )

veV

DN NS
~__

TODO: Je to urCité dobTe?
Napted ovéiime pro konvexni polohu. To je vidét (muzeme jimi otacet).

Kdyz nejsou konvexni, body muzu Soupat, pokud je to uvniti jedné stény.
Pokud prelezeme pies pulici isecku (vnitikem, mezi témi konci), tak jedna
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zmiz{ (ta puvodni) a nahradi se dvéma novyma. Pruse¢ikové ¢islo se zmensi
(tam, kde bydlel puvodné, bylo méné vrcholu a protoze ¢ast vede do néj a
ne pies néj). A postupné se to poptehdzi.

Opacné, kdyz neni pulici, ale ty dvé jsou pulici, tak je situace opacnd. Tedy,
leva strana se opét neméni.

Pokud prochézi vnéjskem. Potom ale muzeme koukat jako ze prelejza prostiedni
a to uz je rozebrané.

Ddsledek 6
cr(G) < n?

TODO: Proc?
Zapojime vétu @l Z toho plyne, ze h(n) = O (n%)

6.8 Kovnexni nezavislost

Lemma 8 Mdme mnozinu X C R? wvelikosti alespori 5. Potom obsahuje
konvexni ctyruhelnik.

Dikaz:
Vezmeme konvexni obal X. Pokud mé& 4 vrcholy, pak jsme vyhrali, pokud
jen 3, pak jeden zahodime a tyto 4 jsou konvexni ¢tyituhelnik.

TODO: Pro¢ a ktery?

Véta 18 (Erdés-Szekeres) Vk3n pron bodu v roviné 3 konvexni k-ihelnik.

Diukaz:

BUNO z4dné dva body nelezi na svislé piimce. Potom k-miska je konvexni
mnozina k bodu které jdou ,,dolu a potom nahoru“ (lezi na grafu konvexni
funkce). k-Cepice je opaé¢né.

Oznaéfme f(k,l) jako maximélni pocet bodli v obecné poloze v R? bez
k-misky a [-¢epice. Dokazeme, ze toto ¢islo je konecné, indukci a je to

kE+1—4
k—2 '
f(k,2) = f(2,1) = 1. Dalsi krok je, ze jak k, tak [ jsou alespon 3 a pro

mensi soucet to plati. Tedy, f(k,l — 1) = < k;—i;i’) > k=11 =
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( g Zi; g > Urcité je to alespon soucet téchto dvou cisel, tedy f(k,1) >

flk=1,0)+ f(k,l—1). Ddm je za sebe, prvni nahoru f(k,!—1), druhy dolu
f(k—1,1) (kdyz vlevo prolozime libovolné 2 body, tak vpravo lezi vsechno
pod tim, vlevo opacné).

Kdyz vezmeme f(k — 1,1) + f(I — 1,k) + 1, tak to uz bud k-misku nebo
[-Cepici musi obsahovat. Predpokladejme, ze ne. Vezmeme vSechny koncové
body k — 1-misek, ozna¢ime jako mnozinu A. Vezmeme zbytek, to musi byt
dostate¢né malé, protoze je to bez k — 1 misky a bez [-¢epice, A musi byt
dostatecné velké. Kdyby obsahovalo k-misku, tak spor, obsahuje tedy [ — 1
Cepici ¢. Ty jsou nékde spojené, ty 3 body (jeden, ktery je spojuje) tvoii
bud’ 3-misku nebo 3-éepici. Tedy jde néco z toho prodlouzit.

TODO: UpTesnit?

Oznacme ES(k) jako nejmensi ¢islo, pro které plati véta [I8 Potom ES(k)
urcité obsahuje konvexni k-ihelnik v obecné poloze. Je doménka, ze ES(k) =

2k=1 4 1. Doln{ odhad na to existuje, horni je dokazan na < 2:__25 ) +1

pro k > 5.

7 Geometrické incidence

Navazuje na incidence bodu a piimek.

7.1 Dolni odhady

Na vétu B byla mifzka sirokd k, vysoka 4k?, pifmky jsou s celoéiselnymi
soufadnicemi. Celkem tedy zhruba k3 pifmek i bodt, k? priseciki.

Pivodni byl jiny: mifzka \/n x \/n, pifmky které jsou ve tvaru y = gz +c,
kde a,b € 0...t, t volime tak, abylbylo zhruba n piimek, tedy to vyjde asi
n6, kazdy bod bude mit zhruba n3 incidenci.

Na jednotkové vzdalenosti — 3 mnoho jednotkovych vzdéalenosti pro vhod-
nou normu v roviné (autor: Valtr). Norma — mame jednotkovy kruh, ptdme
se, kolikrat je potieba ho zvétsit, aby se bod ocitl uvniti. Obecna norma
je néjakd mnozina, kterd obsahuje pocatek a je dle néj symetrickd (napf.
elipsa).

Z normy udélame metriku tak, ze hleddme normu rozdilu bod.

Znamé dukazy horntho odhadu O(n% vraci stejny odhad i pro libovolnou
normu v R?, pokud je striktné konvexni. (tedy, nevyuzivaji , kulatosti“ kruznice).
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Existuje norma ze ¥n3 mnozina n bodid v R? s > ¢ - ns jednotkovych
vzdalenosti. Mame dvé paraboly ,,nad sebou* (horni prochazi [-1, 0], [0, 1], [1, 0],
tedy |y| < 1 — 2. Potom vezmeme mifzku s k body na &fiku a k? na vysku
tak, aby se to ,,veslo“ do paraboly (tedy, vyska i sitka miizky bude vzdy 2).
Nékteré body maji vzdalenost 1 od pocéatku, to jsou ty na hranici, tedy
body o soufadnici (%,1 — %) Tedy, v kazdém sloupecku bude alespon
jeden nahore a jeden dole. Pro pocatek tedy je fadové k bodu o jednot-
kové vzdélenosti. Mam k2 bodi, kazdy méa Fadové k bodi v jednotkové
vzdalenosti (kviili posunuti pocatku), celkem tedy &* jednotkovych vzdélenost,
L. 4
coZ je ns.

Véta 19 Vn > 23n bodii v R?, které maji alespori n !t Taioen jednotkovijch
vzddlenosti (zde se uz mluvi zase o euklidovské vzddlenosti).

Dukaz:
Vezmeme miizku /n x y/n bodu, ale dobfe skdlovand (fddove tak velka
jednotka jako velikost miizky, ale trochu mensf).

Hledédme body takové a a b pocty mezer, ze a® + b% = c.

Lemma 9 Necht p1 < p2 < ... < p, prvocisla tvaru 4k +1 a M = [][ p;.
Potom M = a® 4+ b*> md > 2" celo¢iselngjch veseni pro (a,b).

Dukaz:

Prvocislo p > 3 se d4 napsat jako a? + b2, a,b € Z < p = 1(mod4). Bereme
jako fakt z teorie ¢isel (doprava jednoduché, ale my potiebujeme doleva,
vyplyva z véty [1).

Vime, Ze kazdé prvocislo p; lze zapsat jako a? + b?,aj,bj € Z. Udélame
gaussova celd ¢isle Z [i] (to jsou komplexni celd ¢isla). Toto je okruh s jed-
nozna¢nym rozkladem na prvocinitele. Tedy, je to euklidovsky okruh.

i Cc— a4+ -bsO = as — b 2l — s @ = a2 2 _ .
Definujeme o := aj +i - bj, a5 1= aj — i - bj, ozj‘—a] aj = aj + bj = p;.

VJ CI:={1,2,....,1}A;+i-Bj := (ng%’) (Hjel\JoTJ). Tyto A; a
By jsou riznd. A% + B2 = |A;+i- B> = (A +i-By)(A; —i-Bj) =
(Hjej Oéj)(ngJ OTj)(HjeJ OTJ')(HJ‘QJ aj) =[[p; =M.

Cisla Ay, By jsou Feseni nasi rovnice. Pokud maji riizné rozklady na prvocinitele,
pak museji byt rizné. Na to sta¢i ovérit, ze a1, 1. jsou prvocinitele v

Z ]i] a zadné se nedostane z jiného vyndsobeni jednotkou (zddnou jednotkou
—1,-1,4,—1). aj # —1,4, —ia;. Kdyz porovnavam a;, a;/, tak maji riznou
absolutni hodnotu.
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Prvocinitele se dokazou z toho, Zze p; jsou prvocisla. Piedpokladejme, ze
Q; = Y1y = |ozi|2 =p; = |’y1|2 . \72\2, obé cel4 ¢isla, jedno z toho musi byt
jednotka.

Véta 20 (Prvoéiselnd) Necht w(n) = |{p < n,p prvocislo}|. Potom

m(n) = (14o0(1))- Tl

Kdyz mame aritmetickou posloupnost (tedy, a+kd), nékteré zadné prvocisla
neobsahuji.

Véta 21 (Dirichletova) Necht m, q(n) je pocet proocisel v aritmetické po-
sloupnosti a+k-d, potom pokud jsou a,d nesoudélnd (pak by to neobsahovalo
Zadnd prvocisla), tak je:

Ta,d(n) = (1+o0(1)) - m

Dusledek 7 n
71'174(77,) e (7)

Inn

Méame tedy miizku /n x /n miizka. M je soué¢in prvnich r — 1 prvocisel
tvaru 4k + 1, 7 nejvétsi takové, ze M < 7. Mifzku naskdlujeme na ﬁ

Kazdy bod se podili alespon na tolika jednotkovych vzdalenostech, kolik je
reprezentaci M = a? + b?, kde a, b jsou nezdpornd celd ¢isla (beru jen ¢isla
v levém dolnim pilkruhu). Méme alespoii 2"~ ! reprezentaci. Z toho alespoii

or—1 . . . .
17— Jsou nezdpornd celd.

3=

Z volby n plyne, ze 4 - H::_ll pi <n<A[li_pi 2" <n,pr> (%)

1 p 1
r = 7T1,4(pr) > (2 — 0(1)) " > \/])71 > n3’

Inp,

(ta tfetina je v exponentu kvuli tomu déleni 4).

3r

3rinr Inn
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logn

" 3logr
logn
r e
3loglogn

logr < loglogn

Celkem tedy alespon n - % > p !t ios fogm |

8 Veéty o souctech a soucinech
Budeme uvazovat koneéné mnoziny realnych ¢isel A C R. Budeme znagit:

e A+ A={a+bja,be A}
e A-A=AA={a bja,be A}

Pokud je A generickd (nejsou mezi nimi linedrni zavislosti) a |A| = n, potom

|A+ Al = < 5 ) +n.

Naopak, pokud bude A = {1,2,...,n}, potom A+ A = {2,3,...,2n}, coz
je 2n — 1 clentu. Toto plati pro libovolnou aritmetickou posloupnost. Da se
ukézat, ze je to nejmensi mozné.

Véta 22 (Freiman) VC3d, Cy takovd, e A CR,|A|=n;|A+ A <C-n,
potom existuje d-dimensiondini aritmetickd posloupnost A’ takovd, Ze A C

AN AL < Cy .

d-dimensiondlni aritmetickd posloupnost jsou ¢isla ve tvaru {ao + 2?21 k; -

k; € n;, kde n;,b; jsou parametry.

Podobné to bude fungovat pro A - A a geometrickou posloupnost.

D4 se najit néjakd mnozina A, kde A+ A je malé ai A- A malé? Hypotéza
je, ze Ve € Rt max |A + A, |A- A| > c-n?7¢.

Rekord je max(|A + Al,|A - A]) > ni.

Véta 23 (Elekes)

max(|A+ A|,|A- A]) > ¢-|A|3
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Dikaz: .
Dokézeme pomoci véty B ze |[A+ A|-|A- Al > -n=2.

Na jednu osu si nakreslime A+ A, na druhou A- A, vezmeme jejich kartézsky
soucin — tim ziskdme body.

Necht A = {a1,...,an}, piimky [, j ={y =a; - (x —a;)}, i,j€1...n
Méme n? bodl a n? pifmek.

Vk uvadzime bod a; + aj a bod a; - a. To nalezi do [; ;. Tedy, kazda piimka
z L mé alespon n incidenci. Dosadime do véty B, vyjde, ze I(P,L) > 3.
<C (yp|% JL|E + P+ |L\) —C (n%|P|% +|P| +n2) > 3,

Z toho uz vyjde, ze |P| > c- ns.

Véta 24 (Solymosi) Necht A C RT je mnoZina kladnych éisel. Potom
4
max(|A+ A|,|A- A]) > c. A2
(log|A])3

Dikaz: y
Dokézeme, 7e |A+ A|*-|A- A] > c- %. Zavedeme velicinu E(A), ika se ji

lo

multiplikativn{ energie mnoziny. To je T{ (a,b,e,d);a,b,e,d € Aja-d=>-c}.

Lemma 10

A"
E > -
(4) 2 |A- Al

Dukaz:
Pocitani dvéma zpusoby, Cauchy-Swartzova nerovnost:

Budeme brat dvojice podle toho, jaké maji souciny (tedy, zafixuji ad, k nim
vybirdm bc tak, aby mély stejny soucin). Tedy, n, := [{(z,v) ;z,y € A;zy = p}|.

E(A)= > n

peA-A

‘A’4: Z Z”p'”q: Z”p

pEA-AgEA-A pEA-A

Pak vezmeme cauchy-swartzovu nerovnost:

(S = (5) ()
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(za y; dame 1, za x; dame np).

Tedy, mame:

AP < (Y on) 1A Al = B(A) - |A- A

Lemma 11

E(A) _ >

Budeme z téch ¢tveric energie délat prvky (A + A) x (A + A). Na prvky
(A+ A) x (A+ A) se muzeme divat jako na (A x A) + (A x A).

Kdyz bude multiplikativni energie velikd, bude téch sou¢ti hodné.

Definujeme my := [{(a,b) € A% % = q}|. E(A) = D ogeA/A mg. Toto k4, ze
na piimce se smérnici ¢ je tolikle bodu.

Pozorovani 5 Kdykoliv vezmeme soucet dvou vektori, tak vysledek padne
mezi né. Kdyz tedy jsou 3 vektory, tak soucet pruniho s druhgm a druhého s
tretim, tak nikdy nesplynou (nebudou ve stejném kvadrantu). Tedy, kdykoliv
au + o'v' = fu+ B/, pak taky o = S a o/ = V. Pro takové 3 primky
dostaneme alespon mqul + m;mf]’.

Pokud to vezmeme abstraktné, mq, mo, ..., mg pFirozena ¢isla. Potom » mf =
E(A). Chceme vybrat indexy 41,42, . .., tak, aby mi, m4, +mi,mi, + ...+
m;, ,mi, byly co nejvétsi (idedlné E(A)).

Samoziejmé, jsou mensi, nez n.

Na to pouzijeme trik. Rozdélime je do skatulek podle velikosti (od 1 do 2,

od 2 do 4, etc, az 2F, 2F*1). Téch je fddové logn. Existuje néjakd, kterd
E(4)
logn *

obsahuje alespon takova m;, aby » . ; mf > t bude pocet indexu v

této skatulce. Z toho se odvodi, ze tm? > ﬁc()’gzl,

t—1 E(A
E t—1mgmi,, > (t—1)m* > —— (4)
j=1

t 4dlogn

Osetfeni, 7e t = 1, je, ze pifspévek téhle saktulky je nejvic n?. Vezmu prvni
fadek a prvni sloupec, se¢tu néjaky z jeho vektoru.
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8.1 Sumy a souciny v konecnych télesech

Mame téleso Fy, A C F,. Opét se ptame, kolik je max (|A + A|, |A - A]).

Pro incidence v koneéné afinni/projektivni roviné plati jen slabsi odhady
pro Szemereni — Trotter.

Koneéna projektivni rovina fadu ¢ ma n = ¢> + ¢ + 1 bodii, ma téaké n
piimek, kazda piimka mé g + 1 incidenci. Pocet incidenci I(n,n) > nz.

Kdyz ¢ = p® je mocnina prvocisla, 5|, pak F,s je podtéleso Fpa.

Tedy, pokud ¢ neni prvocislo, potom netrividlni podtéleso, A=A+ A, A =
A-A

Nicméné plati:

Tvrzeni 10 V6§ > 03¢ > 0, p prvocislo, A C F,,1 < |A| < p'~%. Potom
max (|[A+ A|,|A-A]) >c- - |A'T.

1+6 -

Tvrzeni 11 KdyZ qje obecné (tedy, i mocnina prvocisla), potom kdyz \/q
|A| < ¢'=°, potom plati totéz, jako v minulém.

Daji se s tim vytvaret pseudondhodné objekty (ramseoyvské grafy, expan-
dery), pouziva se ve vypocetni slozitosti, kryptografii, teorie grup.

Véta 25 A CF,. Potom max (JA+ A],|]A- A]) > ¢-min (\/q~ 4], %)

Dukaz:

Nejdifve zapomeneme na A a budeme si vSimat télese ;. Za pomoci néj
definujeme multigraf G, jehoz vrcholy budou dvojice F; x F, (tedy, prvni
neni nula). Hrany budou E := {{(a,b), (¢,d)},ac = b+ d}.

M4 ¢ - (¢ — 1) vrcholu. Budeme tomu fikat n. Kazdy vrchol (a,b) méa stupen
q — 1. Pro kazdé ¢ nenulové existuje pravé jedno d tak, aby to vyslo.

Vlastni ¢isla G: definujeme matici sousednosti M (n x n, jedni¢ky odpovidaji
hrandm).

M je realnd symetricka matice. Ta ma n redlnych vlastnich ¢isel Ay, Ao, ...,y
(nemusi byt vSechna ruznd). Existuje ortogonalni baze R™ z vlastnich vek-
tort.

V kazdém tadku je ¢ — 1 jednic¢ek. To znamend, ze kdyz ji vynasobim vekto-
rem samych jedni¢ek (vyjdou mi fadkové soucty), tak dostanu vektor samych
(¢ — 1)-cek. Toto je prvni vlastni ¢islo, tedy A1 je ¢ — 1. |\i| < g—1 (protoze
soucet maximalné g — 1 prvku).

Lemma 12 Vsechny ostatni jsou mensi (v absolutni hodnoté) nez \/3q.
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9 Purdyho doménka

Maéame dveé piimky, na kazdé je n bod. Ptdme se, kolik minimélné vzdéalenosti
je specifikovanych body ruznych piimek (tedy, mezi p;, ¢; a ne mezi p;, p;).

D4 se sestavit O(n) na dvou rovnobéznych, kdyz jsou pravidelné. Druhd
moznost je dvé kolmé, vzdalenosti jsou v1,v/2,v3....

Domnénka je, ze pokud pfimky nesviraji tihel 0, 5 je pocet vzdalenosti w(n).

Mame soufadnice tak, ze méiime vzdalenost od jejich pruseciku v néjakych
jednotkovych vektorech jejich sméru. A = cosa, chceme, aby nebyl ani 0,
ani 1. Vzdélenost budeme méfit jako p(x,y) = 22 + % — 2 zy.

Rekneme, Ze polynom p(z, y) je specidlnd, pokud existuji polynomy f(z), g(z), h(x)
takové, ze p(x,y) jde zapsat bud jako f(g(x)+ h(y)) nebo f(g(x) - h(y)).

Veéta 26 Pokud p neni specidlng, potom nabyvd na mnoZiné parametri ve-
likosti n w(n) vysledkii.

10 Dolni obalky, Davenport-Schinzelovy posloup-
nosti

Méme mnozinu usecek a pozorovatele v ploSe, pies tsecky neni vidét. Vidi
ngjaké tuseky, z nékteré tsecky muze vidét i vice ¢édsti. Otdzkou je, kolik
useku vidi.

Méme mnozinu tsecek, koukdme na ni zespodu (tedy, jakoby v —o0).

Mame funkce R — R, kazdé dvé se protinaji v max feknéme 3, nebo v s
bodech, kolik kousku vidi pozorovatel zespodu?

Davenport-Schinzelova posloupnost rddu s nad abecedou 1...n je po-
sloupnost délky m:

o Vija; € {1,...,n}
o Vi < m;a; # aiq1

e Dand posloupnost neobsahuje stiidavou podposloupnost délky s + 2.

Maximélni délka této posloupnosti se oznacuje Ag(n).
e \i(n)=n
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e )\o(n) =2n — 1 indukei podle n.

e \3(n)=2n-lnn+4n

Existuje i zobecnéni, zakazujeme i jiné vzory, nez stiidavé podposloupnosti.

Necht w = ajasas...aq;. w je m-rozloZitelnd, pokud w lze rozlozit na m
fetézcu takovych, ze se v zddném nic neopakuje.

Necht v(m,n) je max. délka m-rozlozitelné posloupnosti fadu 3 nad 1...n.
Lemma 13 A\3(n) = ¢(2n,n)

Udélame uspofadani na abecedé, a < b, pokud prvni vyskyt a je dfive, nez
b. Inverzni ackermanova funkce a(n) = min {k > 1; A(k) > n}.

Snazime se dokéazat, ze A3(n) € O(n - a(n)).

m,n>1, m=m;+mg+...+my m; > 1
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