0.1 Rady, jejichz ¢leny méni znaménko
0.1.1 Dirichetovo a abelovo kritérium

Méme {an}, {bn}, {bn} je monoténni. Déle pak Y >° | a,, je omezend alimb,, =
0.

Pak Y7, an * b, konverguje.

Vi € {1,...,n};a1+a2+...+aj > B = a1by +asbs + ... > B * by.
(Vyplyva z abelova lemma).

BUNO b, > 0 a nerostouci. IM > 0Vm € N[> | a,| < M.

7 toho plyne: n,p € N = ’ZZ:£+1 ak‘ < 2M (Viz trojuhelnikova nerov-

nost a odecteni téch dvou ¢ésti).
—2M * by < ZZ:LI argbr < 2M * Bgy1. (Viz abelovo lemma).

‘22224»1 akbk‘ <2Mb, + 1.
Podle Bolzanovo-kosheovy podminky: Ve > 0dng € Nyn > nob, < 55;-

‘ZZJ:FZH‘ < 2Mbp i1 < 2M * 55; = €. Tedy Tada konverguje.

Nebo Y~>° | by, je omezend.

BUNO {b,,} nerostouci. Je omezens = mé limitu b € R 32°° | a,*(b, — b)
konverguje dle predchoziho (lim{b, — b} = 0).
Y02, a)n * b konverguje.
Tedy i Y07 (an (b — b) + anb) také konverguje. Tato je ale ta ptuvodni.

Inverzné: {an}, {bn}, {bn} monoténni a limb, # 0, pak > " | a,by, kon-
verguje prave kdyz Y | a, konverguje.

< plati piimo z druhé verze predchoziho.

Opacné: b := limb,,. BUNO b > 0 = 3n,, € N;n > ngb, > 0. {b%} je
monoténni a omezend. b, se muze zkratit.

0.2 Prerovnavani rad

Kdyz > 27 | an je fada a {k,} je permutace pfirozenych ¢isel (kazdé ¢islo v
tom je pravé jednou). Pak > ° | a, je prerovndni rady.

0.2.1 Pierovnani absolutné konvergentni fady

Pokud je >"°7  ay je absolutné konvergentni, pak pierovnani této rady je
také absolutné konvergentni.

Pro nezaporné:
Vn € N;a, > 0. Rada je konvergentni. S,, je ¢asteény soucet puvodni rady
a ty, té prerovnané. lim S,, =S € RAVm € N§5,, < 5.
[ :=max{ki,...,km} = tm < 5. (Kvili tomu, ze je to nezdporné)
= {t;m} je shora omezena ¢islem {S} a je neklesajici. Tedy existuje limita a
je vlastni, kterd je < S, tedy > 07 ax, < > -~ a,. Protoze puvodni rada je
prerovnanim té prerovnané rady, plati to i opacné. Tedy se souCty rovnaji.



Pro libovolné:
Yoo lan] € R= 3272 |ak, | € R Tedy konverguje absolutné.

Pokud neni konvergentni absolutné, pak VA € R*3{k,};> > ap, = A
navic existuje prerovnani, které nema soucet.

1 Realné funkce realné proménné

Obvykle se ji fika funkce. Mysli se ji f: M — R, M C R.

1.1 Spojitost a limity

Funkee f je spojitd v bodé a < Ve € RT35 € RTVB(a,b) : f(z) € B(f(a),¢).
Je spojitd zleva, prave kdyz Ve € RT3§ € RV (a — §,a) : f(x) € B(f(a),¢).
Obdobné zprava.
Pozndmka:
B(z € R* e € RT) je mysleno e-ové okoli bodu x.

Funkce f mé v bodé a € R* limitu v A € R* & Ve € RT36 € RTVz €
P(a,9d) : f(x) € B(A,¢). Obdobné zleva a zprava, jen prstencova okoli jsou
jen ,,poloviéni“. Pokud A € R, pak je limita vlastni, jinak je nevlastni.

Poznamka:

P(z € R*e € R") je mysleno e-ové prstencové okoli bodu x - bez vlastniho
bodu z.

Véticka 1:

Necht f je funkce.

e Funkce f je spojitd v bodé a < je spojita zleva i zprava.

o lim, ,, f(x) =AceR & lim,_,,+ f(z) = ANlim,_,,- f(z) = A.
Zleva doprava trivialni—je to podmnozina—staci, aby to platilo pro
pulku.

Opacné:

301, §2 definujici pulky okoli, pro ktera to plati. Pak vezmu to mensi
a prohlasim ho za §, ¢imz ziskdm celé prstencové okoli, pro které to
také plati.

o f je spojitd v a < lim, ., f(z) = f(a).

e Stejné tak zprava a zleva pro posledni.

Véta 2 - Heine:
a,A € R* a f je definovana na okoli P(a,d), nésledujici je ekvivalentni:

e lim, ,, f(x)=A

L4 v{mn}zo:p T, 7& a, Ty € D(f), hmn—)oo T = a; hmn—)oo f(xn) =A



e Nejdiive ¢dst, ze kdyz lim, . f(z) = A, tak af si vymyslim jakou-
koliv posloupnost, pro kterou plati, ze Va,, # a Alimx, = a A Vz,.
Rozepsano:

Ve € RT30 € R"Vx € P(a,d); f(z) € B(4,¢
Vv € RT3Ing¥n > ng,n € N;z,, € B(a,y) Axp #a — x, € P(a,)

Nyni se toto spoji dohromady (kdyz pro vSechny, tak pro to ¢ existuje
taky - to ng):

Ve € RT303ngVn > ng,n € N;z,, € P(a,8) — f(x,) € B(A,¢)
Ve € RT3Ing¥n > ng,n €N; f(z,) € B(A,€) — lim f(x,) = A

e Obréacené, tedy kdyz to plati pro vSechny posloupnosti a tak déle.
Pouzije se obména, tedy ze neplati prvni tvrzeni.

Je € RYYn € RY3x € P(a,n); f(x) € B(A,e)

Pozndamka:

f(z) nemusi byt definované. Ale v piipadé, ze n < d, ve kterém je
definovand, pak ale lze psat, ze f(z) & B(A,¢).

Dokéazeme, ze neplati druhé tvrzeni tak, ze najdeme posloupnost {x,, },
ze limx, = a Alim f(x,) # A. Vezmeme tudiz ono ”"Spatné”e. Pak si
vezmeme posloupnost 1 a z kazdého néjaké x. Tedy vezmeme k €
N, } < 4. Vn € N3z, € P(a, Wln)’ f(zyn) & B(A,¢€). Takové x,, urcité
existuje (viz zdpis negace na zacatku) a ona posloupnost vse spliuje.

Druha éast Heineovy véty:
a € R a f je definovand na B(a, ). Nésledujici je ekvivalentni:

e Funkce f je spojita.
o V{x,}2° 2y € D(f),limz, = a;lim(z,) = f(a).
Lze dokézat z minulého a ono f(a) to nebude niéit.

Véta 3:

Kazd4 funkce f ma v bodé a € R* nejvyse jednu limitu. Necht A, B €
R* A =1lim f, B=1lim f, A < B. Potom je mezi nimi kousek mista a pro po-
lomér okoli pod polovinu mista a hodnota se nemuze trefit do obou.
Pozndmka:

Véty 2 a 3 1ze pouzit k diikazu neexistence limity - ze 2 vypadnou dvé ruzna
cisla.



Pozndmka:
Lze pouzit k vypoctu limity posloupnosti za pomoci funkce.

Funkce f je (shora/zdola) omezend na mnoziné M, jestlize f(M) je
(shora/zdola) omezena.

Véta 4:

Necht f m4 v bodé a € R* vlastni limitu. — 3§ f(x) je omezena na P(a,d).
lim, o f(z) = A — 36 € RtVz € P(a,d); f(z) € B(A,1) — je

omezend na tomto okoli.

Dusledek:

U funkce spojité v a to plati i pro B(a,?).

1.2 Pocitani s limitami

Véta 5 - aritmetika limit:
Pokud maji dvé funkce v bodé a € R* limity A, B, pak je lze jednoduse
s¢itat nasobit a délit, je-li takova operace definovana.

Viz papirek z prednasky.

Méme-li funkce f, g. SloZenou funkci nazveme f(g(z)) a znaci se fog.

Véta 9:

lim g(z) = AA lim f(y) = BA
y—A

Tr—rcC
(f je spojitda v In € RTVx € P(c,n); g(x) # A)
= lim f(g(z)) = B

e € RT libovolné 3n € RTVy € P(A,n); f(y) € B(B,¢) —
sz € P(c,0);9(x) € N(A,n)

Pro slouceni by bylo potfeba prstencové okoli. Pokud je f spojitd, pak
ji vyhovuje i obvykle okoli.
Pokud g nevraci A, pak tam lze dat prstencové okoli.

Véta 10 - o limité monotdénni funkce:
Budiz f monoténni na (a,b),a,b € R*. Potom existuji lim, o4 f(z) a
limz — b—f(x).

BUNO f je neklesajici. Tedy,

Vi, € (a,b); 21 < o = f(21) < f(22)
d:b—a—>vneN;f<b—d> gf(b— d >

n n—1



Funkce je bud omezend shora, pak ma suprememum S € R. Toto supre-
mum bude limita zleva v bodé b. Pokud toto supremum je maximum, pak od
bodu, kde je funkce rovna tomuto supremu nemiuze klesnout a tudiz je stéle
rovnd tomuto supremu. Pokud neni, pak Vz € (a,b)3z4 € (a,b); f(z4) €
(f (x),S) - jinak by to supremum bylo mensi. A od tohoto x4 vSechny
funkéni hodnoty budou vétsi nebo rovny. Tudiz, Ve € RT3IoVe € (b —
5,b); f(x) > S —eA f(x) < S.

Pokud funkce neni omezend, pak je jeji limita oo, protoze Va3z 4, f(z) <
f(xz4) a protoze je rostouci, tak x4 > .

Véta 11 Bolzano-Caucheova podminka:

lim f(z) e R <

Ve € RT36 € RV, 29 € P(a,8);|f (z1) — f (22)| < €
f(@1), f (z2)
2

— f(@1) € By, 3)

Hy:

1.3 Funkce spojité na intervalu

Necht J je nedegenerovany interval. Funkce f : J — R je spojitd, je-li
spojitd zprava v kazdém bodé, ktery neni koncovym bodem intervalu J a
spojita zleva v kazdém bodé kromé pocatecniho bodu intervalu J.

Véta 12 Heineho véta pro pro spojitost na intervalu:
Obdobné jako u funkei.

Véta 14 Darbouxova o nabyvani mezihodnot:
f je spojitd na (a,b) A f(a) < f(b) = Ve e (f(a),(b)) Iz € (a,b); f(x) =c.
x=inf{y € (a,b), f(y) >}, f(z) =c
(a,b) obsahuje své infimum (je to a), tudiz neprazdnd podmnozina musi
mit infimum také v tomto intervalu.
Pokud to neplati, pak bud’ f(x) < ¢ a funkce nenf spojita zprava v bodé
x, nebo f(x) > c- je v té mnoziné, pak ale existuje € = % > 0 a funkce
neni spojita zleva v bodé x.

Véta 16:
f spojitd na (a,b) = f(x) omezend na (a,b).

Véta 17:

f spojitd nabyva na (a, b) svého maxima i minima. Viz minimum je omezena
shora — ma supremum. Vn € N3z, f(z,) > S(f(2,)) — 2 —

S — % < f(zn) < S. Z véty o policajtech f(z,) konverguje k S. Z bolsano-
straserovy véty existuje vybrand posloupnost {zy, }, Zé je v intervalu. Kdyz
xp jde k néjakému x € (a,b), pak lim f(x,,) = f(z),lim f(z,) = S =
f(z)=25.S je tudiz maximum.



Véta 18, spojitost inverzni funkce:
J je interval a f je spojita a rostouci na J. Pak f~! je spojitd a rostouci na
na intervalu f(J).

Obdobné s klesajici.

Je rostouci — je prostd, tudiz f~! je definovani.

Je spojitd — f(J) je také interval (viz véta 15).

KdyZ je spojita a prosté, pak musi byt bud rostouci nebo klesajici.

Inverzni je také prosté.

Spojitd - vezmu x neni koncovy bod f(J). Pak dokdzu, ze je spojita
zprava.

2 Elementarni funkce

2.1 Logaritmus
e D(f) =R
e Je rostouci

e Inaxb=1Ina+1Inbd

o lim, 1 % =1
Véta 19:
Existuje jedind funkce, kterd spliiuje tyto vlastnosti a nazyva se pfirozenym
logaritmem. Bude dokazano na konci semestru.

Pozndmka:
To, ze je rostouci plyne z ostatnich vlastnosti, je ale tfeba mit derivace.
Vlastnost 9: In je spojitd na R™:

Je spojitd v bodé 1 - z vlastnosti 4. (Limita v 1 se rovna logaritmu v 1).
xo libovolné. lim,_,,, In = - pfevedu na predchozi priklad tim, Ze rozsifim
ZQ-

Vlastnost 10: Obor hodnot je celé R:
Z 9 plyne, Ze je spojitd — obor hodnot je interval. Obor hodnot je neome-
zeny shora i zdola. Proto je interval celé R.

Vlastnost 11: Existuje vzdy pravé 1 ¢islo = pro které se zobrazi
samo na sebe:
Obor hodnot je celé R a je to prosté (je rostouci). A toto ¢islo se nazyva e.

2.2 Exponencialni funkce

Exponencidlni funkce exp je funkce inverzni k In.
Defini¢ni hodnot je R a obor hodnot je interval (0, c0).
Kdyz a > 0Ab € R, pak Inb x a® =. Kdyz a,b > 0,a # 1log,a = b,

Ina



Causiova véta o stfedni hodnoté:
Predpoklady:

e a<b

e f,p jsoe spojité na (a,b)

e f ma derivaci v kazdém bodé (a,b)

e © m4 vlastni nenulovou derivaci v (a,b)

Pak existuje bod ¢ € (a,b); igg %'

Z rollovy véty plyne, ze ¢(b) # @(a) - byla by spojita, méla by nékde
derivaci nulu (zlomek m4 smysl). Definujumu se pomocnou funkci g(k) =
/

@) = 2L (o) — p(a). ¢'(2) = f'(@) — LD — o(b)p(a). g(a) =

f(a),g(b) = f(a). g spliujo predpoklady rollovy véty, — 3¢ f/(§)— Z;EZ; so((a)) (x) =
0.

Vztah znaménka derivace a monotonie na intervalu:
J je interval, f spojitd na J, f’ vlastni ¢i nevlastni pro kazdy vnitini bod
intervalu.

e f'(z) > 0Vk € J = rostouci

e f'(z) > OVk € J < neklesajici
. fla) <

e f'(z) < OVk € J = Kklesajici

0Vk € J < nenerostouci

Necht f/(z) > OVx € J. Vezméme a,b € J,a < b. f spliiuje pfedpoklady
L’Grangeovy véty pro (a,b) — 3¢ € (a,b); f(b) — f(a) = f(&)(b — a)
— f(¢) > 0,b—a >0 — f(b) — f(a) > 0 — f(b) > f(a). Tedy je
rostouci.

Opacné: neklesajici na intervalu (a,b), f/(x) existuje vSude —» derivace

je nezépornd. f neklesajici, f'(z) = limy % - podle toho, jestli je
x > y oboje nekladné, nebo oboje nezdporné, = # y - prstencové okoli.
Poznédmka:

Rostoucf funkce mitize mit obéas derivaci rovnou nule (napt 23 v 0).
Poznémka'

vvvvvv

Disledek:
f'(z) = OVz € (a,b) = f(x) konstantn{ na (a, b). Je spojitd - v kazdém bodé
ma4 derivaci (vlastni). Je neklesajici a nerostouci zarover.
Véta 12:

f je spojita zprava v bodé a a existuje limx — af’ zprava. Potom existuje
f'(a) a rovna se té limite.



Ozna¢me L tu limitu. Existuje néjaké pravé okoli § bodu a a kde je
limita vlastni. Pak f je spojitd na (a,a + J). Tedy je spojitd na (a,a + 9).
Vezméme = € (a,a+ ). Pak f spliuje predpoklady L’'Grangeovy véty na
intervalu (a,z) — 3¢, € {(a,x); f' (&) = % Pouzije se véta o limité
slozené funkce. Vx € (a,a +9); & € (a,a+9). & je funkee, lim, 4 & = a -
véta o policajtech. Vo € (a,a + 6),&; > a. lim,_,, f(z) = L. Tedy slozenim
bude také L.

Obdobné zleva, slozenim se ziska oboustrana.

Dusledek:
arcsin m4 zleva v 1 a zprava v —1 limitu co. arcsin’ x = ﬁ, proto funguje
na celém intervalu (—1,1).

Poznamka:

Neplati napt. pro signum - neni spojita.

L’Hospitalovo pravidlo:

Necht f, g maji na prstencovém okoli a vlastni derivace a limg,_., % exis-
tuje. limg o f(z) = limzqg(z) = 0V limgq |g(z)] = co. Pak limita je
rovna podilu derivaci.

Necht plati obé nuly a a je realné, limita zprava L = lim %. BUNO
f(a) = g(a) = 0 Dale mame derivace a nejsou nuly. Kdyz z € (a,a + ¢), pak
izg) spliuji pfedpoklady cauchiovy véty. 3¢, € (a,a + ) ; g,légzg = J;Eg:;‘((gj)) =

X

9(z)

Podobné pro limitu zleva, tedy i pro oboustrannou limitu. Tim je dokdzan
piipad 1 pro a € R.

Pro a = 00. limg_— oo = lim,; oo = 0. Pfevedeme na 0, pouzije se f(a;) =
f (%, obdobné pro g. Protoze jseou definované kolem okoli, jsou definované
pro okoli 0 zprava. Za pouziti slozené funkce, vyhyba se limité, prevede se
na minuly pi¥ipad. Po zderivovani se viechna -5 zkrati.

2
Qéﬁ = k,a € R. Nelze pouzit vétu o

lim, o4 |g(z)] = oo, limz — a+
stfedn{ hodnoté (nebot mneni spojitd). IA € RT z € (a,a + A)3 vlastni
f(x), g (z), g (x) # 0,9(x) # 0. Budu se pohybovat v takovém intervalu,
vezmu si v ném dva body z,z1 a na intervalu (x,z1) uz se dé pouzit ca-

fl@) _ ()

ychionva véta. Upravi se a dostane 75 = 75 (1 - g;g;;) + J; ((“7; 1)). Kdyz

e > 0, pak existuje n > 0, ze pro t € (a,a +1n) je ]gc:ég € B(k,n) a zvolim
x1 € (a,a +n). Pak Vx € (a,z1); £Q) ¢ B(k,n) Pak kdyz g(x) jde k ne-

g’ (&)
koneénu, x; je fixované a pak ty podily jsou skoro 0, takze se daji zanedbat.

2.2.1 Konvexni a konkavni funkce

I je interval a f definovana na I. f je na I konkdvni, jestlize Va1, x9 €
VA € (0,1); f(Az1+ (1 —=Nax2) > Af(z1)+ (1 —XN) f(x2). Je ryze konkdvni
pokud s (0,1) a < a ruzné z1, Xo.



Konvexni a ryze konvexni obdobné, jen naopak.
V podstaté to ik, jestli je funkce “propadld” a nebo “vypoukld”. Rika,
jestli mnozina nad grafem je konvexni nebo konkavni.

Poznamka:
f je konvexni pravé kdyz —f je konkavni, s ryze téz. Veéticka 14:

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni, pokud je definovana na I.
e f je na I konvexni.

fxo) = fz1) _ flxs) = f(z1)

2 —xl - T3 — X1

Va1, xo,x3 € I,x1 < 29 < I3;

f(x2) — f(z1) < f(z3) — f(x2)

2 —xl - T3 — X9

Vai,29,23 € I, 11 < xo < T3;

Nejdiive, ze druhé je ekvivalentni s tieti. Ty dvé nerovnosti jseu pfimo
ekvivalentni.

7 jednicky plyne trojka:

f je konvexni, vezmeme ta 3 x. o = ;i:ﬁ r1+ 2:2 xs3. 2:2 oznacime .
Podle definice: f(x2) < $2=71 f(w3) + 22=22 f (1) To se po tpravich z toho
dostane.

Necht plati 2. Vezmu z1, Xo € I, A € (0,1). BUNO z; < zs. Pokud
x1 = x2 VA € {0,1} pak plati rovnost. Necht je to tedy néco rozumného
mezi. 1 < Ax1 + (1 — A\)ze < xe. Pouziji tyhle ¢isla do nerovnosti v dvojce.
Staci nékolik dprav a vyjde to.

U konkavnich, ryze konkdvni/konvexni to plati analogicky.

Disledek:
Necht f je konvexni na (a,b) a = € (a,b). Pak w je na (x,b) nekle-
sajici, plyne z bodu 2.

Navic Vy € (z,b); f(y;:ic(z) > f(x;:ﬁml) - viz bod 3. Protoze je neklesajici
a omezend ;dola. TudiZz m& limitu zprava. Tudiz ta puvodni ma derivaci
zprava v bodé z.

Analogicky zleva.

Tudiz pro kazdé x € (a,b)3f" (x), f'(x), tudiz je spojitd.
Disledek:
Jednostrané derivace jsou neklesajici na (a,b). Vo € (a,b); f(z) < fi ().

Véta 15:

I je otevieny interval a f ma v kazdém bodé x € I vlastni derivaci. Pak f je
konvexni na I prave kdyz f'(I) je neklesajici. Je ryze konvexni, prave kdyz
f(I) je rostouci.




Dtukaz zprava doleva:
f/(I) neklesajici. Vezmu 1, x9,x3 € I, 21 < 9 < z3. [ splituje predpoklady

lagrangeovy véty na intervalu (z1, z2) , (x2,x3). 3¢ € (21, 22) f(&1) = %A

365 € (w2, a3) f(62) = LEZIE2) ¢) ¢y = f1(6)) < f1(6p) = L=l <

T3—T2 pr—
7.}(15)10( IQ) | jy ] ] 7 /n , ViZ vta 1 ]
3—T2 © eKazano ve 4

Dukaz zleva:
x1 <x2= fl(x1) < % < f'(x9). Viz dusledek vety 14.

Protoze derivace pritadi kadému bodu néjaké ¢islo, 1ze na ni nahlizet také
jako na funkci. Proto ji lze opét zderivovat. Takto vznika druhd derivace,

ptipadné n-td derivace.

Véta 16:
I je otevieny interval a druhd druhd derivace vlastni existuje v kazdém
bodé intervalu. Pak f je konvexni na I < f”(I) > 0. Plyne ze zkombinovén{
predchozich vét.

Pokud je f”(I) > 0 = f je ryze konvexni.

Inflexni bod je bod, kde v tom bodé existuje vlastni derivace a 36 €
RT;Vz € (a — §,a) je funkce pod teénou a Vo € (a,a + d) je nad tecnou,
nebo naopak.

Véta 17:
3f"(x) # 0 = x nenf inflexni{ bod.

Véta 18:
/" je spojitd na (a,b),z € (a,b), f"(x € (a,2)) >0, f"(x € (2,b)) < 0 pak z
je inflexni bod.

h(z) = f(z) — f(z) — f'(2) * (x — z) (Funkce - tetna). h(z) = 0. Na
néjakém okolf je h'(z) = f'(z) — f'(2).

Ve vété 17: existuje druhd derivace, takze musi existovat spojita prvni
derivace. Ve vété 18 je to piimo predpoklad.

Necht druh4 derivace v z je BUNO kladné. 3n € RTVa € (z—n, 2); f'(z) <
F'(2)AVz(z, z+n); f'(z) > f'(2). Tedy nalevo je h'(x) > 0, napravoh’(z) < 0.
h je tedy klesajici na levo a rostouci napravo. Tedy h(x) > 0,2 € (z—1n, 2+
1)\z. Tedy na obou stranéch je nad tec¢nou, tedy z definice nenf inflexni bod.

Ve véteé 18 se pouzije stejna funkce. f”((a,2)) > 0, f”((2,b)) < 0. Prvni
derivace je spojita na (a,b). Prvni derivace je rostouci na (a, z) a klesajici
na (z,b).

f'(2) je ostré maximum. h je klesajici nalevo i napravo. h((a,z)) <
0,h((z,b)) > 0,h(2) =0. Tedy z je inflexni bod.

2.3 Taylarav polynom

Mém funkci f. Kdyz f ma v a vlastni n-tou derivaci. Pak polynom T)%(z) =
fla)+ f'(a)(x—a)+ fl;(!a) (x—a)’+- -+ %(m —a)" se nazyva Tayleriv
polynom n-tého Tddu f v bodé a.
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T je polynom stupné nejvyse n.

Ty(a) = fla)
(T)(a) = f
(T3)"(a) =

* je tetnou funkce f v bodé (a, f(a)).
Taylaruv polynom je zobecnéni teény, nahrazeni jednodussim vyrazem s
malou chybou.

Véta 20:
Nechtf f mé v bodé a vlastni n-tou derivaci a P je polynom nejvyse n-tého
stupné. Pak P je Tayleruv polynom <

lim L@ = P@) _,
T—a (x — a)

Dikaz:

f ma na néjakém okoli bodu a vlastni derivace az fadu n. Derivace az do

f@™=1 je spojitd v a. L’hospitalovo pravidlo (tolikrét, aby to zabralo, je to

%). Tedy to je

) f(nfl)(r)*(Tﬁ)("‘l)

lim

z—n nl(z — a)

Déle jiz nemuzu, v bodé x nemusi existovat n-t4 derivace.

o T070@) = (D (a) = £(@)

z—n n!(z —a)

Po prerovnani jsou tam dvé n-té derivace co se odectou, tudiz je to nula.
Necht P je polynom nejvyse stupné n a ona lim je 0.
Derivace az do n — 1-té jsou spojité. Tedy

Px)=ayp+a1x+...

Podle véty aritmetiky limit

_ a
lim M =0= lim
T—a (3: — a)” r—a xr — a)”

Pz) — Ty ()

=0

Citatel musf jit k nule, postupnym kracenim se to vyjadii.
Dtsledek:
Kdyz 3 vlastni n-th4 derivace v a = 3§ € R, funkce w devarfinovand na
B(a, ) splaujici:

e w je spojitd v bodé w(a) =0
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o f(x) = T4(=) +w(@)(z — a)" na B(a,)
Nazyva se Peantv tvar zbytku.

Véta 21:
a < x a f md vlastni (n 4 1)-tou derivaci v kazdém bodé intervalu (a, k) a
© je spojita funkce na (a,x) a ma vlastni derivaci na (a,x). = 3¢ € (a, )

(2= 9"  ¢(@) —pld)

(n+1)
n! ¢'(€) F0

f(@) = Ty (x) =

Dikaz:
Prvni az n-ta derivace jsou spojité. Polozme

F(t) =Ty(x) = f(t) + f'(t)(z = 1) ...
(a) = T5(?)
)=

F(a
(n+1)
Fay= 0+ -+ + 5 O

(F®+ 1O @ =1+ fO Oz =t - ")

_ "
= T(ﬂf —t)
Tedy je splnéna Caychyova véta= f;,/ ((8 = I;E;Cg:g((;)) = ten vzorecek.

Disledek:
Pro specialni volby ¢ Cauchyuv tvar zbytku f(x)—T%(z) =
— podobné dalsimu ¢lenu toho polynomu.

Pokud mé f v bodé a derivace viech radu, pak Taylerova tada je

0 4(n)(p
Zf ‘( )(x_a)n
n=0 ’

n

(w—f)"!(x—a) f(n+1)(£)

n

Véticka 22:

Nect z > a a f md v kazdém bodé intervalu (a,z) derivace vSech F4du.
Navic existuje ¢ € R ze pro kazdé t € (a,z) a kazdé n € N je }f(”) )] < e
Potom f je v bodé x rovna souc¢tu Taylorovy fady o stfedu a. Véta 23:
Taylertuv polynom k-tého fadu v bodé 0 je roven:

T

e c 2 n
1+2+ 5 + ...+ y
e sinz (2k-tého tadu).
x3 m5 (_1)kx2k—1
e R e e
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e cosz ((2k + 1)-tého tadu).

) £2 N Ji4 N N (_1)kx2k
21 o4l (2k)!
o log(1+x).
I,Q N 3 N N (_1)k—1xk
r— — - ..
2 k

e (1+2)% ack.

Misto dukazu staci spocitat.
Obdobné pro fady - rovnaji se té fadé na celém R.

1)k71xk

Vo e (—1,1);log(l +x) = i (= .

k=1

Vo e (—=1,1); (1 +:E)ag ( z ) ok

Dukaz 1. 3 podle véty 22.
Lze pouzit pro vypocty limit.

3 Primitivni funkce

Neboli neurcity integral.
Funkce f je definovand na otevieném intervalu I. Rekneme, ze F' je
primitivnt funkci k f na I, jestlize Vo € I; 3F' (x) A F'(z) = f(x).

Véta 1:
Necht F a G jsou primitivni funkce k funkci f. 3¢ € RF(x) = G(z) + c.

H(z) = G(x)— F(z)

H'(z) = G'(z) - F(2)
= flz)—f(x)
=0

Tedy H je konstantni.
Mnozina v8ech primitivnich funkei se znaci

/f(x)dx:F(X)—l-C,xEI,C':{y:c,CER}
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a tika se tomu neurcity integral.

Véta 3:

F je primitivni k f a G je primitivni k g na I, pak oF 4 SG je primitivni k
af 4+ Bg. Dikaz pres aritmetiku derivaci.

Véta 4:

f je spojitd na otevieném I = ma na [ primitivni funkci. Dukaz bude v
budoucnu.

Véta o zavedeni logaritmu:
% je spojitd na (0,00). Podle véty 4 k ni existuje primitivni funkce F' na
(0,00). Oznaé¢me L(X) = F(X) — F(1),z € (0,00).

e Definovand na (0, 00) - o¢ividné

Rostouci - derivace je vSude kladna

lim L(z)

z—1x —1

=F(1)=1

Var,y € (0,00); L(x  y) = L(x) + L(y)
Vezmu y pevaé a o(z) = L(z *y) - L(x) — L(y), « € (0, 00). Pak plati,
ze p(1) = L(y) — L(1) — L(y) = 0.

1 1

#(w) = Lay)xy = L(@) = —y— =0

Tedy je konstantni a v 1 je rovna 0, tedy ¢ = 0.

Véty o substituci:

e F' je primitivni kf na (a,b) a ¢((o,8)) — (a,b) a ma na («, ) ma
vSude vlastn{ derivaci. Pak [(f(p(t))¢'(d)dt = F(p(t))+C,t € (a, B).
Dikaz z véty o derivaci slozené funkce.

o O (t) e R\{0},t € (o, B), 0((a, B)) = (a b) a f je definovand na (a,b) a
plati [ f'(io(t))¢' (t)dt = G(t)+C na (o, B) = [ f(z)dz = Gy~ (2))+
C na (a,b). Opét oveérit zderlvovamm (Lze si VSlmnout 7e ¢ je prosta
i na, z Rollovy véty)

Poznamka:
Necht f mé primitivn{ funkci na (a,b) a ¢'(t) € R,t € (o, 8), ¥ je prostd na
(a, B) a zobrazuje ho na (a,b). Pak plati to samé jako v druhém bodé vyse.
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Integrace per partes:
f, g jsou spojité na I, F' je primitivni k f a G primitivni k g. Pak

/ o(2) F(2)dz = G(x)F(z) — / Gl2)f(x)dw,z € T
Plyne z véty o derivaci soudinu.
(G * F)(2) = g(x)F(z) + G(2)F(z)
H je primitivi k G(z)f(x), pak G(2)F(X) — H(X) je primitivni k g(z)F(z).

Poznédmka:
Plati i bez spojitosti, poc¢ita-li se jako rovnost mnozin.
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