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1 Grafy omezené stromové sirky

Stromovy rozklad G je strom T kde X; € Vp = X; C V(G). Déle, pro
V(vi,v2) € E(G)3X;;v1 € Xi A 2o € X; a kdyz zafixuji v € V(G) potom
VX;;v € X; je souvisly podstrom.

Misto posledniho je mozné brat Ze je-li X na cesté mezi X; a X; = X; N
X; € X;.

Sirka rozkladu T je max X; — 1.
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Stromovd §irka je minimélni siika rozkladu pies véechny rozklady (jeden
graf muze mit vice rozkladu, rozklad kde jediny X7 obsahuje vSechny vrcholy
urcité existuje).

Stromova §itka grafu je nejvyse 1 < G je les.

Stromova &itka grafu je nejvySe 2 < G je podgrafem sériové-paralelniho
grafu (coz je totéz, jako ze nemd Kjy.

Pokud H je podgraf G, potom tw(H) < tw(G).
Pokud G obsahuje K,,, potom stromovy rozklad je alespon n — 1.

V(Xi, X;) € E(T) plati, ze X; N X je fez v G, nebo kazdy uzel za X; je
podmnozinou X; nebo naopak.

K programovani pouzijeme dynamické programovani, v jednom X; je max
omezend interference mezi ¢astmi. Pouzijeme zakofenény stromovy rozklad,
z podstromu bereme vysledky a spojujeme (posild se vice feSeni nahoru,
bere se jak to jde nejlepsi).

1.1 Maximalni nezavisla mnozina

Hleddme «(G) néjakého grafu G (tedy, maximalni podmnozina vrcholu, kde
nevede ani jedna hrana).

Kromé G dostaneme i zakofenéné T'. Vystupem mé byt velikost této mnoziny.

Pro kazdy vrchol méame tabulku dvojic (S, a), kde S je nezavisld na X; a lze
ji rozs§ifit na nezavislou mnozinu o velikosti a na celém podstromu 7.

Je-li X; list, tak hrubou silou vytaham nezavislé podmnoziny.

Ma-li X; zpracované déti, potom pro kazdou nezavislou S na X; potfebuji
spocitat a. Pro kazdé dité se podivam, jaka nejlepsi jeho nezavisla mnozina
je porad jesté nezavisla s tou moji S. Tedy, a bude |S|+ soucet ptres vSechny
déti takové, jaké jsou nejlepsi nezavislé mnoziny téch ,,zbytku*.

Jednoduse vezmu vSechny ty a, odectu jim spole¢né casti.

V kofenu vezmu nejlepsi a.



Casova slozitost je O(|V(T)]-2!*(%)). Pro danou fixovanou &ftku to je O(N)
(protoze optimélni ma nejvyse n — 1 vrcholu v T').

1.2 Pékné stromové rozklady

Pékny stromovy rozklad je takovy, ze jeho uzly jsou 4 druhu.

Listy. Ty obsahuji pouze jeden vrchol.

Mnozivé uzly X;. Maji jedno dité X, plati, ze X; = X}, + u (pfidany
jeden vrchol).

Inverze tohoto.

e Spojovaci. Maji dvé déti X;, X}, obé déti maji stejné mnoziny.
Neékdy se pozaduje, aby kotfen byl stupné 1.

Tvrzeni 1 Pro kazdy rozklad T existuje pékny rozklad T' stejné sirky.

Drukaz:

Zakotenime v libovolném listu. Poté se moc-vétvici nahradi bindrnimi stromecky.
Poté se natdhne to, co se moc lisi, preménuje se symetrickd diference. Na-
konec se vytahnou listy.

o
Zajimalo by nas, jak velky bude tento rozklad vzhledem k n, pokud je stro-

mov4 Sifka fixovana.

Problém bude jen u spojovacich vrcholi. Na obou strandch jsou ruzné pod-
stromy (jinak muzu jednu zahodit). Tedy, téch muze byt maximé&lné linedrné.

1.3 Barevnost

Mame dan graf a néjaké k. Ptame se, jestli je obarvitelny k barvami. Chro-
matické ¢islo je nejvice stromova sitka +1.

Predpokladejme, ze tedy k je nejvySe stromova sitka.

Pro kazdé X; ulozime do tabulky vSechna mozna obarveni s nejvyse k
barvami, s tim, zZe se berou jen ekvivalence.

Kdyz X; je list, pak je tam jen jedna mnozina. Kdyz mame mnozivy, tak
nemuze byt stréen do stejné mnoziny, jako ty, se kterymi je spojen. Ubirani
je v pohodé. Je potfeba mergovat ty, které se ,,tvari* stejné. Spojovaci jen
vybereme ty, které si dokazi odpovidat. Je-li to v kofeni neprazdné, tak ma
obarveni.



1.4 Hamiltonka

V tabulce si pamatujeme, jak by to mélo jit spojit nahote, pamatuji se néjaké
dvojice.

1.5 Monadicka logika 2. fadu

Véta 1 Grafovd vilastnost vyjddritelnd monadické logice 2. Tadu lze ovérit
v linedrnim c¢ase na grafech omezené stromové §irky.

MSOL formule mé proménné pro vrcholy, hrany, mnoziny vrchol a mnoziny
hran. Mame rovnost, inkluze, spojky a kvantifikatory.

Pati{ sem napf. k-barevnost pro dané k, hamiltonovskost (2-faktor + sou-
vislost pies to, ze nejde najit rozdéleni).

Necht tedy mdme formuli ¢ a jeho pékny rozklad T'. Napfed uréime mozné
hodnoty proménnych ¢ v X;. Poté je potieba zafidit, aby to Slo reprezento-
vat kone¢né mnoha tiidami. Nakonec je potieba dokazat, ze z dat déti lze
udélat data pro rodice.

1.5.1 Reprezentace proménnych

Pokud je x, vrcholovd proménnd, potom si pamatujeme bud Ze uz byla a
nebo ze bude (hddan{ jako u hamiltonky). U hran bud’ lokélni, nebo ,nékde
jinde“. Proménnd pro mnoziny vrcholt budou mit uklddané jen pruniky s
lokdlnim uzlem.

1.5.2 Generovani hodnot volnych proménnych

U lista jsou v8echny hodnoty nahotfe nebo lokalné, hranova proménna jediné
jinde, mnoziny bud prazdnd, nebo jednoprvkové u vrchol.

U zapominaci je to jednoduché (jen se z nich stavaji ,spodni“ vrcholy nebo
hrany). Toto zobrazeni nemusi byt prosté.

Kdyz X; bude generovaci uzel, tak zachovava vse kromé , hornich“. U nékterych
hornich si muzu vymyslet hodnotu a vzit si ji k sobé.

U joinu jen vybiram ty, které se shoduji na externim, nebo je pravé jeden
interni.

1.5.3 Reprezentovani formuli

Predikét P(x1,...,xx) je reguldrné, pokud existuje konecnd C' a C' C C a
zobrazeni h ze vSech moznych ohodnoceni proménnych do C' nésledujicich



vlastnosti:

e Kdyz zobrazeni h zobrazi dvé k-tice na stejny element, potom ty pre-
dikaty vychézeji také stejné.

e Vysledek v O’ prave kdyz je P splnény.
e h zavisi pouze na svych synech.

Zbyva dokazat, ze ty nase MSOL predikaty jsou regularni.

2 Klikova sitka

Necht I = {1,...,k} je mnoZina znacek. Sestavovaci strom je zakofenény
strom z uzla typu:

e Vstupni uzel i(u) pro i € I iika, ze zavadim vrchol u se znackou 1.
Toto musi byt list stromu.

e Sjednocovaci @, ma dva syny a vysledny graf je disjunktni sjednoceni
jeho dvou synu.

e Spojovaci uzel n;; s jednim ditétem, ikd, Ze ma spojit vrcholy s
danymi znackami (vSechny).

e Pieznacovac p;—,;, pfejmenuje vSechny ¢ na j.

Kofen odpovida néjakému oznackovani grafu.

Klikovd 3irka je nejmensi pocet znacek nutnych k vybudovani grafu (znaci
se cw(@).

Pozorovani 1 G je indukovany podgraf G, potom cw(G) < cw(G")

Dikaz:
Jen néco nevyrobim.

Graf odpovidajici uzlu je ovlivnén jen podstromem a cestou do kofene.

Pozorovani 2 Staci predpoklddat, Ze se kaZdd hrand maz. jednou.

Dukaz:
Staci vzit posledni, vSechny, které bych spojil nékde nize, se chovaji stejneé.



2.1 Obarveni grafu

Rekneme, ze W C V(G) je oznatkovdna mnozinou znacek, pokud je ta
mnozina tvofena pravé znackami vrcholu z W.

Na vstupu mame sestavovaci strom, chceme zjistit, jaka je barevnost.

Ukladéame si obarveni grafii, uklddame pruniky s oznackovanim. Kazdé podmnoziné
znacek pfifadim pocet tiid znacek, které pouzivaji pravé tyto znacky.

Pozorovéni 3 Velikost tabulky je ch?".

Pro list je to jedno obarveni (jedna barevné tiida), vyskytne se jen znacka
i.

Protoze pocitdme i s cestou az do kofene, tak tam hrany jiz jsou. Tedy,
pridavani ran uz se vzalo do uvahy diive.

Kdyz méni znacky pomoci p, tak obarveni zustavaji stejné. Ty dvé se slévaji,
ta co zmizi bude prazdna.

Disjunktni sjednoceni je problematické. To se déld pfes soustavu linearnich
rovnic (co s ¢im spojuji). Je potieba zahodit ty, které maji hranu ve stejné
barevné tiideé.

3 L—1-1 barveni

To je N P-uplné uz pro sériové-paralelni grafy. Budeme zkoumat na grafech
s omezenym vrcholovym pokrytim. Ptam se, jestli existuje obarveni celymi
¢isly od 0 do A takové, ze sousedi nejsou stejni a ani ob dva, tak také. Je
totéz, jako barveni v G2. Problém je, Ze A je soucésti vstupu.

Chceme grafy, které maji vrcholové pokryti velikosti maximélné k. Je vidét,
ze stromova Sitka je nejvyse toto. Dokonce by se z uzlu nemusel délat strom,
ale jen cesta.

Mame graf G s vrcholovym pokrytim nejvyse k. Mimo W muze byt hodné
vrcholi, ale jsou si ekvivalentni, pokud maji stejné sousedy ve W.

Je-li ¢ néjaké L — 1 — 1 obarveni G, potom kazda barevna tiida ¢ protind
kazdou mnozinu I; := {u € V(G) — W; (u;, w;) € E(G) < i € J} nejvyse v
1 vrcholu. Lze tyto barevné tiidy rozdélit podle toho, do jakych I; zaséhnou
a ktery vrchol ve W obsahuji.

Pokud J a J’ maji neprdzdny prunik, potom X}, (pocet barev, které zasahuji
pravé do nich) je 0.

Algoritmus 1:



Napfed uré¢ime mnoziny I; pro vSechna J C {1,...,k}. Zkusime obarvit W
nejvyse k barvami. Udélame ¢astecné rozsiteni do sjednoceni I.

Udéla se néjaky linearni celociselny program, ten se pouzije.

4 Prunikové grafy kruhu

Je to uzaviené na indukované podgrafy.

Rozpoznéani grafu jednotkovych diskt je N P-tézké. Tedy, kdyz nemam re-
prezentaci, tak je tézké ji vymyslet. D4 se na to pfivést NAE-SAT, pomoci
ramu (skoroobdélnicky), jsou tam praporky, nesméji byt dva praporky , proti
sobé“ — prekazely by si. Praporky jsou skoro vSude, jen tam, kde je literal
v klauzuli, tak to vynechdm. Gace jsou nahoie, negace dole, tim ramem jde
otacet nahoru a dolu — tim uréim ohodnoceni.

4.1 Barevnost

3-obarvitelnost rovinnych grafi je N P-tézkda i pro stupen max 4. Rovinné
se stupném max. 4 lze nakreslit do ¢tvercové miizky. Udélam si fetizek
trojuhelnicku:

Potom muzu délat hranu, co drzi barvu a nakonec dat tu opravdovou hranu.
Tim to prevedeme na ty rovinné.

Muzeme ale aproximovat — na okoli vrcholu se stejnou barvou muze byt
max. 5 exemplaiu. Hladovy algoritmus je tedy 5-aproximace, nepotiebuji
ani reprezentaci.

Kdybych chtél 3-aproximaci, tak muzu jit zprava doleva. Zbyvaji uz ma-
ximalné 3 sousedi, nalevo mam max. 3 obsazené barvy. To chce ale repre-
zentaci. Muzu ale brat misto toho muzu brat nékoho, kdo ma nezavislost
nejvyse 3.

V piipadé riznych kruznic vyberee nejensi krouzek, stejny trik jako bez
reprezentace.



4.2 Nezavisla mnozina

Je to tézké.

4.3 Klikovost

Pro kazdy vrchol uré¢ime nejvzdalenéjsiho souseda. d bude vzdélenost. Po-
kusime se najit kliku takovou, ze néjaké vrcholy jsou nevzdalenéjsi v té klice.

Podle nejdelsi hrany to rozpulim na horni a dolni polovinu.

G — w je doplnék bipartitniho grafu, hrany mohou vést pouze z horni do
dolni poloviny.

4.4 Nezavisla mnozina

Pro ni existuje Uplné Aproximacni Schéma.

7 toho € spocitame néjaké k, to bude fikat, na jak velké kusy se to musi
rozsekat a najit lokdlni optimum, aby to vyslo. Predstavim si, Ze to mame
v miizce o velikosti policka 1. Potom beru kusy k& x k. Vyzkousim vzdycky
vSechny mozné ,,posunuti“. Pokazdé umazu vse, co se dotyka okraju kusu
(aby zbyly jen vnitiky).

Nezavislé mnoziny tohoto jde zjistit v nO®?),

Potom vezmu takovy vysledek, ktery je nejlepsi ze vSech posunuti.
Nyni je potieba dokézat, jak pfesné to aproximuje.

Muze to vyhéazet z optimalni max to, co je na ¢arach. Dokdzeme, Ze tam je ta-
kova, ktera nevyhaze moc. Kazda moznost vodorovna vyskrta jiné moznosti,
kazdé svisla jiné. To jde podle Holubnika rozpocitat.

Pokud jsou ruzné velké kruhy, tak pokud maji omezené velké rozdily (tieba
max. 3*), potom to sebéhne stejné.

Jinak to rozdélime do vrstev, po vrstvach pouzijeme totéz a vysledky zkom-
binujeme. V kazdé vrstvé se prumér kruhu lisi maximalné dvojndsobné.
Potiebujeme sesynchronizovat miizky.

Déa se to postavit odspoda nahoru, dopliiovat ,,mezery* velkych oblastmi
malych, které jsou uz predpocitané.

4.4.1 Pokus o FPT

Méme dano k, ptame se, jestli tam je nezavisla velikosti k.

Kdyz méame malou plochu, tak tam urcité neni. Na druhou stranu, kdyz tam
najdu hladové (vyberu jeden, zabiju vsechny, kterych se dotykd), tak tam



urcité je (to je v piipadé, kdyz je dostateéna plocha).

Zajimavé véci se tedy déji jen v uréitém rozmezi ploch. V takovém piipadé
se pouzije metoda rozdél a panuj. Prostor stipnu na poloviny (zhruba, podle
plochy) a to tak, aby fezany tusek byl maly, spocitd se FeSeni na fezu a
roztdhnu na obé strany.

Na fezu fesime hrubou silou, v téch zbytcich (pro kazdou z nich) se zarekurzi

na fez spojené se zbytkem. Pocet pokusu na nezévislou v fezu je 90(Vk-logn)

Abych ziskal maly fez, tak vezmu malou miizku a vyhdzim v8echno, co nem4
zadny kontakt s kruhem. Tohle bude rovinny graf (ty ¢tverecky), najdu v
tom plandrni separator.

Budeme ale chtit tokazat, ze FPT to nejde, budeme mit problém, jestli je
tam klika velikosti k, coz je tézky problém. To se udéld specidlni mrizka a
bude to néjak fungovat.

5 k na cesté

Mame k vrchold, chceme najit indukovanou cestu, kterd prochazi vSema.
Pokud by byla neindukovand, tak méam k! minoru, ty muzeme najit.

Pokud by to bylo sparu-prosté (neobsahuje indukovany Kj3), tak je to
hledani cesty.

Kvazi-line grafy jsou takové, ze okoli kazdého vrcholu lze pokryt dvéma
klikami (tedy, je to néco jako tlustd cesta).

Line grafy, o jsou prunikace intervalovych, které nemaji inkluze (ze by jeden
interval obsahoval cely jiny).

Nalezeni indukované cesty na line-grafech je polynomidlni. Vyzkousim vSechny

permutace a potom ke viemu uhddnu predchudce/nésledniky (téch dulezitych
vrcholi). Poté odeberu vsechny vrcholy, co nelezi na zédné indukované cesté.

Nebude to potom obsahovat zddnou lichou antidiru velikosti alespon 7 (do-
plnék indukovaného cyklu). Kdyz tam mam vrchol s okolim 5-cyklem, tak
ten vrchol umazu.

Homogenni dvojice klik je A, B takova, ze zbytek jsou 4 mnoziny, takova,
kterd neni spojend s ani jednou, takova, kterd s obéma a dvé, které pravé s
jednou (kdyz s klikou, tak se vSemi v klice).

Kdyz mam takovouhle dvojici, tak obé kliky muzu zkontrahovat.

Quazi-line grafy bez homogennich dvojic klik jsou bud circle-arc-graph a
nebo slepenec intervalovych pésku.

To potom jde prochézet vice ,napiimo“ (kdyz vlezu do pasku, musim projit,
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do kliky nesmim znovu). Tak to muzu zmensit, to uz bude line-graph.

6 Rozpoznavani grafii oblouka

Kdyz si predstavime, jakou mame reprezentaci — neni dulezity piresny konec,
jen poradi, v jakém zacinaji a konci.
Jednak muzeme predpoklidat, ze graf na vstupu nemd univerzdlni vrchol
(spojeny se vemi — objel bych skoro celé kolo). Déle, lisi se co se tyce
mnozin sousedu. Déle je to souvislé.

V jakém vztahu jsou dva oblouky v reprezentaci?

e Disjunktni. Hrana pati{ do dopliku.
e Potkavaji se jednim koncem. Zafadim hranu do Gj.
e Potkéavaji se obéma konci ,zvenéi“. Zafadim do Gb.

e Jeden oblouk obsahuje druhy. Zafadim do D..

ZapiSeme to matici, ddme tam bud 1,2,n, ¢, t, kdyz to je v G1, G2, doplitku,
v D, nebo v opa¢ném D.,.

Budeme mit operace: Preklopeni — nechdme konce, oblouk se natahne druhou
stranou. Toto jde udélat i jen na matici.

6.1 Myslenka algoritmu

Napred vytvotfime néjakou matici. Poté budeme matici upravovat, bude ga-
rantované, ze pokud T ma reprezentaci, potom ¢ast kruznice je nepokryta,
tedy jsou intervalové. Ta pieklopeni lze udélat zase zpatky.

Pii tvorbé matice, D, jde konstruovat snadno, doplnék také. Problém je
rozeznat 1 a 2. Pokud objimaji celé, tak musi sousedit dohromady se vSim
a co nesousedi s jednim musi byt uvniti druhého.

Napted vyrobime 77, ta ma vrchol stupné O(m/n) takovy, ze vsichni sousedé
obsahuji pravé jeden konec oblouku tohoto vrcholu. Nejdiive najdeme vrchol
v minimalniho stupné. Pokud v nemd zadnou hranu v Ga, pak OK. Kdyz
mam v relaci uvnitt, tak preklopim a zlepsilo se to. Pokud ale mé dvojkové
relace, potom vezmu souseda v té relaci, ktery neni pod obloukem nééeho
jiného. Toho vezmu, pieklopim a dam jako vysledek.

Rozdélime si na sousedy a nesousedy tohoto vrcholu. Rozdélim do kompo-
nent, v kazdé preklopim jednu partitu — zbavim se dvojek a n.

Pak budu koukat na skupiny, co jsou do sebe vzajemné vnofené. Hledam
alespon jeden konec z jednoho oblouku zasahuje do D;.
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