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2 Cil prednasky

Objekt algebry je mnozina opatfend operacemi. VSechny objekty jedno-
duché.

Neni praktickd informaticka prednéska, prednaska je strukturni.
e Mnoziny
e Operace

e Relace

3 Obecné pojmy

Bud A mnozina a n € Ny. Operact (parity n) rozumime kazdé zobrazen{
A" — A

Pozndamka:
n muze byt i 0

Bud «;;i € I operace na mnoziné A. Pak algebrou nazveme kazdou
takovou uspotddonou dvojici A (eyli € I).

Piiklad:
Z (+,—,0) - cela ¢isla se séitanim, odéitanim (bindrni) a nulou (0-4rni ope-
race).

Téleso je algebra s +, %, —, 0, 1 a inverzni prvek pro vse kromé 0. T" (+, %)
s néjakymi dalsimi vlastnostmi. Nebo také T (+,*, —,0,1) a jesté inverzni
prvek—MozZnost vice zapisii.

Bud A mnozina, B C A. Je-li o n-arni operace na A, fekneme 7e B je
uzaviend na « plati, ze Vby, bo, ..., b, € B;a (b1,...,b,) € B.



Je-li A (wyli € I) algebra, potom B («;|i € I) nazveme podalgebrou al-
gebry A, pokud Va;|i € I jsou uzaviené na B.

Bud A (q;li € I) algebra a B je podalgebra. 3; : B" — B je n-arnf
operace, (3; (b1,ba,...,b,) = a; (b1, ba,...,b,). Podalgebra tvoii algebru.

Pozndmka:

Bud A (wjli € I) algebra a Bj, j € J necht jsou podalgebry algebry A. Pak
NjesB; je opét podalgebry. Dukaz z definice - vzit n-tici, co lezi vSude,
vysledek musi lezet vSude. « je n-arni operace na mnozinich A a B a
f + A — B zobrazeni. f je slucitelné s operaci a, jestlize Vaq,...,a, €
A; fa(al,...,an)) =a(f(a1),..., f(an)).

Necht A (ay,i € I), B (a;,i € I) jsou stegného typu, pokud je ; n;-arni
operace na A i na B. Zobrazeni f : A — B nazyvdme homomorfizmus
(na algebrach A a B), je-li slucitelné se vSemi operacemi ;.

Mgjme algebry A, B, C' a homomortizmy f: A — B, g : B — C. Pak
g-f:A— C jetaké homomorfizmus. Dikaz vypadal bez napadu.

Bud A, B algebry stejného typu a f : A — B homomorfizmus a C
podalgebra algebry A, D podalgebra algebry B. f (C) je podalgebra algebry
B a f~!1(D) je podalgebra algebry A.

Bud p ekvivalence na mnoziné A, pak faktorovou mnozZinou A podle
p rozumime A/p = {[a}p la € A} la], = {blb € A, (a,b) € p}.

Necht p je ekvivalence na mnoziné A. Pak A/p tvorf rozklad A. (Je-li
{B;|I € J} rozklad A, pak relace p dand vztahem (a,b) € p < Ji € I;a,b €
B je ekvivalence. Bud f: A — B zobrazeni a p ekvivalence. Pak jddro je
ker f = {(a,b) € A; f(a) = f(b)}. 7, : A — A/p je pTirozend projekce,
které prvku a prifadi rozkladovou tiidu obsuhujici a.

Nechf f: A — B je zobrazeni a p je ekvivalence na A. Potom plati:

e Jadro zobrazeni je ekvivalence.

o f je prosté < ker f = identita.

® kerm, =p

e Zobrazeni g : A/p — B takové, ze Igm, = f & p C ker f

Bud p ekvivalence na A, a je n-drni operace na A. Reknéme, 7e p je
slucitelnd s o, plati-li:

Yai,...,an,b1,...,by € A;(ai,b;) € p= (a(ay,...,an),a(by,...,by)) €p

Rekneme, Ze ekvivalence p na algebfe A (o;) je kongurence, jestlize p
je slucitelnd se vSemi «;.

Bud f: A — B homomorfizmus dvou algeber stejného typu (jiné homo-
morfizmy ani neuvazujeme). Potom ker f je kongurence na A.



Necht A (a;) je algebra a p je kongurence na A. Potom na A/p definujeme
strukturu algebry tak, ze vyberu z kazdé rozkladové ttidy reprezentanta a
vezmu to skrz ty «;.

Definice struktury na A/p je korektni a je stejného typu jako na A.

Algebra G(-) nazveme grupoid je-li - bindrni operace. Prvek e € G
nazveme neutrdlni prvek, pokud Vg € G;g-e = e- g = g. Rekneme, 7e
G(-,e) je monoid, jestlize - je asociativni a e je neutrdlni prvek.

Podgrupoid (podmonoid) je podalgebra grupoidu (monoidu).

Kazdy grupoid obsahuje nejvyse jeden neutralni prvek. Je-1i S(-,1) mo-
noid, potom plati a=! € S pro néjaké a € S nazveme inverznim, pokud
a-at=1=a"1"a.

Prvek, pro ktery existuje inverzni prvek nazveme invertibilni.

Poznamka:

Necht S(-,1) je monoid a ozna¢ime S* mnozinu vsech invertibilnich prvku
tohoto monoidu. Pak S* je podmonoid monoidu S(-,1). Navic kazdy jeho
prvek je invertibilni.

Algebru G(-,7!,1) nazveme grupou, je-li (-,1) monoid a ~! je unérni
operace ~! : G — G, ktera kazdému prvku piifadi inverzni prvek (tedy
vSechny prvky jsou invertibilni).

Komutativni (Abelova) grupa je takova grupa, jejiz - je komutativni.

Podgrupa je grupa, jejiz nosnd mnozina je podmnozina jiné grupy.

Poznamka:

Necht S(-,1) je monoid a S* je mnozina vsech invertibilnich prvki. Necht
® je restrikce - na S* a ~! budiz operace inverzniho prvku. S*(®,7!,1) je
grupa.

Vsechny tyto operace jsou dobfe definovany.

Normdlni podgrupa bude podgrupa spliujici 39 € GVh € H;g - h -
g led.

Poznamka:

Necht G(-,71, 1) je grupa a p je relace na G. Pak je p kongurence na G pravé
tehdy, kdyz [l]p je te normalni podgrupa G a (g,h) € p= g th e [1]p.

4 Uzavérové systémy

Bud A mnozina. Rekneme, ze C' C P(A) (podmnozina systému podmnozin)
je uzdvérovy systém na A, plati li:

AelC

BCC= ﬂ eC
BeB



Uzdvérem v uzavérovém systému budeme rozumét deP(A) — P(A) :
c(z) ={zx € C;z CC}.
Uzéavérovym operdtorem na A budeme rozumét o : P(A) — P spliujici:

e VB C A: B C «a(B) (Smi ale nemusi to zvétsit).
e VBC A:ala(B)) = a(b)
e VBCCC A= a(B) Ca(C)

Véta:
Je-li C uzavérovy systém, pak cle je uzavérovym operatorem. Je-li o uzavérovy
operdtor na mnoziné A, pak mnozina C, kterd obsahuje pravé vsechny pevné
body (C := {C € P(A);a(C) = C}) je uzévér. Navic, kdyz z uzdvérového
systému udélam uzavérovy operator a z néj zase uzavérovy systém, dostanu
ten samy.

Dukaz:
Meéjme uzavérovy systém. Prvni podminka je trivialni. Druhou dokazu dvéma
inkluzemi:

e cle(x) C cle(cle(x)) dle prvni podminky.

e Opacné: obsahuje cl¢, déla se pres vSechno prunik, nemuze to byt vétsi
nez toto.

Tteti podminku: uvazim ty dvé mnoziny A a B. Zase pres pruniky.

Nyni méjme uzdvérovy operator .. Chei dokazat, ze C := {C' € P(A); a(C) = C}
je uzavérovy systém. A tam ziejmeé lez{ (A C a(A) C A). Déle, necht B C C.
(B C BYB € B, a(B) =B, o((\B) € a(B) = B = «(B) C(\B. T0DO:
Je3té opalnym smérem.

Nakonec, to ze Vo C A;cl(z) = a(x).

({ceCzcC}Calz)= alax) = afx)
xCC,C el ax) Qa(c)zCiﬂ{CGC;xQC’}: (ﬂ{C’GC;a(:E) QC}Q@(:L‘))

Poznamka:
Systém vSech uzavérovych systému na mnoziné A tvoii uzavérovy systém
na mnoziné P(A).

Dikaz:
C jsou vsechny uzavérové systémy na A. P(A) je uzavérovy systém (ziejmé)

- P(A) eC.

BCC 7 ﬂ B je uzévérovy systém

vI'e B ; T jeuzavérovy systémna A= A€l
= Ae(1B=(T
I'eB
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I,eB,B = {Fi;Vi}
BjEﬂB — BjEFZ';Vi,j

ﬂ B; ey protoze I'; je uzdvérovy systém
m Bj € m I, = ﬂ B
Pozorovani:
Jsou-li A C B dva uzavérové systémy na mnoziné A a C' C D, pak clp(C) C
cla(D).
Dukaz:
CZB(C) C CZB(D)
(D) < ca(D)
Poznamka:

Mnozina vsech reflexivnich (symetrickych, tranzitivnich) relaci na mnoziné
A, stejné jako ekvivalence na A tvoii uzavérovy systém na A x A.
Dukaz:

R je mnozina vsech reflexivnich relaci, S symetrickych a 7T tranzitivnich.
e AXAeR,S,T

e Prunik néjakych reflexivnych (obsahuji identitu) také obsahuje identitu,
tedy je také reflexivni.

e Pokud byly vsechny symetrické, i jejich prunik je symetricky (pokud
tam lezelo néjaké (a,b), pak tam lezi i (b, a)).

e Obdobneé s tranzitivnimi.

Sloucenim tohoto to ziskame pro ekvivalence. Poznamka:
Mnozina vSech kongurenci na algebie tvoii uzavérovy systém.

Drtkaz:
« je néjaka operace na A. @, jsou vSechny ekvivalence slucitelné s a. Z toho
to skoro pfimocaie plyne.

Poznamka:
C uzévérovy systém na A. |J¢(X) je nejmensi (vzhledem k inkluzi) v C

Necht A(a;) je algebra a X € A/p € A x A, potom mnozina X gene-
ruje podalgebru |J4(x) (budu-li uvazovat relaci, pak generuje kongurenci
13c(p)), kde A jsou vsechny podalgebry a C vSechny kongurence na algebie
A.

Necht f, g jsou dva homomorfizmy algeber A — B stejného typu a necht
X generuje A. Vx € X; f(z) =g(x) = f=g.
Kazdy bijektivni homomorfizmus se nazyva izomorfizmus.



Bud p a o néjaké operace. Operaci 2 na 4 nésledujici ([a],, [b],) € Z

(a,b) € 0. Této ekvivalenci fikdme faktorova ekvivalence.

Pozndmka:
Bud p z kongurence na algebfe A a o je néjakd ekvivalence na A. Pak o je
kongurence na A, pokud % je kongurence na algebie A/p.

Véta o izomorfizmu:

Necht f : A — B je homomorfizmus. Pak f(A) je algebrou stejného typu
jako algebry A, B, tedy f(A) C B a k:—;f = f(A).

Dukaz:

f je homomorfizmus na f(A). Pouzijeme p := ker f. Tedy existuje homo-
morfizmus g : % — f(A), ktery je izomorfizmus.

Druha véta o izomorfizmu:

A
Necht p a o jsou kongurence na algebfe A. Potom L= f. Tedy, faktory lze
kratit.
5 Svazy

Relaci < na mnoziné S nazveme uspordddnim, je-li:
e Reflexivni.
e Tranzitivni.

e Slabé antisymetricka:

Ya,be S;a<bAb<a=a=b

Pozndmka:
Dovoluje i ¢astecné usporadani, tedy napt. inkluze.
s € S je nejmensi prvek, pokud

Ya e S;s<a
s € S je nejvétsi prvek, pokud
Va e S;a<s

Infimem mnoziny A C S je nejvétsi prvek mnoziny {s € S|Va € A;s < A}.
Supremum je presné naopak.

Mnozinu S nazveme svazem, existuje-li infimum a supremum V {a, b} ,a,b €
S.

U’plng}m svazem budeme rozumét svaz, kde existuje infimum a supre-
mum VA C S.



Poznamka:
Koneéné svazy lze reprezentovat nejen pomoci algeber, ale také pomoci
grafi.

Poznamka:
Je-li M mnozina s usporadanim <, pak infimum a supremum jednoprvkové
mnoziny je ten jeden prvek sam.

Vlastnosti:
Necht (M,<,A,V) je svaz. (a Ab = inf {a,b},a Vb = sup{a,b}.) Potom
kazdé Va,b,c € M plati:

1.
aNb=bANa,aVb=bVa
2.
a=alNa=aVa
3.
alN(bAc)=(aAb)ANc,aV (bVe)=(aVb)Ve
4.
aV((bNa)=a,aN(bVa)=a
Dikaz:
1.

{a7 b} = {b7 CL}
2. Trivialni.

3. Z vlastnosti infima — dokézu, ze a A (b A ¢) je infimum trojice {a,b,c}
(a ze existuje).

4. 7 vlastnosti infima a suprema. Dokazat, ze ta zdvorka je vétsi nez
infimum /mensi nez supremum.

Postacujici podminka:
Necht M (A, V) je algebra s bindrnimi operacemi A a V splitujici vise zminéné
podminky (Va,b,c € M).

Definujeme-li na M relaci < predpisem a < b < b = a V b, pak (M, <)
je svazem, pro ktery plati, ze a A b = inf {a,b} a a vV b = inf {a, b}.

Dukaz:
Nejprve dokazme, ze b = a Vb < a = a A b. Pfredpokladejme, ze b =a V b
a chci zjistit, kolik je a A b. Dosadim za b, tedy a A (a V b), na coz vezmu
vlastnosti a dostanu a. Opacné to lze dokazat stejné.

Daéle dokazeme, ze je to uspoiadani.



aVa=a—a<a

a<bb<cgaVec=aV(bVe)=(aVb)Vc=bVec=c—a<c

a<bb<ab=aVb=bVa=a—a=D

Nakonec dokazeme, ze a V b = sup {a, b}.

Véta:

Je-li C' uzavérovy systém, pak (C,C) tvoif uplny svaz, kde infc B =B a
supc B = dc (U B)

Dukaz:

C je zjevné usporadani.

(B C BYB € B — (B € C. Nic vétsiho uz tam nacpat nejde = je to
infimum. Obdobné lze dokédzat pro supremum.

Poznamka:
Je-li algebra M (A, V) svaz, pak i M(V,A) je svaz (a usporadani je naopak).

Bud (M, <) svaz. Rekneme, Ze a pokryvd b (a <b), jestlize a < b,a #
ba<c<b= (a=c)V (b= c). Tedy, jsou sousedé. TODO: Zkontrolovat,
jestli to pokryuvdni neni naopak - b pokryvd a

Nechf e je nejmensi prvek svazu a f nevétsi prvek svazu, poté atomem
(koatomem) nazvu kazdy prvek a € M (¢ € M), ktery spliuje, ze e < a
(c<f).

Hasseovym diagramem koneéného svazu rozumim orientovany graf,
kde vrcholy odpovidaji prvkum a hrana a — b je pritomna < a < b.

Poznamka:
Bud S svaz a a,b,c € S.
a<c=aV(bAc)<(aVb)Ac

Lze jednoduse odvodit z odhadu.
O svazu S fekneme, ze je moduldrni, jestlize Va, b, ¢ plati stejna podminka
jako vyse, ale s rovnosti, tedy:

a<=aV((bAc)=(aVb)Ac

Bud (A, <),(B,<) svazy a f : A — B. f je monoténnd, plati-li impli-
kace
ar,az € A,a; < az = f(a1) < f(az)

(Mohli bychom nadefinovat i opa¢nou monotonii, ktera by byla nerostouci
misto neklesajici.)



Pozndmka:
Homomorfizmus svazu je monoténni. Je ziejmé z definice homomorfizmu.

O bijekci svaz:
Bijekce svazii f je izomorfizmus < f, f~! jsou monoténni zobrazeni.
Dukaz:
Je-li f homomorfizmus, pak i f~' je homomorfizmus, pak jsou oba mo-
noténni.

Opaénym smérem piedpoklddame, ze f i f~! jsou monoténni. Staci
dokézat, ze se chova hezky k jedné z operaci. a,b < a V b. Kdyz to prozenu
skrz f a f~1 a vyjde, ze musi byt stejné.

6 Grupy

Pozndmka:
Bud f:G — H, kde G(-,7%,1), H(-,—1,1) jsou grupy sluéitelné s -. Pak je
f homomorfizmus.
Drukaz:
f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1) To jde vynasobit 1-! z obou stran a musi to
fungovat. Proto je to slucitelné na 1.
Také f(1) = f(g-g~') a z toho jesté odvodime sluéitelnost pro ~1.
Gjegrupa, HK CGage G. HK = {hklhe H)k€ K}, gH = {g} H,
Hg = H{g}.
Relace na G pro kazdou podgrupu H:
e rmodH : (a,b) € rmodH =a-b~' € H

e ImodH : (a,b) € ImodH =a~'-be H

Pozndmka:
Bud G grupa a H jeji podgrupa. Pak plati:

e rmodH a lmodH jsou ekvivalence. (nemusi byt kongurence)

Va,b € H;(a,b) € rmodH < (a1, b71) € lmodH

G | | @
rmodH |  |lmodH
[a}rmodH = Ha7 [a]lmodH =aH

’H| = |[a’]rmodH| = Ha}lmodH|



Rddem grupy nazveme pocet jejich prvki.

La-Grangeova:
Je-li G grupa a H jeji podgrupa, pak rad grupy |G| =[G : H| - |H]|.

Dukaz:

U 4

G = = > A= > |4
AermodH Aeﬁ Aeﬁ

Disledek:
Je-li G konecénd grupa a H jeji podgrupa, pak |H|/|G|.

O grupé G teknu, ze je cyklickd, existuje-li g € G, takové ({g}) = G.
Pozndmka:

Bud G grupa, ¢ : Z — G takové, ze p(z) = ¢g*. Potom ¢ je homomorfizmus
grup, (Z) = (g).

Dusledek:

Je-li G grupa, g € G a m,n € Z, pak (gfl)n =(¢") a(gm)™=gvm
Poznamka:

Necht A C Z. Pak A je podgrupa Z(+,—,0) < 3k >0,k € Z: A=k Z.
Pozndmka:

Necht A C Z,. Pak je podgrupa grupy Z,(+,—,0) < 3z € Z;k = 0V
(knNA=k-Zy,).

Drukaz:

Vezmeme nejmensi kladny prvek, to uz lze dokazat.

Véta:

Necht G(-,71, 1) je cyklickd grupa. Je-li nekonec¢nd, pak je izomorfni G(-,7%,1) &
Z(+,—,0). Pokud n = |G| koneéné, pak G(-,71,1) = Z,(+, —,0).

Necht A;(a;li € I) jsou algebry stejného typu, j € 1,..., k. Na kartézkém
sou¢inu H;?:l Aj definujeme strukturu algebry stejného typu nasledovné:
Je-li ; m-arni operace, pak o;([[ A;)" — [[A;. Vysledek z k-tice hodnot
sou¢inu vezmu po slozkach.

7 Okruhy a idealy

Algebru R(+,-,—,0,1) nazvu okruhem, jestlize R(+,—,0) je komutativni
grupa, R(-,1) je monoid a plati:

o Va,b,ce Rja-(b+c¢c)=(a-c)+ (b-c)
e (a+b)-c=(a-c)+(b-c)

Komutativni okruh je okruh, jehoz - je komutativni.
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Poznamka:
Necht a,b € R. Pak plati:

e 0-a=a-0=0
e (—a)-b=a(-b)=—(a-b)
o (-1):b=b-(=1)=—b

(~a)-(~b)=ab

0#1<|R|>1

Bud I C R. Rekneme, ze I je pravy (levy) idedl okruhu, jestlize I je
podgrupa R(+,—,0)aVie INr e R:i-re I, (r-iel).

Idedlem nazveme takové I, které je zaroven pravym i levym idedlem.
Nékdy se mu tika také oboustranny ideal.

O kongurenci:
Mnozina vSech idedlu tvoii uzavérovy systém a zobrazeni p — [0], je izo-
morfizmus svazu viech kongurenci okruhu a idedlu na okruhu. Navic (a,b) €
p < b—ae€|0], pjekongurence < je ddna takovouto podminkou.
7.0.1 Znaceni

e R(+,-,—,0,1) okruh

e [ idedl

e p; kongurence idealu I

Misto R/pr budeme psét R/I

Invertibilni prvek okruhu R(+,-, —,0,1) rozumime invertibilni prvek
monoidu R(,-,1).

Okruh nazveme télesem, jestlize je kazdy jeho nenulovy prvek inverti-
bilni.

Ideal I je maximdlng, jestlize I je koatom v mnoziné vsech idealt.
Véta:
Nasledujici je pro okruh ekvivalentni

e R(+,-,—,0,1) je téleso

e 0, R jsou jediné pravé idealy okruhu

e 0, R jsou jediné levé idedly okruhu
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Dikaz:
Necht R je téleso. Pro nulu lze dokézat snadno, Ze je pravy idedl. Nyni si
vezmeme néjaké I idedl # {0}. Proto je roven 0+, i € I. Dokézu, Ze jedna
v tom idealu lezi, proto tam musi lezet vSechny prvky toho R.

Pro levy ideal podobné.

Vezmu pravy i levy idedl jako R. Nyni dokazu, ze kazdy jeho prvek je
invertibilni kromé 0.

Veéta:

Je-li R(+, -, —,0, 1) komutativni okruh, I necht je ideél. Pak faktorovy okruh
R/I. R/I(+,-,—,0,1) je téleso < I je maximdlni okruh.

Dukaz:

J-idedl je koatom < p; je koatom.
Staci dokézat, ze R/I je téleso < p; je koatom ve svazu kongurenci na
R(+,-,—,01,).

Pozndmka:

Definujme zobrazeni ¢ : Z — R predpisem ¢(n) = n x 1. Pak ¢ je okru-

hovy koeficient Z(+, -, —,0,1) a R(+,, —,0,1). ¢(Z) je nejmensi podokruh R

okruhu 1 a definuje praveé jedno p € Ny takové, ze {n € R|p(n) =0} =p-Z.
Charakteristikou okruhu R(+, -, —, 0, —) rozumime p z minulé poznamky.

Pozndmka:

Necht R je komutativni okruh. a,b € R,n € N.
Pak (a+b)"=Y",(}) xa™- " "
Dukaz:
Stejné jako obycCejnd binomickd véta na realnych ¢islech — indukci.

Dusledek:
R je komutativni okruh prvociselné charakteristiky p. Pak zobrazeni R —
R :a — a? je okruhovy homomorfizmus.

Dukaz:
Pies binomickou vétu.

Pozndmka:
Necht R(+,-,—,0,1) je komutativni téleso a G je kone¢nd podgrupa grupy
R — {0}. Pak G je cyklické.

TODO: Tady néco chybt
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