Polyedralni kombinatorika a matematické
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1 Matroidy

Rekneme, ze graf H je minor, jestlize lze ziskat z G vynechavanim a kon-
trake{ hran.

Graf H je chorddlni, jestlize nemé indukovanou kruznici délky > 3.

Véta 1 Kazdy chorddlni graf md vrchol, jehoZ okoli je iplny graf. Tento
vrchol se nazyvd simplicidlnd.

Dukaz:
Necht C' C V je minimalni vrcholovy fez. Potom C indukuje tiplny podgraf
— kdyby ne, mam indukovanou kruznici délky alespon 4.

Dusledek 1 Chordadlni grafy maji stromovou strukturu. Md simplicidlnd vr-
chol, da se povaZovat za néco jako list stromu. Zbytek je opét chorddlni, tedy
musi mit opét simplicidlni vrchol.

Necht G je graf. Potom stromowvd $irka grafu G w(G) je rovna minimalnimu
k, ze existuje supergraf G C K, K je chordalni a maximalni iplny podgraf
K mé k + 1 vrcholu.

Véta 2 Rada optimalizacnich problémi (napr. hamiltonovskd kruznice) je
polynomidlni v grafech s omezenou stromovou Sirkou.

Vezmu chorddlni zuplnéni, posloupnost simplicidlnich vrcholi a postupuji
dynamickym programovdnim, zkousi se to napojovat.

Pozorovani 1 Kdyz H je minorem G, potom w(H) < w(G).

Dikaz:
H vzniklo kontrakcemi vrcholil a vynechanim hran. Ani jedno z toho nezvétsuje
stromovou §itkou.

Staci dokazat, ze kontrakce nezvétsi Uplny podgraf. Jediny graf, ve kterém
kontrakci hrany muzu zvétsit maximalni iplny podgraf neni chordalni. Kon-
trakce muzu délat az po ,,zchorddlnéni®, tudiz mi nevadi.

Tedy, mnozina grafii s omezenou stromovou §ifkou je omezend na minory.



Véta 3 Necht F je trida grafi uzaviend na minory. Potom lze testovat v
polynomidlnim case, zda dany graf patri do F.

Véta 4 Necht H je dany graf. Potom ndsledujici tiloha je polynomidlné
fesitelnd: Vstupem je graf G. Je H minorem G?

Véta 5 (Reéem’ wagnerovy hypotézy) Necht Hy, Ha, . .. je libovolnd ne-
konecnd posloupnost grafi. Potom existuje © # j, Ze H; je minorem H).

Dukaz:
Od vety Bl - postup pomoci minimdlnich zakdzanych obrizku.

Necht F je uzaviend na minory a H&F. Jestlize H je minorem G, potom

G¢F.

Pro F existuje koneénd mnozina M grafa spliujici X¢F = Im € M;m
je minor X. M bude minimélni mnozina zakdzanych minoru. To dokazu z
véty Bl vezmu doplnék k F, najdu koneénou mnozinu minoru (ta se musi
dat najit, protoze u nekone¢né vzdy jde né&jaky , vyhodit“).

Z toho uz odvodim polynomidlni algoritmus.

TODO: Tady chybi jedna hodina

Matroidy jsou prave ty dédiéné systémy, kde ¥ad je dobfe definovan. r(A) =
|maxc nezavisla mnozina |.

Véta 6 Celociselnd funkce v : 2% — N je rddovd funkce matroidu na X
prdve kdyz:

e r(0))=0

o r(y) <r(yU{y}) <r(y) +1
o r(YU{y}) =r(YU{z}) =r(Y)=rY)=r(YU{y,z2})

Diikaz:

Prvni dva jasné, treti rozepsanim.

Definujme matroid na X piepisem A € S < |A| = r(A). Ukdzeme, ze (X, S)
je matroid. ) € S. Déle, S je dediény: B C A : r(A) <r(B)+|A— B|. Pro
spor predpokladejme, ze r(B) < |B|, tedy < |B| + |A — B| = |A|.



Véta 7 r:2%X = N je rddovd funkce matroidu prdvé kdyz:

o VY C X;0<r(Y) < Y]
e ZCY =r(Z)<rY)

e r(YUZ)+r(YNZ)<r(Y)+r(2)

Tedy, matroidy jsou strukturdlng.

Dukaz:
Doprava plati z véty [ prvni dva, tieti obrazkem a rozkreslenim.

1.1 Struktura jednoduchych matroida fadu 3

Jednoduchy je jestlize |A| = r(A4),|4| < 2. r(X,S) = r(X).

Definujeme L(X,S) := {A C X;|A| > 2;7(A) = 2; A uzaviend}. Uzaviend
je, pokud A = A (uzdvér A). A := {y;r(A)=r(Au{y})} = UB;A C
B;r(A) =r(B).

Pozorovani 2 Mnozina L(X,S) popisuje matroid (X, S), pokud (X,S) je
jednoduchy, Tdadu 3.

Dukaz:

ACX;|(JA)e2 = r(A) =4
A >2 = r(A)=2< ACCeL(X,Y9)

Pozorovani 3
K,Le L(X,S)=|KNnL|<1

Dikaz:
Sporem, necht maji spole¢ného vic. Vezmu si to, co maji rizné a dokazu, ze
uzavéry obsahuji oba.



R2 C 2X je struktura, jestlize:

QAQR:>|A|Z3
e ABeR/JANDB|<1

Véta 8 Kazdd struktura je mnozina L(X,S) jednoduchého matroidu rddu
3.

Dukaz:
Necht L je struktura. Definujme r piepisem: |[A| < 2 = r(A4) = |A], |A| >
2=r(A)=2& ACC € L.V ostatnich piipadech je to 3.

Priklady: Fannuv matroid (fannova rovina), uniformni matroid (X, < )k( >)

1.2 Zakladni operace
1.2.1 Zkraceni

Mam k € N, (X,S) = (X,{A € S;|A| < k}).

1.2.2 Soucet

Méme dvé mnoziny X1, X2, X7 N Xy = (), matroidy S7,S2. Soucet je (X7 U
XQ,{AQSlUSQ;AﬂXl@ eESINANXy € SQ})

1.2.3 Partiéni matroid

X=UX;,S={ACX;Vi;|]AnX;| < 1}.

1.2.4 Vynechani

(X —Z{A;AeS;ANZ =0}

1.2.5 Kontrakce

(TCX,{AeS/T< AUJe S}

, kdy J je maximalni nezavisla na 7'

Pozorovani 4 Definice nezdvisi na vybéru J.



1.3 Prunik dvou matroidua

Mame (X, S1) a (X, S2). Jejich prunik, (X, S1NS2) ale neni matroid. TODO:
Dokadzat

Ale dé se v tom poznat maximdlni mnozina co do velikosti (ne do inkluze).
Véta 9 (Prunik matroidia) Mdme matroidy (X, S1), (X, S2). Potom:

= min C X7 (A X-A
;fax, |J] = min € Xr;(A) + ra( )

Poznamka 1 Toto ddvd dobrou charakterizaci pro dlohu ,Existuje J velké
alesponi k?“. To znamend, Ze mdm certifikdt jak pro odpovéd ,ano“ (dd mi
J), ale i pro ,ne“ — dostanu néjaké dostatecné malé A.

Dukaz:

Napied dokdzeme, Zze max < min. Vezmeme .J, kterd je nezavisld. Necht
JeSNSHACX = JnNnAe SiANIJN(X —A) € Sy Tedy |J]| <
r1(A) +ry(X — A)VA C X.

TODO: Opacénd merovnost

Véta 10 (Obraz matroidu) Obraz matroidu je matroid, tedy: (X,S) je
matroid a f : X — X' je funkce. Definujeme S’ := {f(I);I C X,I € S}.
Potom (X', 8") je matroid a r'(U) = minpcy {|U — T| +r(f~1(T))}.

Dikaz:
Vezmeme S jako S1, mnozinky v8ech, které f slou¢i do jednoho a oznac¢ime
S5 a nacpeme do véty [

Dusledek 2 (Sjednoceni matroida) Pokud (X, S1), (X, S2) jsou matro-
idy, potom{Y C X;3Z CY,Z € 51,Y — Z € Sa} je matroidna X ar(U) :=
minpcy {|{U —T| +rm(T) + r2(T)}.

Dikaz:

Necht X := Xx{1}, X5 := X x{2}. Vezmeme matroidy M; := (X1,51), M :=
(X2, S2). Jejich sjednoceni My & My je také matroid (dle[L22). Potom vezmu
funkei f, kterd zahazuje druhou slozku a dle véty [IQl je to také matroid.



Disledek 3 M = (X, S) matroid. Potom:

max ]L”J_k :}1&1§{\X—T]+k-r(T)}

Dusledek 4 X je sjednoceni k nezavislijch mnozin < YU C X; k- r(U) >
U]

IN

Dausledek 5 M md k disjunktnich bazi < YU C Xk - (r(x) — r(U))
| X —U].

Poznamka 2 Toto se pouzivd na vektorové matroidy.

1.4 Hladovy algoritmus

Mame mnozinovy systém (X, S), S C 2% a mame véhovou funkei w : X —
R. Uvazme diskrétni optimaliza¢ni problém ,najdi AQ € S takové, ze w(A)
je maximélni.

Algoritmus 1 (Hladovy):

Necht X = {1,2,...,n} a oznaéme w; := w(i). Uspofdddme prvky tak, ze
w1 > W > W3 ... Wy.
Vezmi mnozinu J # (. Potom pro i :=1,...,n pokud JU{i} € SAw; >0,
potom do J pridej i.

®©

Véta 11 Necht (X, S) je dédiény neprdzdny systém. Potom algoritmus[1.]]
spravné 1esi diskrétni optimalizaéni systém pro kaZdouw : X — R & (X, .9)
je matroid.

Drukaz:
Pokud (X,S) neni matroid. Potom médme dvé mnoziny maximalni do in-
kluze, které nemaji stejnou velikost. Pokud vezmu w(*) := 1, potom mi

muze nabrat celou tu mensi mnozinu a neumét ji zveétsit.

Drobné pozorovani: vSechny w ve vysledku jsou > 0. To, Ze si neublizim
pridénim je jasné z dédi¢nosti a stejné velikosti maximélni mnoziny co do
inkluze.



Poznamka 3 Hladovy algoritmus 1est ¢ ndsledujici ulohu: ,najdi maxac x w;-
zisy o zi <1(A),z >0

2 Linearni programovani

Méme minimalizovat hodnotu a;x1+agx2+. .. za podminek by 1z1+... > 21,
etc., potom existuje jesté dudlni, maximalizovat ,, vynasobeni podminek “ tak,
aby byl odhad z druhé strany co nejlepsi.

Pozorovani 5 (Slaba véta o duaalité) Pro kazdé pripustné reséni x primdrni
dlohy a y jeji dudlni ilohy plati, Ze g(y) < f(x).

Dusledek 6 Kdyz mdm stejné, tak uz to musi byt optimum.

Pozorovani 6 Necht A je matice R™*", b € R"™. Potom soustava Az = b
md reseni < A reseni pro y'A = 0 A ytb = —1.

Dikaz:
Plyne z toho, jak funguje gaussova eliminace. Pokud na jedné strané dostanu
0 a na druhé —1, tak to nem4d feSeni. Pokud ho nedostanu, tak vyeliminuju.

2.1 Fourier-Motzkinova eliminace
2.1.1 Znaceni

o r=(x1,29,...,%y)

o 1/ = (z9,x3,...,2y)

e a; je i-ty tadek matice A.

e a, je i-ty fadek matice A bez prvni slozky.
Ptredpokladejme, ze méame 3 typy nerovnosti:

o i +ax’ <b

o —x1 +ajr’ <bj



o ajx’ < by

Pozorovani 7 Uloha md resSeni <, kdyZ md Tesent systém, ktery dostaneme
poscitanim vsech dvojic nerovnosti z pruni a druhé skupiny. Treti se jen
pridd.

Dukaz:
Doprava je zfejmé.

Opacné potiebuju ziskat jen x1, zbytek mam spocitané. Mame omezeni pro
oba sméry, ale musi vyjit (jinak by nebyla splnénd podminka pro z’), tak
vezmu cokoliv z tohoto rozsahu.

Véta 12 (Farkasovo lemma) Systém Az < b md reSeni < A nezdporny
vektor y € R, takovyj, Ze y' A =0 a yTb < b.

Dikaz:
Piedpokladejme, Ze m4 feseni a mame i takovy vektor. Pak ale 0 = y* (Az) <
yT'b < 0, to je spor.

Doleva indukei podle poétu sloupcti, nepiimo — nemé feseni, tak najdu vek-
tor, vezmu z 2.1

Véta 13 (O silné dualité) Reseni obou tloh je stejné velké, pokud maji
obé alespon jedno Tesent.

TODO: Chybi hodina
Disledek 7 Mnohostén P md konecné mnoho stén.
Véta 14 Necht F je minimdlni (ve smyslu inkluze, nic mensiho uz neni

sténa) neprdzdnd sténa mnohosténu P := {x|Azx < b}. Potom F = {z|A% = "}
pro néjakyj podsystém A%z < b° systému Az < b. Navic rank(A%) = rank(A).

Drukaz:
F= {x € P|A% = bo} dle TODO: odkaz na minulou vétu, aZ bude minuld
veta ezxistovat. Chceme dokdzat, Ze se muzeme na toto € P vykaglat.



Vezméme libovolny T € F. a; -Z < b; pro nékterou neobsazenou v A%z < 80,
Nemtize to byt ale rovnost, mohl bych ji mit uvniti © podminek.

Pro spor piedpokladejme, ze Jy : A% = b¥ a y&P. Vybereme néjaky bod
mezi T a y, pro ktery plati = pro nékterou nepouzitou podminku. (musi
takovy existovat, u T plati ostte, venku porusuje, nékde musi platit rovnost.)
Pii piiddni této podminky do téch ©, tak bych ziskal néco mensiho, co je ale
také sténa. Tedy takové y nemuze existovat.

Déle je potfeba dokazat hodnost. Pokud by byla rank(A) > rank(A°).
Potom by nemohlo platit to vyse.

(-]
v € P je vrchol, pokud {v} je sténa P.
Pozorovani 8 Mad-li P vrchol, pak kaZdd minimdini sténa je vrchol.
Dikaz:
Plyne z hodnosti.

-]

Véta 15 Necht P := {z|Az <b} a v € P. Pak v je vrchol P < v nelze
napsat jako konvexni kombinaci vektoru z P\ {v}.

Dikaz:
Mam A% < 80, tj {v} = {x\AOx = bo}. Pro spor predpoklddejme, ze v =
AU+ Ao + . Apug, Ay > O;Z)\i =1,v;, € P.

Vsechny patif dovniti, tedy A%; < . Aby nékde nastala nerovnost, tak
bych musel nékde piesahnout, aby mi vyslo celé v. Tedy, A%; = b°, tedy
patii do stejné stény.

Opacné, méjme néco, co nejde napsat jako konvexni kombinace.

Véta 16 (Mikovského) Mnozina P C R" je polytop < 3 koneénd mnozina
J takovd, Ze P je konvexni obal J.

Dikaz:
Vyiesme zvlas, kdyz P = (). Potom je J = {).
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Necht je tedy P neprdazdné. Potom mé alespoii jeden vrchol. Oznaéme tedy
v1,...,Vg. Téch je jen koneéné mnoho. Ten konvexni obal je zfejmé jeho
podmmnozinou.

Nyni pro spor predpokladejme, ze existuje néco, co je v P a neni v konvexnim
obalu. Z toho se vykope spor (vezmu néjakou tu nadrovinu, ve které je ten
bod, ale ta musi potkat néjaky vrchol).

Nyni mame konetnou mnozinu J a mame P, kterd je konvexni obal .J.
Najdeme systém nerovnosti, které budou popisovat ten polytop. Vymyslime
si ho, zjistime, Ze mdme mnozinu bodu (kvuli minulé implikaci) a nakonec
dokazeme, ze to méa ty body spravné.

3 Parovani v grafech

Véta 17 (Birkhoff) Necht G je bipartitni graf. Potom konvexni obal per-
fektnich pdrovani G je popsdn ndsledujicim zpusobem: Soucet existence “
pres sousedni hrany je maz. 1, hleddme mazimum.

Dikaz:
Problém s celociselnosti. Predpokladame tedy, Ze existuje neceloéiselny vr-
chol v P. Vezmeme hrany, které se necelo¢iselné podileji na tomto vrcholu.

V téchto je alespon jeden cyklus. Délky téchto cyklu jsou sudé (jsme v
bipartitnim grafu). Kdyz budeme nékteré (tfeba liché) zmensovat, druhé
zvétSovat, tak to lze délat tak, ze se pro zadny vrchol soucet nezméni. Pak
to udélame naopak. A puvodni je linedrni kombinace téchto novych, coz je
spor s tim, Ze je to vrchol.

Véta 18 (Polytop poloéiselnych parovani) Necht G je graf aT € P(G).
Pak T je vrchol, Ve € E : T, € {0;1;0.5} a hrany s T = 0.5 tvori vrcholové
disjunktni liché cykly.

Dikaz:

Mame Z spliiujici podminky. Definujme vrchol w, w, = —1 pro z. = 0 a
W, = 0 pro T, > 0. Pak {z} = P(G) N {z|wTz = 0}. Ze tam je je jasné, sam
je tam proto, ze nuly musi mit na stejném misté, poloviny tvoii liché cykly
a na snizeni jednicky bych si musel nékde jinde pujcit.

Tato podminka je tetnd nadrovina, tedy je to vrchol.
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Méjme vSechny tyto vektory, dokdzeme, ze P je konvexni obal tohoto. Se-
strojime G' = (V/,E'), V' =V x {0,1} a hrany spojim , mezi vrstvami®.
Tento graf je bipartitni. Definujeme w’ pro graf G’, tedy ten puvodni rozkopirujeme.

Véta 19 (O polytopu perfektnich parovani) Pro kazdy graf G = (V, E)
plati, Ze konvexni obal perfektnich pdrovani je roven polytopu PM(G), kde
PN(G) = {z € RIE|z(5(v)) = 1Vv € V;2(5(S)) > VS C V,|S| =2k +1,...}.

Dikaz:

Indukci dle velikosti grafu.

Pokud tam jsou liché cykly/casti s x(5(S)) = 1, tak vzdy rozdélime a vez-
meme grafy, kde je zkontrahovand lichd ¢ast a zkontrahovany zbytek (povo-
lené ndsobné hrany).

Vektory jsou afinné nezdvislé, pokud soustava Y A\jv; =0a Y A, =0 méd
pravé jedno feSeni.

Dimenze mnoziny K C R"” je o jedna méné nez maximalni velikost afinné
nezavislé podmnoziny X

Rekneme, ze mnohostén P C R™ je piné dimenze, pokud dim(P) = n.

Rekneme a;z < b; ze systému nerovnosti Az < b je implikovand rovnost,
pokud a;x = b;Vx, Ax < b.

Tvrzeni 1 Necht P C R"™ je mnohostén a necht Ax = b je systém impliko-

vangch rovnosti z Az < b. Potom dim(P) =n — rank(A).

Dukaz:

Pokud je A prézdné, pak vezmeme v := > ‘7}| - v;. Ten je nékde ,,uvniti* —
neni na zadné hranici. Vezmu tedy dalsich n vektoru do vech sméru od néj
a mame n + 1 afinné nezavislych vektoru.

Déle je vzdy néjakou proménnou vyjadfit z implikované rovnosti a tedy se
ji zbavit a posunout se do prostoru o dimenzi o 1 mensi. Takto se zbavim
vSech.

Faseta mnohosténu P je maximalni vlastni sténa P.
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Tvrzeni 2 Necht F je neprdzdnd vlastni sténa P = {x € R"|Ax < b}. Po-
tom F je faseta < dim(F) = dim(P) — 1.

Dikaz:

Mame neprazdnou vlastni sténu a dim(F') = dim(P)—1. F = {x € P|Aox = by}
pro vhodny podsystém Ax < b. Agx = by méa rank = 1. Je to neprazdné,
tedy tam jsou jen ty samé rovnosti (az na nasobky). F' je tedy maximalni.

Nyni mame neprazdnou vlastni sténu a je maximalni. F' je sténa, tedy F' =
{z € P|Apx = bp}. Protoze F je maximalni sténa, Agx = by je jedind rovnost
(mohly by tam byt implikované, ale ty jsou nezajimavé). Proto je dimenze
o jedna mensi, nez P.

Rekneme, Ze nerovnost w” z < t indukuje fasetu F mnohosténu P, pokud
F={zeYw'z =t}

Rekneme, Ze systém nerovnosti (nebo rovnosti) Az < b je minimdlni, po-
kud zadnou podminku nemuzeme vynechat, aniz by se zvétSila mnozina
feSeni a zadnou nerovnost nelze piepsat na rovnost, aniz by se zmensila
mnozina feSeni.

Véta 20 Necht P = {z e R", Az =V, A"x <V'} je mnohostén a necht
je meprdzdny. Definujici systém je minimdlni < vddky A’ jsou linedrné
nezdvislé a kazdd podminka az < b z A"z < V" indukuje jinou fasetu

pP.

Dukaz:

Méame minimélni systém. Pokud by byly linedrné zdvislé, muzeme jeden
vyhodit. Ozna¢me Ay < by podsystém A’z < b” odebranim ax < b.
Protoze vychozi systém byl minimélni, tak existuje vektor, ktery spliuje
vSe zbylé, ale nespliiuje odebranou. Déle vezmeme bod striktné uvniti a
vezmeme linedrni kombinaci téchto dvou bodu takovy, Ze spliiuje odebranou
podminku s rovnosti. Ten ale spliiuje ty ostatni s nerovnosti (ostrou).

Obrazek 1: body u stény
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Tedy, musi lezet v nékteré faseté.

Opacné, tedy A’ jsou linedrné nezdvislé a nerovnosti indukuji kazd4d jinou
fasetu. Nahradime nékterou rovnosti. V tu chvili by klesla dimenze. Pokud
vynechdme rovnost, pak vzroste dimenze P. Vynechéni nerovnosti a}x < b//.
Ozna¢ime F' sténu indukovanou touto nerovnosti. Toto je faseta. Existuje
x1, které spliiuje vSechny rovnosti a spliiuje tuto nerovnost neostie a ostatni
ostie (tedy, lezi v této sténé). Potom vezmeme jeden uvniti a posuneme se
0 € ven.

Dusledek 8 Mnohostén plné dimenze md jednoznacény minimdini definugici
systém (aZ na ndsobky).

Matice A™*" je unimoduldrni, pokud kazd4 ¢tvercova reguldrni matice A
velikosti n X n méa determinant £1.

Matice A je totdlné unimoduldrni, pokud kazdé ¢tvercovd podmatice mé
determinant 0, £1.

Predpokladejme, ze A je totdlné unimodularni. Vedle piipojime jednotkovou
matici. Potom je i tato rozsitena totalné unimodulédrni, rozvoj podle sloupce.
Opac¢na implikace plati také (nemusim z I vubec vybirat).

Tvrzeni 3 Predpoklidejme, Ze A™*"™ je celociselnd ¢tvercovd requldrni ma-
tice. Potom A~1-b je celociselny vektor pro kazdy celociselny b € R" &
det(A) = £1.

Dikaz:
Zprava doleva je to z kramerova pravidla.

Opacné, vezmeme b jako kanonickou bazi, tak dostavame jednotlivé sloupecky,
A~1 je celoéiselnd. Proto méa determinant 41 jak A, tak A~

Mnohostén P je ractondlni, pokud je popsany racionalnim systémem rov-
nosti a nerovnosti.

Mnohostén P je celoéiselnyj prave kdyz kazdé jeho sténa obsahuje celociselny
vektor.

Véta 21 Necht A™*" je celoéiselnd matice plné vddkové hodnosti (tedy hod-
nosti m). Potom mnohostén P = {x € R"; Ax = b;xz > 0} je celociselny pro
kazdy celociselnij vektor b < A je unimoduldarni.
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Dikaz:

Zprava doleva: A je unimoduldrni a mame celo¢iselné b. Mame T vrchol P.

Alespon jeden musi existovat (napf. nulovy). Tedy, {z} = {z e R"; A'b =V, 2; = 0Vi € J}
— vyberu takové, aby byly nezdvislé, tedy A’ je ¢tvercova.

Sloupce A odpovidajici x; # 0 jsou linedrné nezavislé.

Dopliime B na matici m x m tak, aby byla regularni.

Potom BT = b, kde T3 je restrikce T na slozky odpovidajici sloupcum B.
Pak i B~! m4 determinant +1 a tedy Tz je unimodularni.

Necht B je regularni podmatice A velikosti m x m. Chceme dokdzat, Ze
det(B) = +£1. Dle ptedeslého tvrzeni staci ovérit, pro kazdé Vv celo¢iselné,
B~!. v je celoéiselné.

Volme y € Z" tak aby y + B~!'v > 0. Polozme b = B(y + B! - v).

Necht z oznacuje vektor vznikly z y + B~! - v doplnénim nulami pro sloupce

A, které nejsou v B. Potom A - z = b. Chceme dokdazat, ze z je celociselné.
z € P, chtéli bychom zjistit, Ze je to vrchol. Dokazeme z linearni nezavislosti.

Tedy je celo¢iselny, tedy zpét i b je celoéiselné a B~1 - v je celoéiselné.

Véta 22 Necht A je celoéiselnd matice m x n. Potom mnohostén P =
{z; Ax < b,z > 0} je celociselny pro kazdé celociselné b < A je totdlné uni-
moduldrni.

Dukaz:
Zavedeme pomocnou proménnou z, matici rozsifime o I a prevedeme to tim
na minulou vétu.

Véta 23 Predpoklddejme, Ze A je matice se slozkami 0,1,—1 takovd, Ze
kazZdy sloupec obsahuje nejvyse jednu 1 a nejvyse jednu —1.

Dukaz:
Indukce a rozvoj dle sloupce s max jednim nenulovym. Pokud takovy nent,
je singularni.
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4 Elipsoidova metoda
U linedrniho programovani mame tii druhy tloh:

e Optimum.
e Pripustné feseni

e Rozhodnout, jestli viibec néjaké feseni existuje

Pozorovani 9 Umime-li v polynomidlnim case 7esit rozhodovaci variantu,
pak umime v polynomidlnim ¢ase i variantu 2.

Dikaz:
Necht k je pocet nerovnosti. Pokud k = 0, tak sta¢i ugaussit.

Jinak si vybereme nerovnost a zménime ji na rovnost. Pokud ma feSeni i
potom, tak pokrac¢ujeme takto (stdle ndm zbyva néjakd moznost). Neméd-li,
tak je zbyteéna a zahodime ji.

Pozorovani 10 Umime-li v polynomidlnim case najit néjoké resent, tak
umime 1 najit optimum.

Dikaz:
Budeme fesit zaroven dudl a puvodni ulohu a hledat jeji feSeni.

Kdyz mame

max ¢! x
Az < b
Potom dudlni je
min b’y
y'A =
y =

Ze silné duality vime, ze se v takovém piipadé obé rovnaji a vyhréli jsme.

Tedy, je potieba ovérit, ze jedna z iloh neni neomezend, takze napied otes-
tujeme, jestli existuje feSeni prvni. Pokud ne, neméa to feSeni. Potom se
zeptdame, jestli vibec ten obojetny mé feSeni. Pokud ne, tak je ta priméarni
neomezena.

16



(-]
Celé ¢islo k bude mit velikost (k) := 1+ [log(|k| +1)], tedy pocet pouzitych
bit.
Pro racionalni éislo to bude <§> := (p) + (q) pro nesoudélnd p a q.
U vektoru to bude soucet pires vSechny.
Uloha linedrniho programovani patii do NP Nco— NP.

Staci si tipnout feseni a v polynomialnim ¢ase ovérit. To by nebyl problém,
kdybychom védéli, ze existuje néjaké polynomidlné velké feseni.

Maé-li polytop {z; Az < b} vrchol, pak ho lze popsat jako prusecik kterych
stén vznikne. A dle kramerova pravidla lze vyjadrit x; jako pomér determi-
nantu a ty uz jsou polynomialné velké.

Lemma 1 Pro kazdou raciondlni matici D € Q™<", ze || D|| < 20—,

Drukaz:
Kdybych mél délky vektoru, tak nejvétsi je, kdyz je vSe na sebe kolmé. Takze
to omezime nécim jako II|d;|. A to uz se utluce.

Pokud nemdme vrchol, tak je bud’ prazdny, to za chvili, nebo mu néjakou
hezkou sténu ptfidame a vrchol dostane.

Pokud nem4 fesen{ najdeme vektor pro Farkasovo lema, tedy mame 3y > 0
takové:

yT'A = 0
y'h <0

To ale je zase soustava nerovnic, dle predchoziho je dostatecné malé feSeni.

Algoritmus 2:

Predpokladejme, ze mame omezeny polytop plné dimenze.

Napred udéla kouli dostatecné velkou kouli, kam se to celé vejde. Spocitali
jsme maximalni velikosti soufadnic vektor, mame horni odhad velikosti.

Situace: mame elipsoid, ktery obsahuje ten polytop. Pokud stfed je uvnitf,
tak jsme vyhrali. Pokud ne, tak néjakou nerovnost ten stied porusuje. My
si tu nerovnost posuneme do stiedu, tim vznikne prunik nerovnosti s elipso-
idem. Najdeme novy elipsoid, ktery to celé obsahuje, ale objem dostatecné
klesne.
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Aby byla plnd dimenze, provedeme perturbaci a ono to bude.
Symetrickd matice je Pozitivné definitnd, pokud Vz € R™; 27 Az > 0.

Pro kazdou pozitivné definitni matici A existuje pozitivné definitni matice

Q takové, ze A = QT Q. Oznacme ji A3, Plati, ze ta matice @ je regularni a
QT je také pozitivné definitni.

Pro pozitivné definitni matici A € R™™ ™ a pro vektor a € R™ nazveme
mnozinu E(a, A) := {z € R"; (z — a)T A7 (z — a) < 1} elipsoidem se stiedem
v a daného matici A.

Kazdy elipsoid je afinni obraz jednotkové koule v pocatku. Lze zapsat jako
T(z) = Qz +b.

Tvrzeni 4 Pro afinni zobrazeni T'(z) = Q(x) +t a X C R" plati, Ze
vol(T(X)) = |detQ| - vol(X).

Tvrzeni 5 Necht F je minimdlni (inkluzi) sténa polyedru P = {x|Az < b}.
Potom F' lze vyjadrit jako soustavu rovnic F = {x\AOCL’ = bo}, kde A° C
A, B° C b, rank(A°) = rank(A).

Lemma 2 Pokud P je omezeny mnohostéen P = {x|Cx < d} a C,d jsou
celociselné, potom wvsechny wvrcholy P jsou obsaZeny v kouli se stredem v
pocdtku a polomérem R =

Drukaz:
Uvazme vrchol v mnohosténu P. Existuje podsystém C°z < d° takovy,

ze C% = d° a v je jediné takové feseni. Podle kramerova pravidla umime

0
kazdou slozku vyjadfit jako det & qolni je alespon 1, protoze je to celociselné.

detd?
|det CZQ‘ < 207 — n2,

Budeme ptedpokladat, ze P je omezeny pokud je tedy neprazdny, tak je
konvexnim obalem svych vrcholt, tedy se vejde cely do té okoule.

4.1 TIteracni krok

Mame polytop, elipsoid a poloprostor, jehoz hranice prochézi stfedem elip-
soidu tak, ze cely polytop patii do toho poloprostoru.

Naptred vezmeme snadny ptipad. Kdyz elipsoid je jednotkova koule v po¢atku,
a néjaky kvadrantovy poloprostor (napt. {x;z1 < 0}).
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Snazime se najit nejmensi elipsoid se stfedem na ose tak, aby se dotykal
vzdaleného bodu a prusec¢ikt s hranou poloprostoru. Chceme ho ve sméru
osy kolmou na hranici smrstit, ostatni trochu roztahnout.

Udélame si diagonalni matici, na jednom misté bude z%’ aby se zmensil, ve
zbylych q%, aby se zveétsil. Tedy, 0 < p < 1,¢q > 1. Chceme takovy, co mé
nejmensi objem.

Z toho vyijde, ze: (—1 —t)el Z71(—=1—t)e; <1 (Z7! je ta matice na tipravu
elipsoidu).

Dale, (—t,1,0...0)7Z71(~¢,1,0...0) = 1, z toho nakonec vyjde, ze (1:1‘/2;2
1.

7 miniméalniho objemu vime, ze chceme minimalizovat odmocninu z deter-
minantu matice Z (ne Z~'). Tam méame jednou p a potom souc¢in mnoha q.
Takze minimalni p - ¢" .

Z toho odvodime, ze p=1+tag= \/%
Vyjde, ze t = n_—Jrll Z toho odvodime, Ze 1% je nTHQ a q% je niﬁl-

Je potteba dokézat, ze se objem zmensi dostatecné.

Ty obecné jsou jednoduché — ztransformujeme prostor tak, aby tamto platilo,
potom vezmeme tu upravu elipsoidu a ztransformujeme prostor zpét (takze
i dpravu).

Lemma 3 Je-li P polytop plné dimenze, potom pro k = 2(n + 1)(2(n +
1) (C) +n (d) — n?) je objem elipsoidu mensi, neZ polytopu.

< . _ 1 . _Ac
Posun stredu je a — =5 N

Lemma 4
O n? (A 2 AccT AT
n2 —1 n+1 cTAc
Dukaz: )
Necht @Q := Az.

E(C, f) = {T(R());(y—2)"Z " (y—2) < 1}.

Potiebujeme zdola odhadnout objem poc¢ateéniho mnohosténu.

Pokud najdeme n+ 1 vrcholii, potom objem konvexniho obalu je nejvyse tak
velky jako objem mnohosténu. Ty vrcholy sice nemame, ale daji se vyjadrit
jako podily z kramerova pravidla.
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Lemma 5 Az < b md reSeni < Ax < b+ (e,¢e...€), kde ¢ = AT

Drukaz:
7 farkashova lematu, stejny diukaz bude fungovat i pro tohle.

5 Metoda vnitiniho bodu

Vezmeme bod uvnit¥, budeme ho postupné zlepsovat. Aby se dalo néco najit,
tak to upravime do tvaru Az = b,x > 0.

Zaroven tesime i dudlni dlohu. Skonc¢ime ve chvili, kdy si jsou dostate¢né
podobné. Najde striktné piipustné feseni (z,s), tedy je vse > 0.

V iteracnim kroku najdeme dalsi striktné piipustné feseni, dostatecné lepsi.
Kdyz uz je to skoro optimalni, najdeme zcela optimélni.

Pro postup algoritmu zavedeme potencidl. Bude to G(z,s) = (n+ /n) -

loga! - s — >0 | xis;.

Veéta 24 Necht A € Z™ " b € Z™, u a v jsou vrcholy P = {x € R", Ax = b,z > 0},
pak kdyz clu # ctv = ‘ctu — ctv‘ > 272k kde L je velikost zdpisu soustavy.

Drukaz:
Zase pres kramerovo pravidlo a utloukani.

Disledek 9 Je-li zts < 272L pro néjakou dvojici pripustniyjch Fesent x, s,
pak jakykoliv vrchol x’ mnohosténu P spliiujict, Ze je alespori tak dobré, jako
nase resent, je optimum.

Dukaz:
Piedpokladejme, Ze existuje vrchol 2’ € P, ktery mé tu vlastnost, Ze je lepsi,
nez to x, ale neni optimalni.

5.1 TIteraéni krok

Predpokladejme, ze vektor = je samé jednicky.

Chceme to zménit proti sméru gradientu toho potencidlu. Kdyz ho spoc¢itame,
tak vyjde. Nemuzeme vzit piimo ten smér, ale muzeme vzit projekci do
Az = 0. Primérni krok budeme délat ve chvili, kdy |d| > 0.2.
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