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1 Perfektni grafy

Perfektni graf je takovy, ktery ma stejnou barevnost jako klikovost a plati
to i pro vSechny jeho indukované podgrafy.

Véta 1 Graf je perfekini < neexistuje ani lichou diru ani lichou antidiru.
Véta 2 G je perfektni < G je perfektnd.
Umime na tom algoritmicky pocitat barevnost v polynomidlnim ¢ase.
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Méme vektory U := wuy,us,...u, jednotkové vektory. Pokud ij € E(G),
potom jsou na sebe kolmé.
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Z toho utlucu ty nerovnosti nahoie. Je to hodné utloukani, ale nic moc
hezkého.

Pomoci néjakého semidefinitniho programu jde najit dostate¢né dobra apro-
ximace (napi. s pfesnost{ 3).

Hledani vlastni kliky jde (odeberu, zjistim, jestli se to zménilo, a tak dale).
Véta 3 G je Bergeovsky (bez liché diry a liché anti-diry) < jedno z:

e G nebo G bipartitni.

e G nebo G je line-graph bipartitniho grafu.

G je double-split graf.
e G md 2-join.
e G md balanced skew partition.

e G md proper homogenous pair.

double-split je graf skladajici se ze 4 bambuli, 2 dohromady jsou bipartitni
graf, 2 jsou doplnék bipartitniho. Kdykoliv médm spojenou dvojici nahote a
nespojenou dvojici dole, tak vertikalné mezi nimi vedou pravé dvé hrany a
to bud tplné vertikdlné, nebo kifzem (ne vidlicka).



2-join je, ze muzu vzit dvé casti. V kazdé ¢asti mam dvé disjunktni mnoziny
vrcholu. Mezi A1 — As jsou vSechny hrany, mezi By — By taky v8echny, ale
zadné mezi A1 — By a naopak. Kazda komponenta v jedné ¢dsti musi protinat
obé mnoziny. Kazda ¢ast ma alespon 3 vrcholy.

Skew partition je rozklad na dvé mnoziny. Leva neni souvisld, doplnék té
vpravo neni souvisly.

balanced skew partition je, ze nemam zadnou lichou indukovanou cestu
délky alespoii 3, jejichz konce jsou v pravé ¢éasti a cely vnitiek v levé. Také
opacné s lichou indukovanou anticestou.

proper homogenous pair — mam dvé disjunktni podmnoziny A;, As. Vr-
chol venku mé do kazdé z Ay, A2 bud vsechny hrany, nebo zadné (do kazdé
zv14st, muzu mit vée do A; a nic do As). Ty mnoziny samotné neobsahuji



zadny vrchol, ktery by byl pfipojen k celé druhé nebo nepfipojen k celé
druhé. Od kazdého druhu vrcholu je tam alespon jeden.

Chceme pomoci toho dokézat, ze ty Bergeovské jsou pravé perfektni.

Potiebujeme dokazat, ze kazdy z téch zakladnich je bipartitni a naopak. Ty
jsou jednoduché. Také chceme ukazat, ze zadnd z téch dalSich ,,rozkladu“
neni v nejmensim protipiikladu.

U double-split je to docela vidét.

Kdyz vezmu vrchol v perfektnim grafu a vezmu k nému dvojnika (spojeného
s nim), tak je to také perfektni. A naopak (pokud nebylo, stile neni).

U 2-join to udélame tak, ze ty poloviny rozstfihneme a dame tam cestu mezi
né cestu, tak to stale bude perfektni. A opac¢né.




To, ze je muzu rozstiihnout, to je skoro vidét. To lepeni je zajimavéjsi. Jdu
na to pres podgrafy téch GG; a Ga bez té cesty a pfes barvy na nich, ze je
muzu slouéit/piejmenovat, podle parity té cesty mezi nimi (té klikaté).

Budeme pti tom lepeni klonovat ty vrcholy té cesty (néco jako w —ay a aq
krat, posledni je w — bl). To nenadéld kliku vétsi, nez w.

Ale protoze plati tohle rozstiihdavani (ze G je perfektni pravé kdyz jak G a
G4 jsou perfektni), tak tohle nemuze byt nejmensi protipiiklad — mensi by
byl jeden ten rozpuleny.

Mohlo by mi to jesté degenerovat — na jedné strané rovnou jen cesta. Ale
ta musi mit alesponn jeden vrchol stupné 2. Ale potom po odebrani by to
bylo perfektni. No ale potom umim dobarvit i tenhle (rozbor piipadi), nebo
dostanu lichou kruznici.

Star cut set je specidlni ptipad skew partition, mame fez, ktery ma jeden
Uplny vrchol a néco jiného — ten zbytek neni souvisly a tohle neni antisou-
vislé.

Tohle zfejmé neni v nejmensim protipiikladu, jinak bych to zpropagoval
na bud’ jednu malou kulicku, nebo ten zbytek. Beru takové, co maji jinou
barvu, nez ten uplny vrchol v kazdém z nich, ty dohromady tvofi nezavislou
mnozinu:
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A ted v tom budeme hledat kliku. Kazd4 klika musi obsahovat bud v, nebo
vrchol z S1, obdobné musi obsahovat v nebo S, mizeme to zmensit.

Takze, pokud bych mél v minimalnim protipiikladu skew partition, tak ne
takovou, kde vpravo je jeden univerzalni vrchol. Z dopliku, nalevo neni
izolovany vrchol. To mimo jiné znamenda, ze kazda strana mé alespon 2
vrcholy.

Vezmeme antikomponentu vpravo a pfiddme k ni univerzalni vrchol.

Tim jsem si ziejmé lichou diru ani antidiru nevytvofil (neni, kde by vznikla
ta lichd kruznice, diky té balancovanosti).

Nyni, vezmeme z levé stany jen jednu komponentu. Tim ndam klesl pocet vr-
cholu (ptridali jsme jeden, ztratili alespon jednu komponentu, co mé alespon



2 vrcholy). To musi byt z minimality perfektni. z naklonujeme w — b krat (b
je klikatost v B). Takze celé to ma w obarveni. Vezmeme podmnozinu A,
kterd pouziva jen barvy z Bi. Nazveme ji C;. Obdobné cely proces udélame
s Ay a tak dale. Umim to rozlozit, obarvit a zase slozit, takze tohle taky
nebyl miniméln{ protiptiklad. TODO: Tady chybi hodina

2 Strukturalni véta

Mame G Bergeovsky. Potom je to bipartitni, doplnék bipartitniho, linegraf
bipartitniho, etc.

TODO: Dikaz je ast dost mezapsatelny z pTedndSky :—/

3 Polosilna véta o perfektnich grafech
Veéta 4 G je perfekini. Kdyz H je 4-izomorfni G, potom je taky perfektni.

H je 4-izomorfni G prévé kdyz pro kazda ¢tvefice vrcholi v G indukuje
Py pravé kdyz to indukuje v H.

Lemma 1 Pokud G je 4-isomorfni H, ale G # H, H. Potom nastdvd jedno
z:

e H obsahuje Cy jako proper podgraf.
o H je krehkyj (H nebo H obsahuje star-cut).

e H mda vlastni endomorfizmus.
Disk je cyklus na alespon 5 vrcholech, nebo jeho doplnék.

Lemma 2 Disky kromé velikosti 6 jsou 4-isomorfni jen sami sobé mebo
svému doplnku.

Lemma 3 Graf je bez disku, potom je krehksy.

Dvojici hran budeme nazyvat invariantni, pokud tam v obou Gi H je nebo
v obou neni. Variantni je kdyz je to kiizem (je pravé v jednom grafu). O
mnoziné D to budeme fikat, pokud to plati pro kazdou dvojici vrchola v té
mnoziné.

Lemma 4 Mdme G a H 4-izomorfni a jsou invariantni na néjakém disku
D. Potom plati jedno z:



o H=0_.
o H je krehky.

e (s CH.

Dukaz:
Zacnu tim, ze H nebude kiehky a nebude mit v sobé C'5. Budu fikat o ¢im
dél tim hrandch, ze jsou invariantni, az dojdu k tomu, Ze jsou vSechny.

4 Poznavani Bergeovskych graft

Meéjme kruznici C. Potom vrchol mimo C bude C-velky), pokud jeho sousedé
nejsou podmnozinou 3-vrchovolé cesty na C. Uplné cizi vrchol neni velky
(prédzdnd mnozina je podmnozina).

Kruznice je ¢&istd, pokud k ni neexistuji zadné velké vrcholy.

Cistié¢ je podmnozina vrcholi G takové, kterd nemé nic spoleéného s C' a

obsahuje vSechny velké vrcholy. Skoroéistié je néco jako Cistic, ale smi mit
i vrcholy z C, ale ty vrcholy musi byt na néjaké 3-cesté.

Lichéd dira je posludnd je velikosti alespon 7 a pro kazdou antisouvislou
mnozinu X C-velkych vrcholu existuje v C' X-tuplny vrchol.

Pyramida je tohle:

Rém pyramidy jsou vrcholy uprostied cest k tomu trojuhelniku.

Sperk je takovyto 5-cyklus (nehrany carkované):



Mezi tou cestou venku a vrcholy na 5-cyklu nic nevede.

4.1

1.

Rutiny

Pro graf G a skorocisti¢ pro nejkratsi lichou diru v.G X najdeme
néjakou lichou diru v G.

Najdeme neposlusnou lichou diru.

Najdeme polynomialné mnoho mnozin vrcholu takovyc, ze ke kazdé C
poslusné liché dife existuje nalezend mnozina ¢istic.
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