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Pojmy

Matroid je uspořádaná dvojice M = (E, I), kde E je neprázdná nosná
množina matroidu a I ⊆ 2E je množina nezávislých množin splňuj́ıćı:

• ∅ ∈ I

• (I ∈ I ∧ I ′ ⊆ I) ⇒ I ′ ∈ I

• (I1, I2 ∈ I ∧ |I1| < |I2|) ⇒ (∃e ∈ I2\I1) (I1 ∪ {e} ∈ I)

Isomorfismus na matroidech funguje obvykle (je to zobrazeńı, které převád́ı
nezávislé na nezávislé).

Minimálńı závislé množiny (co do inkluze) jsou kružnice.

Lemma 1 Máme matroid M = (E, I) a C je množina kružnic v M. Potom
plat́ı:

• ∅6∈C

• (C1, C2 ∈ C ∧ C1 ⊆ C2) ⇒ (C1 = C2)

• (C1, C2 ∈ C, C1 6= C2, e ∈ C1 ∩ C2) ⇒ (∃C3 ∈ C;C3 ⊆ (C1 ∪ C2)− e

Důkaz:
Prvńı a druhé je jednoduché, př́ımo z axiomů.

To třet́ı dokazujeme sporem. Necht’ máme tedy C1, C2. Ty jsou r̊uzné, proto
existuje f , které je v C2 a neńı v C1. Když ho z C2 odeberu, dostanu něco
nezávislého. Zkuśım přidávat tak, abych dostal maximálńı nezávislou I. Tam
určitě neńı f . Celé C1 tam také neńı, proto tam chyb́ı ještě nějaké g ∈ C1\I.
A je vidět, že f 6= g, tedy v I chyb́ı minimálně 2 prvky oproti sjednoceńı
C1∪C2. Ale sjednoceńı bez e je jen o 1 menš́ı. Na I tedy aplikuji třet́ı axiom,
přidám prvek, ale to je spor s maximalitou I, proto toto nastat nemůže.

-

Jednoprvkové kružnice se nazývaj́ı smyčky.

Věta 1 Necht’ C ⊆ 2E o kterém plat́ı podmı́nky z Lemmatu 1. Potom I :=
{I| (I ⊆ E) ∧ (∀C ∈ C(C 6⊆ I)} tvoř́ı matroid M = (E, I) a C jsou kružnice
M.
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Důkaz:
Protože prázdná nesmı́ být kružnice, prázdná je v I. Pokud něco neobsahuje
kružnici, pak ani nic menš́ıho, druhá podmı́nka také plat́ı.

Třet́ı dokazujeme sporem, máme dva prvky, I1, I2, |I1| < |I2| a kdyko-
liv cokoliv k I1 přidáme z I2, tak dostaneme kružnici/závislou množinu.
Zvolme nezávislou množinu I3 takovou, že |I3| > |I1| a |I1\I3| je minimálńı
(přidáváme, dokud to jde). Tento rozd́ıl je neprázdný. Fixujme e ∈ I1\I3.
Definujme Tf := (I3 − f + e), pro každé f ∈ I3\I1, kde to jde.

Pokud Tf je nezávislá, pak zmenš́ım rozd́ıl, tedy spor s minimalitou |I1\I3|.
Tedy je závislá, je tam kružnice Cf . e ∈ Cf , f 6∈Cf . Pokud Cf ∩ (I3\I1) =
∅ ⇒ Cf ⊆ (I3 ∩ I1 + e− f). To je spor.

Existuje tedy ∃g ∈ Cf ∩ (I3\I1). Aplikujeme třet́ı podmı́nku Lemmatu 1.
e ∈ Cf ∩Cg; g ∈ Cf ; g 6∈Cg, tedy Cg 6= Cf , tedy ∃C ⊆ (Cf ∪Cg)−e ⊆ I3, C ∈
C, což je spor. Proto p̊uvodńı předpoklad je chybný.

-

Co do inkluze maximálńı nezávislé množiny jsou báze, znač́ıme B nebo
B(M).

Lemma 2 Necht’ B1, B2 ∈ B. Potom |B1| = |B2|

Důkaz:
Triviálně plyne z výměnného axiomu (třet́ıho).

-

Lemma 3 (Vlastnosti báze) Jednak, existuje alespoň jedna báze. A když
mám dvě báze, z jedné něco odeberu a přidám něco z druhé, mám opět bázi.

Důkaz:
Triviálně plyne z prvńıho a z třet́ıho.

-

Lemma 4 Necht’ B splňuje podmı́nky v Lemmatu 3. Potom libovolné dvě
báze jsou stejně velké.

Důkaz:
Sporem. Máme |B1| > |B2|. Vezmu prvek e ∈ B1\B2, aplikuji druhou
podmı́nku, źıskám opět bázi, stejně velkou, pokračuju, dokud mi nedojdou
prvky e – ale potom mám něco větš́ıho, než B2.
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-

Věta 2 Vlastnosti báze jsou dostatečné zadáńı matroidu (když vezmu všechny
podmnožiny baźı, mám I).

Důkaz:
Prvńı triviálńı, druhé také.

Pro spor předpokládejme, že třet́ı neplat́ı. Máme dvě nezávislé I1, I2, |I1| <
|I2| a vezmu libovolný prvek z I2 e, který neńı v I1. Když ho přidám, dostanu
závislou.

Pro ně existuj́ı nějaké báze, tam lze něco přestrkovat.

-

Lemma 5 Třet́ı podmı́nka kružnic jde ześılit – m̊užu si vybrat i jeden prvek
z C1\C2, který tam muśı skončit.

Lemma 6 U báźı to jde i naopak – ne, že řeknu
”
tenhle vyhod’“ a v závislosti

na tom si nějaký vyberu, ale řeknu
”
tenhle přidej“ a v závislosti na tom jeden

vynechám.

0.1 Ranková funkce

Ranková funkce je funkce r : 2E → Z
+
0 . Na matroidech funguje tak, že

přǐrazuje velikost maximálńı nezávislé podmnožiny.

r(M) je rank celého matroidu a je to zřejmé, co je.

Lemma 7 (Vlastnosti rankové funkce) • 0 ≤ r(X) ≤ |X|

• X ⊆ Y ⇒ r(X) ≤ r(Y )

• X,Y ⊆ E; r(X ∪ Y ) + r(X ∩ Y ) = r(X) + r(Y )

Důkaz:
Prvńı a druhé je vidět.

Třet́ı je potřeba utlouct, vezmeme si ty nejlepš́ı nezávislou v pr̊uniku a v
sjednoceńı. Poté se začne poč́ıtat s těma

”
ušima“ a utluče se to.

-
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Lemma 8 Necht’ M(E, I) je matroid a r : 2E → Z
+
0 splňuje vlastnosti z

Lemma 7. Potom X,Y ⊆ E takevé, že ∀y ∈ Y \X; r(X + y) = r(X). Poto
r(X ∪ Y ) = r(X)

Důkaz:
Indukćı podle velikosti rozd́ılu. Pokud je jen 1, tak pohoda.

Jinak št́ıpnu ty rozd́ılné na dvě části (Y1, Y2), když přidám ty, tak dle in-
dukčńıho předpokladu to plat́ı. Na ty dvě části plat́ı pust́ıme submodularitu.

r(X ∪ Y1) = r(X)

r(X ∪ Y2) = r(X)

r(X ∪ Y ) + r(X) ≤ r(X) + r(X)

r(X) ≤ r(X ∪ Y ) ≤ r(X)

-

Věta 3 Necht’ E je konečná množina, r je funkce splňuj́ıćı věci z Lemma
7. Potom M(E, I = {I ⊆ E; r(I) = |I|}) je matroid a r je jeho ranková
funkce.

Důkaz:
Prvńı je, že prázdná je nezávislá, což zjevně je.

Dvojku dokážeme pomoćı submodularity, vyjde nám, že velikosti stále sed́ı.

Trojku dokážeme sporem. Vezmeme I1, I2 nezávislé, I1 < I2, ale žádné z
rozd́ılu nejde přidat. To znamená, že ten prvek přebývá v mohutnosti oproti
ranku (r(I1) ≤ r(I1+e) < |I1|+1, tedy se přidáńım nezměńı. Podle lemmatu
8 ale to muśı být totéž jako r(I1∪I2). |I2| = r(I2) ≤ r(I1∪I2) = r(I1) = |I1|,
což je ale ve sporu s velikostmi v předpokladu.

To, že je to ranková funkce, je vidět z definice.

-

H ⊆ E je nadrovina, pokud H je maximálńı podmnožina s vlastnost́ı, že
r(H) < r(M).

Lemma 9 (Sč́ıtáńı matroid̊u) Necht’ M1 = (E1, I1), M (E2, I2), M1 ∩
M2 = ∅. Potom M (E := E1 ∪ E2, {I ⊆ E; I ∩ E1 ∈ I1 ∧ I ∩ E2 ∈ I2}) je
také matroid.
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Když máme matici A a jej́ı nezávislé sloupce, máme matroid.

Matroid je nad nějakým tělesem representovatelný, pokud existuje matice
nad t́ım tělesem, která tvoř́ı tento matroid. Obecně (bez tělesa) je reprezen-
tovatelný, pokud existuje alespoň jedno těleso, nad kterým to jde.

Lze převést na jednotkovou matici nějakého řádu a pak nějaký zbytek (ten
řád bude rank matroidu). Báze bude ty jednotkové sloupce.

0.2 Dualita

Máme B množinu baźı matroiduM = (E, I). Definujme B∗ = {E\B;B ∈ B}.
Toto splňuje podmı́nky baźı, tedy je to matroid. Takovému ř́ıkáme že je
duálńı.

Tvrzeńı 1 B∗ je množina baźı.

Důkaz:
Je to neprázdné (to je vidět).

Když vyměňuji prvky, tak budu jen vyměňovat naopak.

-

Důsledek 1 (M∗)∗ = M

r(E) + r∗(E) = |E|

Tvrzeńı 2
∀X ⊆ E; r∗(X) = |X| − r(E) + r(E\X)

Důkaz:
Jen upoč́ıtat, nějakým doplňováńım na bázi.

-

Lemma 10 C∗ je co-kružnice, právě když jej́ı komplement je nadrovina.

Důkaz:
To je upoč́ıtatelné z předchoźıho tvrzeńı a z toho, že kružnice je minimálńı,
co má rank o jedna menš́ı, než počet prvk̊u, nadrovina zase max co je o 1
menš́ı, než matroid.
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-

Důsledek 2 Nadroviny v grafech jsou minimálńı hranové řezy G.

Tvrzeńı 3 C je kružnice, C∗ je duálńı kružnice. Potom |C ∩ C∗| 6= 1.

Důkaz:
Sporem. Vezmeme nadrovinu H, která je doplňkem C∗. e (který je v C i v
C∗ tam nelež́ı. Tak ho tam zkuśıme přidat. Vezmu r(C) + r(E) = r(C −
e) + r(H + e) (do nadroviny můžu přidat, to se zvětš́ı, ale u kružnice se
rank nezměńı). To je totéž jako r(C ∩H) + r(C ∪H) ≤ r(C) + r(H). Tedy,
r(E) ≤ r(H), což nejde.

-

Tvrzeńı 4 M1,M2 jsou matroidy na disjunktńıch množinách. M∗
1⊕M∗

2 =
(M1 ⊕M2)

∗.

Důkaz:
Z definice přes baze. Prostě v každém žije kus báze.

-

0.3 Minory

Chceme vynechávat a kontrahovat.

Když vynechám hrany, tak mámM\T = (E\T, I ′ = {I; I ⊆ E\T ∧ I ∈ I}).
Toto je matroid, to je vidět.

Pokud kontrahuji, tak dostanu M/T = (M∗\T )∗. Použ́ıvám jen matroidové
operace, takže dostanu matroid.

Tvrzeńı 5 Necht’ mám M, T ⊆ E, X ⊆ E\T . Po vynecháńı rank X
z̊ustane. U kontrakce rM/T (X) = rM(X ∪ T )− rM(T ).

Důkaz:
Přes vzoreček pro duality, jen upoč́ıtáńı.

-
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C ′ ⊆ E\T je kružnice v M/T právě když C ′ je minimálńı neprázndá z
{C\T ;C ∈ C(M)}.

Pořad́ı vynecháváńı a kontrahováńı lze libovolně prohazovat.

N je minor M ⇔ N ∗ je minor M∗.

Duál k K5 a k K3,3 neńı grafový (matroid dle definice existuje, ale nejde
nakreslit jako graf).

1 Souvislost

G je vrcholově 2-souvislý ⇔ každé dva vrcholy lež́ı na společné kružnici.

V matroidu můžeme mı́t totéž, jen ř́ıkáme s hranami, ne s vrcholy, ale
vycháźı stejná vlastnost.

Vlastnost, že jsou spolu v kružnici je symetrická, reflexivńı a tranzitivńı (to
posledńı se dokáže sporem).

Množina X je separátor, pokud X je sjednoceńı komponent souvislosti.

Každá kružnice lež́ı v právě jedné komponentě.

Tvrzeńı 6 X je separátor ⇔ r(X) + r(E\X) = r(M).

Důkaz:
Jedńım směrem ze submodularity. Dokážeme, že báze jsou jen v jedné nebo
druhé části.

-

Lemma 11 X je separátor. Potom je r(F ) = r(F ∩X) + r(F\X).

Lemma 12 M/X = M\X ⇔ X je separátor.

Důkaz:
Přes báze a definice.

-

Lemma 13 X je separátor ⇔ r(X) + r∗(X) = |X|.

Důkaz:
Plyne z r∗(X) = |X| − r(M) + r(E\X).
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-

Důsledek 3 X je separátor v M ⇔ X je separátor M∗.

Věta 4 Matroid je direktńım součtem svých komponent souvislosti.

Lemma 14 M je souvislý ⇔ pro každé dva prvky existuje nadrovina, která
jimi neprocháźı.

2 Matroid intersection theorem

Máme dva matroidy M1,M2 na stejné množině E. Snaž́ıme se naj́ıt co
největš́ı nezávislou množinu v obou (třeba i váženě).

Věta 5

max
X⊆E;r1(X)=r2(X)=|X|

|X| = min
E1

�

∪
E2=E

r1(E1) + r2(E2)

Důkaz:
Napřed ≤. Pokud X je nezávislá v M1 i M2 a E1

�

∪E2 = E, potom:

|X ∩ Ei| ≤ ri(Ei)

V druhé části ukážeme algoritmus, máme orákulum, to ř́ıká, jestli je podmnožina
nezávislá.

Iterativně v kroćıch, v každém kroku bud’ najdeme rozklad nebo X o kousek
zvětš́ıme. Začneme s prázdnou množinou.

Sestroj́ıme pomocný graf. Bude bipartitńı, na jedné straně X, na druhé
E\X. Hranu z y ∈ E\X do x ∈ X dám, pokud nahrazeńı x prvkem y bude
nezávislou v M2. Opačnou dám, pokud je nezávislá v M1.

Množina Y1 jsou ty prvky y takové, že je můžu přidat a bude nezávislá v
M1 a Y2 obdobně.

Prvńı př́ıklad je, když existuje orientovaná cesta z Y1 do Y2 a druhý př́ıpad
je, když neńı.

Vezmeme napřed př́ıpad druhý.

E2 := {z; existuje orientovaná cesta do z z Y1}. E1 := E\E2. Celé Y1 ⊆
E1, Y2 ⊆ E2, všechny př́ıpadné hrany vedou z E2 do E1.

r2(E2) = |X ∩ E2|. Určitě je to ≥, protože E2 je nezávislá v M2. Kdyby
neplatilo opačně, tak |Z| > |X ∩ E2|, Z je nezávislá v M2. BÚNO X ∩E2 ⊆
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Z. Tedy ∃z ∈ Z\X ∪ E2. X ∪ {z} je závislá M2, protože jinak z ∈ Y2.
r2(X ∪ {z}) = |X|. (X ∩ E2) ∪ {z} je nezávislá v M2, (X ∩ E2) ∪ {z} ⊆
Z ′ ⊆ X ∪ {} ; r2(Z

′) = |Z ′| = |X|. Tedy Z ′ = (X\ {x}) ∪ {z}. Našel jsem
tedy šipku z E2 do E1, tedy spor.

Protože jsme použili jen směr šipek, ne dostupnost, lze totéž udělat i pro
E1.

Nyńı př́ıpad, kdy orientovaná cesta z nějakého vrcholu v Y1 do
nějakého v Y2 vede.

Vezmu tu nejkratš́ı cestu. Označ́ım ji jako y0, x1, y1, x2, . . . , yk, y0 ∈ Y1, yk ∈
Y2. Vezmu množinu X ′ := X {x1, . . . , xk} ∪ {y0, . . . , yk}. Pokud se Y1, Y2
prot́ınaj́ı, je něco, co je nezávislé v obou, lze to prostě přidat (y0 = yk).

Tato množina je větš́ı, chceme dokázat, že je nezávislá v obou matroidech.

Dokážeme v M1, druhý směr je stejný, jen se prohod́ı 1,2 a směr šipek.

Vezmeme indukćı. X je nezávislá, po prvńı výměně (jdeme od posledńıho
prvku na cestě) je to ještě definice hrany.

Jsme tedy ve stavu, kdy jsme dokázali, že X\ {xi+1, . . . , xk} ∪ {yi+1, . . . yk}
je závislá a pro spor předpokládejme, že X\ {xi, . . . , xk} ∪ {yi, . . . , yk} je
závislá. V té staré je tedy prvek, který zvedne té nové rank, muśı být mezi
těmi, které vyhazuju.

Také X\ {xi} ∪ {yi} je nezávislá (existence šipky). Tedy existuje xj , které
tam můžu přidat (yi to neńı, to by nebyla závislá). Tedy, mám nezávislou
množinu velikosti |X|. Z této množiny můžu přidat něco do X\ {xi}, je to
některé yl, ale pro l ≥ i. Potom tam je ale šipka a je to zkratka, nebyla to
nejkratš́ı cesta. Takže máme jinou množinu stejné velikosti.

Dále, dle Y1, X ∪ {yi} je nezávislá. Takže tam můžeme přidat jeden prvek
tak, aby byla nezávislá. Pokud je to y0, pak hurá, necht’ tedy je to některé xi.
To, co vznikne, je větš́ı, než X a lze tedy tam lze něco přidat, je to některé
yi. No ale potom yi ∈ Y1 a nemám nejkratš́ı cestu.

-

3 Souvislost

Tvrzeńı 7 G je souvislý graf, X,Y rokzlad E a GX , GY indukované X,Y .
Potom r(X)+r(Y )−r(E) ≤ |V (Gx) ∩ V (Gy)− 1|. Nav́ıc je to rovnost pouze
pro GX , GY souvislé.

Důkaz:
Budeme poč́ıtat počty hran podle počtu vrchol̊u v lesech.
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-

Necht’ M = (E, I), (X,Y ) rozklad E je k-separace pokud z r(X)+ r(Y )−
r(E) ≤ k− 1. k-separace je Tutteovská, pokud min {|X|, |Y |} ≥ k. Je cyk-

lická, pokud r(x) < |X| a r(Y ) ≤ |Y | (každá obsahuje kružnici). Esenciálńı
(vertikálńı) je min {r(X), r(Y )} ≥ k.

Esenciálńı separace je i tutteovská.

Souvislost (tutteovská) matroidu M je λ(M) = min{∞, k;M má tutteov-
skou separaci }.

Je (tutteovsky) k-souvislý, pokud jeho souvislost je alespoň k. Matroid je
souvislý, právě když je λ(M) ≥ 2.

Cyklická je γ(M) a esenciálńı κ(M).

Tvrzeńı 8 λ(M) = λ(M∗)

Důkaz:
r(Y ) = r(E)− r(X) = r(X) + r∗(X)− |X| = r∗(X) + r∗(E\X)− r∗(E)

-

Tvrzeńı 9 κ(M) = γ(M∗)

Důkaz:
Něco žije v nadrovině, doplněk je kružnice v duálu.

-

Tvrzeńı 10 Mějme matroid M s λ(M) < ∞. Potom M je tutteovsky k-
souvislý ⇔ cyklicky k-souvislý a essinciálně k-souvislý.

Důkaz:
Esenciáĺı k-separace je také tutteovská.

Opačně sporem přes nejmenš́ı protipř́ıklad.

-

Věta 6 k ≥ 2 a G souvislý graf s alespoň k + 1 vrcholy. G je vrcholově
k-souvislý, pokud M(G) je esenciálně k-souvislý.
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Důkaz:
Vezmeme minimálńı řez. Máme tedy části A,B, grafy GA, GB jsou ta kom-
ponenta i s řezem, hrany EA jsou grafu GA, tak aby EA, EB byl rozklad.
R(ea) ≥ |S|. Je to tedy esenciálńı |S|-separace.

Druhé sporem. G je k-souvislý. Vezmu G1, G2, což je všechny vrcholy jen s
jednou množinou hran.

Najdeme dva vrcholy, co jsou v r̊uzných komponentách v obou grafech.
Dokáže se, že taková dvojice neexistuje. Tedy, alespoň jeden z nich je sou-
vislý. Takže r(E1) = r(E).

-

V grafu cyklický k-̌rez je takový, že obě části jsou cyklické. Pozor, řez je
pr̊unik, ne odebráńı.

Věta 7 k je alespoň 2, G je cyklicky k-souvislý ⇔ M(G) je cyklicky k-
souvislý.

Důkaz:
Sporem. Máme v grafu malý řez. Z definice.

Opačně, malý řez vM(G), minimalizujeme i počet komponent. Chv́ıli předpokládáme,
že G1 i G2 je souvislý. Vytáhneme spor, můžeme nerovnost použ́ıt s rovnost́ı.

Máme tedy v každém kružnici, každá taková žije v jedné komponentě. Necht’

tedy G2 je ten nesouvislý. Vezmeme komponentu, která neobsahuje alespoň
jednu kružnici. Přestrč́ım tuto komponentu z E2 do E1. Rank se na jedné
straně zmenš́ı přesně o rank té komponenty, na druhé straně vzroste nejvýše
o to. Stále máme k′-separátor. Muśı mı́t ale méně komponent, proto spor.

-

E1, E2 rozklad hran, |V (G[E1]) ∩ V (G(E2)| = k, |E1|, |E2| ≥ k.

Tutteovský řez je bud’ vrcholový nebo cyklický.

Věta 8 G je souvislý. Je tutteovsky k-souvislý když M(G) je tutteovsky k-
souvislý.

Důkaz:
Zase dvěma spory.

-
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Věta 9 M, λ(M) < ∞. Potom λ(M) = minκ(M), g(M, kde g je obvod –
délka minimálńı kružnice.

Důkaz:
λ(M) ≤ κ(M). Dále, λ(M) ≤ γ(M). Pokud zbytek grafu obsahuje nějakou
kružnici, pak také ≤ g(M).

-

Důsledek 4 G souvislý, |V | ≥ 3, neńı to trojúhelńık. Potom λ(M(G)) =
{κ(G), g(G)}.

Chceme minimalizovat počet nezávislých množin na pokryt́ı. To je ∀E′ ⊆
E; |E′| ≤ k · r(E).

Maximálńı pr̊uměrný stupeň mad(G) = maxG′⊆G
2·|E(G′)|
|V (G)| .

Když ho chceme naj́ıt, tak ho hledáme mezi hodnotami 2k
l . Chceme nejmeńı̌s,

co je alespoň tak velký jako mad.

mad(G) ≤ 2k ⇔ lze naj́ıt k nezávislými z M+(G). Představme si, že
máme matroidM a jeho standardńı reprezentaci. Pivotace je výběr prvkku
matice a zeliminováńı podle něho. Toto zachovává matroid, jen vyměňuje
prvek v bázi. Lze jen s těmi, které jsou na fundamentálńı kružnici.

Věta 10 Matroid M je binárńı ⇔ nemá minor U2,4.

Důkaz:
U2,4 neńı binárńı, proto nic, co ho má jako minor.

Opačně, necht’M je minorově minimálńı nebinárńı matroid a BÚNO 2r(M) ≤
|E| (jinak můžu udělat duál). Neobsahuje smyčky a paralelńı hrany (stejně
nedělaj́ı problém).B je máze,D je matice incidence fundamentálńıch kružnic
vzhledem k B. Toto by byla reprezentace, pokud by byl binárńı. Existuje
B′ taková, že fundamentálńı kružnice vzhledem k B′ nejsou korektně repre-
zentovány. Má tedy dva sloupce, tedy má nejvýše 4 elementy (jinak by byla
moc malá báze, kv̊uli předpokladu na rank). Ale má alespoň jeden element.

-

Lemma 15 M je binárńı matroid, C ∈ C;C∗ ∈ C∗;⇒ |C ∩ C∗| je sudý.

Důkaz:
Pokud je to nula, tak OK.

Jinak, máme x z pr̊uniku. Bude se koukat, jeden prvek s jedničkou v bázi,
muśı se posč́ıtávat na 0 v řádku i ve sloupečku.
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-

Lemma 16 Symetrický rozd́ıl kružnic je disjunktńı sjednoceńı kružnic.

Důkaz:
Vidět ze součt̊u sloupečk̊u, ty musej́ı vyj́ıt 0.

-

Věta 11 Pro matroid M je ekvivalentńı:

• M je binárńı.

• ∀C ∈ C; ∀C∗ ∈ C∗; |C ∩ C∗| sudý.

• Symetrický rozd́ıl 2 kružnic obsahuje kružnici.

• Symetrický rozd́ıl 2 kružnic je disjunktńı sjednoceńı kružnic.

• Totéž pro libovolné systémy kružnic.

• Pro každou bázi a ∀C ∈ C je C symetrický rozd́ıl fundamentálńıch
kružnic vzhledem k B přes všechny prvky C\B.

• Existuje báze taková, že plat́ı předchoźı.

Tvrzeńı 11 F7 a jeho duál jsou zakázané minory pro všechna tělesa kromě
těles charakteristiky 2.

Věta 12 U GF3 jjsou zakázané minory F7, F
∗
7 , U2,5, U3,5.

Věta 13 q je mocnina prvoč́ısla, M je mtroid ranku r nereprezentovatelný
nad GFq bez smyček a paralelńıch prvk̊u. Potom je omezený počet prvk̊u.

4 Ternárńı matroidy

4.1 Totálně unimodulárńı matice

A je totálně unimoduláńı matice (bude nad R), pokud pro každou jej́ı
čtvercovou podmatici plat́ı, že jej́ı determinant je bud’ 0, ±1. Tedy, i prvky
jsou 0,±1.

M je unimodulárńı, pokud je reprezentovatelný nad R pomoćı totálně uni-
modulárńı matice.
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Lemma 17 A je totálně unimodulárńı matice. Potom pivotaćı źıskáme opět
totálně unimodulárńı matici.

Důkaz:
Jediné, co se může změnit na determinantu, je jeho znaménko, pomoćı
násobeńı. Je potřeba rozmyslet, co se bude d́ıt, když pivot je mimo. Ale
pak je tam můžu přidat a tvářit se na to.

-

Lemma 18 Duál unimodulárńıho matroidu je opět unimodulárńı.

Důkaz:
Transpozice bude zachovávat determinanty podmatic.

-

Lemma 19 Minory zachovávaj́ı unimodularitu.

Důkaz:
Vynecháńı jen omeźı množinu podmatic. A kontrakce je vynecháńı v duálu.

-

Lemma 20 M je binárńı a [Ir|D1] je jeho reprezentace nad M s prvky
0, 1,−1 a [Ir|D2] vznikne pivotaćı z [Ir|D1]. Potom jsou prvky jen 0,±1.

Důkaz:
Rozbor př́ıpad̊u.

-

Věta 14 Následuj́ıćı charakteristiky M jsou ekvivalentńı:

• M je unimodulárńı.

• M je regulárńı (reprezentovateléné ∀F tělesa).

• M binárńı a F-reprezentovatelné pro nějaké těleso F charakteristiky
6= 2.

Důsledek 5 M je regulárńı ⇔ je binárńı a ternárńı.

Věta 15 Minory zakázané pro regulárńı matroidy jsou U2,4, F7, F
∗
7

Plyne ze zakázaných pro binárńı a ternárńı, jen vyhážu to, co už neńı
potřeba.
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5 Grafové minory

G(V,E), X ⊆ E; r(X) = |V | − C(V,X)

Budeme brát jen grafy bez smyček a izolovaných vrchol̊u.

Zat́ımco graf určuje matroid jednoznačně, opačně to neplat́ı. Např. můžu
mı́t dva grafy se stejným matroidem, viz:

Tedy, můžu identifikovat vrchol r̊uzných komponent (opačně, rozdělit arti-
kulaci) a protočit v 2-̌rezu.

Lemma 21 G je 3-souvislý graf, H je bez izolovaných vrchol̊u a M(G) =
M(H). Potom G ∼= H.

Důkaz:
Minimálńı hranový řez G je kokružnice v M(G). Doplněk je nadrovina v
M(G). Potom H ⊆ E je souvislá nadrovina M(G). E\H je incidentńı s
jedńım vrcholem. Tedy G indukuje izomorfńı graf s H.

-

Věta 16 (Whitney) Necht’ G,H jsou grafy, ϕ(E(G)) → ϕ(E(H)) iso-
morfizmus M(G) a M(H). Tak lze G použit́ım operaćı na začátku kapitoly
převést na H. Nav́ıc, jsou-li G,H 2-souvislé, použ́ıváme pouze přetáčeńı.

Věta 17 Máme G graf a M matroid. M ∼= M∗G ⇔ r(M) = r(M(G))∧
každý elementárńı řez je sjednoceńı kokružnic M.

Důkaz:
Jedńım směrem triviálńı.

Opačně indukćı podle počtu prvk̊u. Nosná množina je |E|. Búno G je sou-
vislý. Předpokládejme, že nejsou stejné, ale tamto plat́ı.

-
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5.1 Testováńı binarity

Vezmeme k ∈ N, k ≥ 3 a množinu E {x1, . . . , xk, y1, . . . yk} a C∞ {{xi, xj , yi, yj} ; i 6= j} , C∈ =
{{z1, . . . , zk} ; zi ∈ {xi, yj} ; {z1, . . . , zk} ∩ {y1, . . . , yk} je sudé }.

Toto je binárńı matroid.

6 Grafové š́ı̌rky

Viz např. minory.

Nyńı u brandwidth budeme definovat:

š́ı̌rka hrany e = r(E1)+ r(E2)− r(E)+1 (hrana rozkladu) – při rozkladu na
(E1, E2) po odebráńı e z rozkladu. Nyńı se to ale lǐśı od grafové š́ı̌rky, lǐśı
se, pokud má graf most, pokud nemá, potom se rovnaj́ı.

Branchwidth matroidu a jeho duálu jsou stejné.

Necht’ k ≥ 1. k-rozklad matroidu bude strom, kde všechny vnitřńı kromě
kořene maj́ı stupeň 3, kořen má stupeň 2 (binárńı zakořeněný strom). Uděláme
bijekci mezi prvky matroidu a listy, označ́ım si smyčky. Pro vnitřńı máme
funkci ϕv, která dvojici č́ısel (0 . . . k)2 → 0 . . . k a ϕr

v : (0 . . . k)2 → N0.

Když chci spoč́ıtat rank, tak obarv́ım prvky množiny 1, jinak 0. Listy obar-
vené 1, které nejsou smyčky označ́ım značkou 1. Všechny ostatńı dostanou
značku 0.

Barva vnitřńıho γ bude ϕv(γ1, γ2) a značka λ := λ1+λ2−ϕr
v(γ1, γ2). Pokud

vždy v kořeni najdeme rank, tak to je dekompozice. Dekompozičńı š́ı̌rka je
nejmenš́ı k, pro které existuje funkčńı dekompozičńı strom.

To jde někdy, protože můžu vždycky mı́t exponenciálně mnoho barev, tak
do toho můžu zakódovávat celé množiny.

Věta 18 M reprezentovatelný nad konečným tělesem F, |F| = q. mbw(M) ≥

1, potom existuje k-dekompozice M, kde k = qk+1−q(k+1)+k
(q−1)2

. Je-li dán roz-

klad, najdu k-dekompozici v čase O(n1+α, kde α je exponent u násobeńı
matic.

Důkaz:
Kořen vraźım do libovolné hrany.Wv je lineárńı obal list̊u podstromu zakořeněného
ve v. W ′

v je lineárńı obal ostatńıch list̊u. Dv = Wv ∩W ′
v. Dimenze tohoto je

nejvýše k. Mám nejvýše
∑k

i=1
qi−1
q−1 + 1 r̊uzných podprostor̊u.

-
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