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1 Riemantuv integral
Méjme funkei f. Cislo IR je Riemaniiv integrdl kdyz
Ve e RT3 € RY;|I — R(5,C,D)| < e

, kde R(0,C, D) je déleni intervalu na obdélniky o ,,8ifce” maximélné § (>
jejich ploch). Lze chapat jako limitu kdyz e jde k 0. Pokud limita exis-
tuje, je Riemanovsky integrovatelnd. Mnozina takovych funkci se bude
znacitR[a, b], (a,b) je interval.

Lze chapat jako definici plochy pod kfivkou.

Dolni riemanovskd ) je soucet nejvétsich ¢tvercu co se vejdou "pod”,
Horni je podobné. Dolni riemanovsky integrdl [ = sup(V dolnich
riemanovskych ). B

Tyhle veliciny jsou vzdy definované, ale mohou byt € R*.

Riemanuv integral existuje, pokud dolni i horni riemanuv integral je
stejny a vlastni a pak ma jejich hodnotu také.

Neomezena fce f¢R:

Jako cvicéeni
Dukaz, ze

Pozorovani:
Dolnf riemanovskd Y < dornf riemanovsky [, coz je vidét. Kdyz D a D’
jsou délenf intervalu (a,b). D’ je zjemnéni D < D C D'.

Méjme f definovanou na (a,b). Pfi zjemnéni dolni se nezmensi a horni
se nezvétsi. DU:

e Dolni a horni riemanovu sumu.

0,1) . f(0) =1,/ (x € (0,1))

T



e Pokud se lis{ jen v kone¢né mnoha bodech — s integrovatelnosti a
hodnotou integrdlu jsou na tom stejné.

Trivialni nerovnosti:
VD - déleni, dolnf suma je < [ < horn{ suma.

Véta o kritériu riemanovské integrovatelnosti:
Méjme f na (a,b). Je riemanovsky integrovatelnd < Ve € RT3D({a,b))
horn{ suma - doln{ suma < e. Obdobné, 36 € R*VD({a,b),d) plati.

To prvni je jasné z nerovnosti (sta¢i domyslet).

Pokud Ve € RY30 € RTVay,xo; |11 — 22| < 6 — |f(21) — f(22)| < €,
pak se nazyva Stejnomérné spojitd. Tato definice je stejnd jako spojitost
na uzavieném intervalu.

f na (a,b) je riemanovsky integrovatelna pravé kdyz je omezend a jeji
mnozina bodl nespojitosti ma miru 0 - Vy3 systém intervalu takovy, ze
soucet délek téch intervalu a jejich sjednoceni ddava dohromady cely interval.
Kdyz je integral, pak je spojity a jeho derivace je ptvodni funkce.

Pro kazdy bod: Vezméme okoli bodu, dokdze se podle toho, ze je to jen
supremum/infimum * délka coz je omezené.

2 Posloupnosti a fady funkci

e Limita posloupnosti funkci

e Nekonecnd tada funkci
Bodovad konvergence
Va lim {,(2)} = lim = f,, >

no muze zaviset na x.
Stejnomérnd konvergence je podobnd, jen ng nezavisi na x.
%

fn S

_)

Lokdlni konvergence pro kazdy bod lze najit okoli, kde kde konverguje

stejnomérné
loc

N
I
2.1 Zaména poradi operaci
Bolzano-Cauchyova podminka:

fn M%R;fn:f(:)VeeRJrElno € NVm,n > noVe € M;|fn(x) — fm(z)| <€
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O situacich kde slabsi konvergence implikuji silnéjsi:

e Meéjme néjaky (mozno neomezeny) interval (a,b).

loc

Vied) C (@b)ifu 2 F & fu_ fo

e Uzavfeny interval, vSechny funkce spojité, vSsechny monoténni. Pokud
je zde vSude bodové konvergentni, pak je zde stejnomérné konvergence.

Moorova-Ostugova véta (o prohozeni limit):

fn,f:M—>R,xo6R*,P(m0,56R+);fn:f:> lim lim fo(z) = lim lim f(z)

n—00 T—Ig T—To N—r00

Dukaz:
Rozepsat, prohazet.

Dusledek:

Stejnomérné konvergence zachovava spojitost.

[ flloo = SUP‘f(m)‘xeM

Véta 2.4 o zaméné integralu a limity:

b b
fn:fna <a,b),fneR<a,b>:>feR<a,b>,/a f= lim /a o

n—o0

Dikaz prez rozepsani Riemanova integralu a limity.
Lze se dostat k

$(fn, D) —e € (0,b—a) < s(f,D) <S(f,D) <S(fn,D)+e€€(0,b—a)
Véta 2.5 o derivaci a limité:

—00 < a<b<oo,fn((a,b) - R

fn mé na (a,b) vlastn{ f.

loc loc

f'n :; g na (a,b) A 3z € (a,b); fn(xo) konverguje. = 3f, :; f na (a,b)
Poznamka:
, — —
fn_g=fu_f
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Dikaz:
Vezméme (c,d) ,zo € (c,d) kde konverguje stejnomérné. Pomoci soumérné
bolzanovy-cauchyovy podminky, Lagrangeova véta o stifedni hodnoteé.

Nyni je tfeba dokézat, ze je to derivace.

Véta 2.6 Weierstrassova:
Kazda spojita funkce muze byt aproximovand polynomy na uzavieném in-
tervalu.

f({a,b)) = R spojitd = Ve € RTIP(z)Vz € (a,b);|f(z) — p(z)| < ¢

Véta 2.7 Weierstrassuv test:

(o ¢] (o ¢] _)
(M) =R, Y supaent| fox] = Y f
n=1 n=1

o0 [e.e] %
> fa = f spojitd :>Z_>f
n=1 n=1
2.2 Fourierova rada

Trigonometrickd rada je fada vyjadiena jako:

[e.e]

% 3 (an cos (nz) + by, sin (n))
n=1

Aby se funkce f dala vyjadiit jako Fourierova rada, musi byt periodicka

s periodou 27.
fi(=m,m) =R

nez mocninné rady.
Definujme symbol:

fyg(f7€<—ﬁ,ﬂ><f,g>3:: B fg

Je to symetrické a bilinearni a pozitivné semidefinitni.

Vf € R{~m,m);{f,f) =0

Tvoii ortogonalni systém.
f € R (—m, ) fourierovy koeficienty jsou A,, = % (f,cosnx) = %ffﬁ f(x)sinnzdz.



Ne vzdy ta trigonometricka fada konverguje k té funkei.

Véta 2.16:

feR(—mm),

An:%<f,cosnm),

B, :%<f,sinnx>

L A +§<Ai +B) < h =2 [ P

— lim A, = lim B, =0
n—oo n—o0

3 Metrické prostory

(M,d),d: M x M — RS
Musi spliiovat axiomy:

d(z,y) = d(y,z)
d(z,y)=0sz=y

d(z,y) <d(z,2) +d(zy)
Piiklady:
e Euklidovsky prostor, zobecnéni pro libovolnou mocninu

o M ={f,g: X — R, omezené}
d(f,g) = supzex |f (z) — g (z)]

e Vzdalenost mezi vrcholy souvislého grafu.

Dva metrické prostory jsou isomorfni, pravé kdyz existuju bijekce mezi
My a My, kterd zachovava vzdélenosti.



3.1 Otevrené a uzaviené mnoziny

Méjme metricky prostor (M, d). Oteviend koule B(a,r) = {z € M|d(a,z) < r}

A C M oteviend < Va € AIr>0;B(a,r) C A

A C M uzaviend < M\A oteviend

3.1.1 Vlastnosti

e (), M oteviena.

e S C 2M systém otevienych (koneéné mnoha) = US = Uxcg je také
oteviené.

Prinik otevienych mnozin je oteviena.

(), M uzavrena.
e Prunik uzavienych je uzavieny.

e Sjednoceni uzavienych mnozin je uzaviena.

Méjme metricky prostor (M, d), potom A,, — b € M,lim,_so A, =b &
iy 00 d(Ap, b) = 0.

Mnozina A je uzaviend, pokud V{A,, A, € A}, lim, ,oc Ay, =b =10 €
A.



