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1 Seznamova barevnost

Mame graf G, kazdy vrchol ma prifazen seznam piipustnych barev L,. Cilem
je nalézt obarveni tak, aby kazdy vrchol mél barvu ze svého seznamu a dva
sousedi nebyli stejni.

Vybiravost grafu G je nejmensi k takové, ze pro kazdé seznamy délky
alespon k existuje obarveni.

Zcela ocividné plati, ze x(G) < xi(G), protoze muzu viem dat stejné se-
znamy. Lze najit graf, kde je to ostré (napf. K33).

Opacné je to zcela ocividné A + 1.

Graf G je d-vybiravy, jestlize pro kazdé seznamy L, takové, ze |L,| = d(v)
existuje piipustné obarveni.

Pozorovani 1 Obé mize nastat. Nap?. trojuhelnik takto obarvit nejde.

Tvrzeni 1 Necht G je souvisly graf a L, jsou seznamy barev, takové, Ze
pro kazZdy vrchol velikost seznamu je alespon jeho stuperi a alespon pro jeden
vrchol je ta nerovnost ostrd. Potom existuje pripustné obarven.

Drukaz:

Vezmeme si libovolnou kostru, zakofenim v tom vrcholu, co mé jeden navic.
Postupuji nahoru, vzdy mam jesté jednu barvu volnou (bud mam rodice,
ten je neobarven, nebo je to ten s jednou barvou navic).

1.1 Stupnové vybiravé grafy

Blok grafu je maximalni uplny 2-souvisly podgraf.

Gallaitiv strom je souvisly graf, jehoz kazdy blok je bud tiplny graf nebo
licha kruznice. Vznikne lepenim zminénych kust za vrcholy.

Véta 1 Necht G je souvisly graf. G d-vybiravi < G nend gallaiiv strom.
Lemma 1 Necht G je 2-souwvisly graf, kteryj nend kruznice (ani sudd) a neni

uplny graf. Potom Jv € V(G); ', v" € Ng(v) takové, ze (v, v")¢E(G) a
G\v',v" je souvisly.



Nehrana
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Zoytek grafu, souvishy

Dikaz:

Predpokladejme na chvili, ze G je 3-souvisly. Existuji v ném dva nesousedni
vrcholy a nejkratsi cesta mezi nimi. Pak vezmu jeden z nich jako v/, dalsi na
cesté v a tiet{ jako v”. Graf zustane souvisly po jejich odebrani (protoze je
3-souvisly).

Necht tedy obsahuje 2-fez x,y takovy, Ze nejmensi komponenta po jeho
odebrani je co nejmensi. Na chvili pfedpokladejme, ze (z,y) € E(G). Mam
alespon 2 komponenty, x bude v a vezmu dva sousedy z ruznych komponent.
Je tieba ovérit, ze po odebrani to zustane souvislé. Vezmu libovolné z v jedné
komponenté a vedou z néj alespon 2 vrcholové disjunktni cesty do fezu (kvuli
2-souvislosti), tedy je to souvislé.

Zbyva tedy, kdyz hranou spojeny nejsou. Opét zvolim 2 sousedy x. Kazdy
vrchol ale mé cestu alespoin do  nebo do y. Rozdélim je do dvou mnozin,
Zy a Zy, podle toho, kam mohou, kdyz odeberu v" a v”. Ty jsou disjunktni
(jinak to je souvislé a nemam co fesit). Ptdme se, jak vypadaji pruniky s
nejmensi{ komponentou. Prunik Z, s ni je prazdny, jinak bych mohl vzit v’ a
x jako fez a mél bych mensi komponentu. Obdobné ale do y. Tedy, ta mensi
komponenta je jen jeden vrchol v’.

Zakontrahuji v" a pokracuji indukei. Pokud mi vyjde tplny graf (kruznice
nemuze), tak to néjak vykoukdm (napf v’ ten kontrahovany, jeden soused v
a néco jiného v"). Kdyz z indukce vypadnou vy, vy, vf; a nepouzivam hranu
vzniklou kontrakei mezi vy a vl (BUNO), pak je vezmu tak, jak jsou. Pokud
ano, pak jediny pfipad je tak, ze jeden je vy a jeden v/, misto v/ vezmu v’
a zase v pohodé.

Lemma 2 Necht G je d-neobarvitelny 2-souvisly graf. To nastdvd prdvé
kdyz je to bud iplidk nebo lichd kruznice a nelze obarvit pouze pro vsechny
seznamy stejné.



Dikaz:

Necht mdme 2 sousedni vrcholy a  ma v seznamu barvu, kterd se nevy-
skytuje u y. Potom x utrhneme, udélame kostru, zakofenime v y, pridame
x jako list a obarvime tou barvou, kterou nem4 y v seznamu. Potom barvime
normalné odspodu, az dojdeme k y, tak jedna barva ur¢ité neni spotfebovan4,
x nic nesebralo. Tedy, vS8echny seznamy musi byt stejné, aby to neslo obarvit.

Necht to je takovy graf, abychom mohli aplikovat lemma[Il Potom utrhneme
ty dva vrcholy, udélame kostru, pridame je jako listy a obarvime je stejné
(muzeme, neni mezi nimi hrana). Potom u kofene (to je ten puvodni v)
mame alespon jednu volnou barvu.

Zbyva nam zabit jesté sudé kruznice, ale kdyz maji stejné seznamy, vsechny

dvouprvkové, tak se to da nastiidacku.

Drukaz:
Od té véty: Dokazeme néco trochu silnéjsiho — pokud to nejde obarvit, pak
G je gallaiuv strom a v kazdém bloku B lze ptifadit seznam Lp takovy, ze:

e Pokud dva bloky maji spoleé¢ny vrchol, jejich seznamy jsou disjunktni.

e Seznam vrcholu v je sjednoceni pfes vSechny bloky, ve kterém se vy-
skytuje.

To dokézeme indukei podle poétu bloki. Pfi jednom bloku je to bud licha
kruznice nebo uplindk a vsechny vrcholy maji stejny seznam, podle Lemma
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Jinak se podivdm na libovolny koncovy blok. Dle indukce, pokud zbytek
nelze obarvit, potom je to gallaiuv strom a seznam je dle tvrzeni.

Pokud pro kazdou podmnozinu L, o d prvcich (d je stupen v v tom zbytku)
existuje obarveni, potom mém dostatek barev na doobarveni (zbyde mi ale-
spon jednu navic, protoze to néjak precisluji).

Opacné, pokud nejde obarvit, nasekdm na bloky a indukci. Kdyby list el
obarvit, pak jde celé, proto je to gallaiuv list. A nemohou sdilet stejnou
barvu (ty seznamy), jinak by to zase slo.

Véta 2 (Brooksova pro vybiravost) Necht G je souvisly graf, kterj neni
lichd kruznice nebo uplny graf. Pak xr(G) < A.

Dukaz:

Toto plyne z véty [Il Pokud to neni gallauv strom, pak je to ziejmé (ofezu a



hotovo). Kdyz G je 2-souvisly a je to gallaitiv strom, potom je to bud lich4
kruznice nebo tuplny graf (je cely jeden blok).

Necht tedy neni 2-souvisly, pak vezmu jeden koncovy blok (takovy, co mé
jen jednu artikulaci, je gallaiovym listem). Vezmu néjaky jeho jiny vrchol,
ten m&a mensi vrchol, nez maxima&lni.

Graf G je k-kriticky, pokud x(G) = k, ale pro kazdy jeho vlastni podgraf
je barevnost uz nejvyse k — 1.

Véta 3 (Gallai) Necht G je k-kriticky graf. Potom podgraf G indukovany
vrcholy stupné k — 1 je galaitv les.

Dukaz:

Necht G je k-kriticky a podgraf indukovany vrcholy stupné k — 1 obsahuje
komponentu C, kterd neni gallaiiv strom. Utrhnu komponentu, obarvim
zbytek a kazdému pfifadim barvy, které nejsou na jeho sousedech. Kazdy
vrchol méa seznam velikosti alespon svého stupné, to jde obarvit.

Pozorovani 2 Pocet 8-kritickyjch grafu na libovolné plose je konecény.

Dikaz:
Ma minimalni stupen 7. Proto se tam nevejde s nekoneé¢né mnoha vrcholy,
roste pocet hran moc rychle.

(-]
Véta 4 Necht G je trida grafii uzaviend na minory. Necht H je pevny graf.
Potom existuje linedrni algoritmus, ktery rozhoduje, zda grafy G obsahuji H

jako podgraf.

Dusledek 1 Na libovolné plose je rozhodovdni k-barevnosti pro k > 8 linedrné
resitelné.

Tvrzeni 2 7-kritickych grafi je na libovolné plose koneéné mnoho.

Dikaz:
Definujme deficit pro grafy s max. stupném 6, a to d(G) := > 6 — degv.



Lemma 3 Pokud mdm Gallaitv strom se stupném mazx. 6, co neni Ky, pak
d(H) > VDL

Dukaz:

Najdeme ocislovani vrcholu tak, Zze vrchol stupné 5 a mensi ma alespon
1, vrchol stupné 1 ma alespon % Tvrdim, ze soucet tohoto je alespon ta
polovina, co potfebuji a je to nejvyse tolik hran, kolik jim chybi do 6.

U K<5 a (9 je to vidét, vSechny prispivaji alespon 1.

mam vrchol, ten mé stupen 1, kdyz utrhnu, tak si muze v klidu polovinu
prispét a jednicku dét té artikulaci, od které trham (v tom pfipadé to zvednu
alespon o tolik, kolik je potieba, kdyz se mu snizi stuper).

Kdyz je to ngjaké C7, tak maji stupen 2, jsou tam alespon 2, kazdy si necha
pulku pro sebe a jednicku pro artikulaci uz nastiadaji. Kdyz je to K-, tak
také, protoze kazdy muze uSetfit alesponn polovinu.

Vrcholi stupné 7 a vice muze byt jen omezené, protoze eulerova formule
(podobné jako u 8-kritickych). Ale protoze alespon tolik hran, kolik je deficit
musi koukat z toho gallaiova stromu do téch 7 a vic, a ty maji jen omezené
mnoho hran, tak je i velikost toho gallaiova stromu omezena.

Véta 5 6-kritickijch grafi je také jesté konecné mnoho.

Véta 6 (Alon) Necht G je graf s pramérngm stupném d at je ¢islo splriugici:
t4 t1
d>4< : )logSQ( . )

Potom G neni t-vybiravy.

Dikaz:
M4 podgraf s minimédlnim stupném %. Prosté odeberu vrcholy s malymi
stupni, iterativné k tomu dojdu.

7 toho vyrobim bipartitni podgraf s minimalnim stupném %, jednoduse
rozdélim na dvé ¢asti tak, aby tam bylo co nejvice hran. Tedy minimalni

t4 t4
stupen bude < ; >10g82< ; > Budeme piedpokladat, ze partita A je

veétsi, nez B.



Nechf mnoZina barev K = {1, .. ,t4}. Kazdému vrcholu v B prifadim
ndhodné t-prvkovou mnozinu z mnoziny K. Vrchol v € A se bude nazyvat

: : N\
dobry, pokud se na jeho sousedech vyskytuje vSech < : ) ruznych t-

prvkovych podmnozin K jako seznam.

Pravdépodobnost, ze v neni dobry je nejvyse

Lol

(s¢itame pres vsechny podmnoziny, Ze se tam zrovna tahle nevyskytuje).

Y
-ty <
X

Tedy, sance, ze neni dobry je

(")
4 —10g62
< <t >-e t =0.5

Vezmeme vzorec, Ze

t

Tedy, ve stfedni hodnoté mame alespon polovinu dobrych vrcholu. Existuje
tedy takové prifazeni, ze alespon polovina jich je dobrych, ty si zafixujme.

Nyni se pokusime vybrat seznamy A tak, aby se pro libovolnou barvu v B
vyskytl alespon jeden, ktery to kazi.

Kazdému vrcholu v A ndhodné vybereme t-prvkovou podmnozinu z z mnoziny
K. Zafixujme néjaké obarveni v vrcholi v B z jejich seznamii. Zkoumejme
pravdépodobnost, ze 7y 1ze rozsitit na A pro ndhodnou volbu seznamu. Vezmu
né&jaky dobry vrchol. Na jeho sousedech se vyskytuje alespon t* —t+1 barev
(jinak bych nemoh z kazdé té podmnoziny vybrat). Tedy pravdépodobnost,
Ze mam jesté néjakou barvu je nejvyse:

(t—l)(tt_41><(t_1>,t< 1

t* - t2
(7)
Jestli jde rozsitit na jeden nebo druhy dobry vrchol je nezavisly jev. Pravdépodobnost,

1AL

ze lze rozsitit s danou v je t% 2 < ﬁ

Pravdépodobnost, Ze existuje v, které lze rozsifit je < /Bl - tLA < 1. Tedy,
existuje Sance, ze pro néjaké seznamy to nejde, takze vyberu tyto.



2 Cirkularni barevnost

Graf ma cirkuldrni p obarvent, pokud existuje kruznice (v roving), jejichz
obvod je p ze existuje funkce mapujici vrcholy na kruznici tak, ze kazda hrana
mé délku alespon 1 (a hrana leze tou kratsi stranou) (tedy, vrcholy spojené
hranou nejsou moc blizko).

Cirkuldrni barevnost je infimum z p takovych, ze existuje cirkularni obar-
veni.

Pozorovani 3
xe(G) < x(G)

Dikaz:
Nasekdam téch x(G) barev dokola ve vzdélenostech 1 a muzu je tam prosté
naskladat.

Pozorovani 4 Stacilo by i minimum.

Dukaz:

Vezmu plast kuzele tak, aby u podstavy existovalo obarveni, to je kompaktni
prostor, na ném to bude limitit, takze musi zlimitit k néjaké kruznici, na ni
to jesté bude platit.

Pozorovani 5
X(G) — 1 < xe(G)

Dikaz:

Vezmeme né&jaké cirkuldrni obarveni. Necht je to zatim celé ¢éislo, pak mi to
déli na intervaly po jednickéch, co je v intervalu, tam neni hrana — obarvim
intervaly.

Kdyz neni celé ¢islo, tak smim pouzit o az o skoro jednu barvu vic, takze
jen jeden interval bude kratsi.

Véta 7 (Gallai-Royova) VGx(G) = min pres vsechny acyklické orientace
mazximdlni délky orientované cesty (méreno poctem vrcholi,).



Dikaz:
Napred >. Mame obarveni pomoci celych ¢isel, orientuji z vétsiho do menstho
¢isla vrcholu.

Potom <. Vezmu orientaci, vrcholu ptitadim délku nejdelsi orientované cesty.
-]

Méme orientaci. Balancovanost je maximum pies vSechny kruznice z:

max |C‘

¢ min|C*], |C7|

Véta 8 VGx.(G) = min orientace z balancovanosti.

Drukaz:

Napred >. Tedy, existuje kruznice obvodu p. Rozptlime ji v bodé, kam se nic
nezobrazuje. Zorientuji je tak, jak jsou na cesté vzniklé rozseknutou kruznici.
U toho se udokazuje, Ze se to odecita malo ¢asto a pric¢ita dostateéné casto,
nebo naopak (zorientujeme kruznici naopak).

Nyni si zafixuji tu orientaci s minimem. Hleddme funkci ¢ : V(G) — R. Ta
bude splitovat, ze kdykoliv mdm hranu, potom 1 < p(v) — ¢(u) < 8 — 1.
Tuto osu lze potom namotat na kruznici.

Necht ¢ : V(G) — R je funkce takovd, ze plati 0 < p(v) — p(u) < g —1
minimalizuje > max {0,1 — (¢(v) — ¢(u))}. Néjaké takové ¢ existuje (kon-
stantni). Toto je kompaktni mnozina, minimum nabyvédm. Pokud to je 0,
tak je to hotovo.

Tedy existuje hrana s malym rozdilem. Snazim se ji zvétsit o e. Tim muzu
kazit jinou hranu. Tak se budu snazit konec taky zvedat o e. Nebo muzu
nékde prelézt 8 — 1, takze dalsi konec taky zkusim posunout o € a to se
iteruje.

Formalné, lze sestrojit pomocny graf H, ma stejné vrcholy, hrana existuje
tehdy, kdyz musim zvedat jeden vrchol v zavislosti na druhém. Ten musi
mit cyklus. Potom ale na ni bude moc malé vybalancovanost.

Podle vizingovy véty, cirkularni hranové barevnost je A < x(G) < A+ 1.
Méame kubicky graf bez mostu.

Lemma 4 Necht G je kubicky graf bez mostii a obsahuje ctverecéek. Potom
mizu Ctverecek rozstrihnout a zkontrahovat (bud svisle nebo vodorovné) tak,
aby byl také bez mosti (alespori jeden z nich nemd most).
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Rozebereme, co je most. Necht tedy je to vznikld hrana. To ale vyjde, Ze
most byl i pivodné.

Kdyz by byl jinde, ale kdyby ted patiily do stejné ¢asti, tak byl most i
puvodné.

Mame tedy kazdé v jedné ¢dsti. Obdobné i nahote a dole. Mdme tedy 4 druhy
vrcholu (pruniky podle ¢dsti pro oba piipady). Jeden kvartal mi zbyde, bude
most.

Véta 9 (Afshami, Hatami, Hatami, Tussevkani, Zhu) Nechf G je ku-

Ny o . . L, . . L1
bicky graf bez mosti. Pak jeho cirkuldrni hranovd barevnost je nejvgse =-.

Dikaz:

Vezmeme kruznici o obvodu 13—1 Staci barvit jen body nasobky tfetin. BUNO
nemd trojuhelniky, ¢tyfcykly, paralelni hrany. Paralelni hrany lze zaménit
za jednu hranu (protoze to, co venku z téch vrcholu vedou stejné barvy).
Obdobné lze zkontrahovat trojihelnik. Ctyfcyklus lze nahradit bud za dvé
hrany nahoie a dole, nebo dva vlevo a vpravo. Pfi obarveni jsou bud blizko
u sebe, nebo daleko.

10
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Ma perfektni parovani, tak ho zafixujeme. Podivame se na jeho komplement,
ten bude tvoren lichymi a sudymi kruznicemi. Hledame orientaci hran line
11

grafu (nazveme ho L) tak, aby nebalancovanost byla max. 5.

Najdeme orientaci spliiujici:

e Po 3 hranéch ve stejném sméru na cesté musi byt uz v protisméru.

e Kdyz jsou 3, 1, 3, 1, tak ted’ uzZ muze byt max 2 zasebou a jedna proti.

Vezmu kruznici, ta je rozdélend na tseky, kdy jdou po sméru, délené hranami
v protisméru. Useky délky 0, 1,2 nazvu kratké, zbylé (délky 3 jsou dlouhé).
Méme max. 2 dlouhé tseky za sebou.

Pocet dlouhych tsekl je nejvyse 2% pocet kratkych. Pocet vsech je max.
pocet protismérnych hran. Z toho uz se to vypocita.

Opaény smér je vidét.
V line grafu zorientuji hrany tak, ze od puvodni hrany perfektniho parovani

vede do cyklu. U sudé uvnitf zorientuji nastiidacku. Tam jsou jen useky
délky 2.

U lichého mame problém, jedna hrana zbyde, takze mam cesticku délky
3, za ni uz nasteduje jedna v protisméru (resp. obé). To ale nefesi druhou
podminku.

Rozdélim hrany parovéani jako vstupni a vystupni (vstupni je tak, kde za¢ind
dlouhy tsek). Hrana je aktivni, pokud je vstupni pro jednu lichou kruznici a
pro jinou vystupni. Problém je, pokud bych mél na jedné liché kruznici dvé
aktivni hrany. Budeme minimalizovat pocet aktivnich hran pfes cely graf.

Pro spor predpokladejme, ze mam kruznici, co ma jednu vstupni a jednu
vystupni hranu aktivni. Kdybych nemohl pootocit tuto kruznici, tak mame

11



v8echny hrany potencidlné aktivni, nékteré jsou na druhé strané vstupni a
nékteré vystupni. Protoze je lichd, musi byt alespon dvé stejnym smérem
a nékde za tim jedna opa¢né. Tam to pfetoéim a hotovo, snizim tim pocet
aktivnich hran.

Lemma 5 Necht p(xy,...,x,) je polynom takovy, Ze stupen z; < d; — 1.
Potom y1, ..., yn jsou podmnozZiny velikosti y; = d;. Pokud p(x1,...,x,) =
OV(z1,...,2n) €Y1 X ... X ypn, potom je identicky nulovy.

Dukaz:
Indukci. Pro jednu proménnou je vidét.

Plati mi pro n—1, pfiddvam n-tou proménnou. Takze si polynom roznésobim

na
i
E Ty -G

Ty g; jsou polynomy v n — 1 proménnych, pro né to plati. Pokud tedy po
dosazeni do nich jsou vzdy nulové (vSechny), tak jednoduse plati, protoze
ony jsou identicky nulové a ono se to unuli.

Pokud je tam alespon jeden nékdy nenulovy, tak si zafixuji jeho vstup. V
tom piipadé je to konstanta a mdm polynom v jedné proménné (z,,), pro tu
to plati, tedy je identicky nulovy a hotovo.

Graf je d vybiravy, pokud pro kazdé seznamy takové, ze délka seznamu
vrcholu v je d(v), potom si umi vybrat.

Véta 10 (Alon-Tarsi) Necht d(v) > deg;,(v)+1. Potom, kdyz pocet sudijch
eulerovskyjch podgrafu je rizny od poctu lichych eulerovskijch podgrafu, tak
je d-vybiravy (liché a sudé podle poctu hran).

Dukaz:

Udéldme polynom Pg(z1,...,2,) = II — 7). Pokud nékdy neni

vj,vieﬁ(xi
nulovy, tak mame obarveni. Predpokladejme, Ze je nulovy pro kazdou n-tici

barev. To by bylo pékné pro lemma, ale ma velké stupné.

Pro kazdy vrchol si udélam vyraz: ], . Liv) Ti — 2 Takova véc je nula pro
vechny vstupy, které se do néj kdy davaji (mohou dat). Muzu to piepsat
jako m?(vi)
zbytek).

— qi(z;) = 0 (prosté ten samotny ¢len maximalniho stupné a ten
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V Pg roznasobime na monomy. Pokud existuje monom s vysokym stupném,
tak 27" nahradim za x?i_d(vi) -qi(z;) (dle pFedchoziho vyrazu se :U?(Ui = qi(z;)
ve vSech zajimavych bodech. Toto opakuji, dokud néjaké monomy s vysokym

stupném méam, jednou musim skoncit.
Ten uz ma malé stupné, aplikuji lemma. Ten je identicky nulovy.

Nyni ukazeme, ze koeficient v ¢lenu ng(vi)_l je stejny v puvodnim i upra-
veném a nenulovy. Na ten nikdy pifi nahrazovani nesdhnu, proto zustane
stejny v puvodnim i v upraveném. Také se do né&j nikdy nic neptida (T0ODO:
Prog?). Ukdzeme, ze mé nenulovy koeficient.

Vsimneme si, ze soucet exponentu v kazdém monomu je m (m je pocet
hran).

Pocet ruznych moznych monomt je 2™. Stejné tak je i ruznych orientaci
grafu. Takze kazdému monomu piifadime jednu orientaci. To takovou, kdy
exponent odpovidd vstupnimu stupni vrcholu (urcité pro kazdou orientaci
existuje takovy monom, je jich stejné).

Nyni budu bréat jednotlivé orientace. Nékteré pridaji 1, nékteré —1. Kdyz
to vyxoruju s tou, co mam, tak mi vyjde bud sudy nebo lichy eulerovsky
podgraf. Tedy, kdyz se jejich pocet lisi, tak méa nenulovy koeficient.

Protoze mé nenulovy koeficient, nemiuze byt identicky nulovy.

Dausledek 2 Kazdy rovinnyg bipartitni graf je 3-vybiravy.

Dikaz:
Nalezneme orientaci se vstupnimi stupni nejvyse 2.

Dale, kazdy eulerovsky graf musi mit sudy pocet hran. Prazdny graf existuje
a je sudy.

Udélame si pomocny graf. Kazdy vrchol tam bude dvakrat, vrcholy budou
i za hrany, kazdou hranu spojim s jejimi koncovymi body. Hranu zorientuje
do sparovaného vrcholu. Najdu parovani pokryvajici hrany. Tady uz staci
jen ovérit hallovu podminku.

Cirkuldrni barevnost lze definovat jako nejmensi % takové, ze ;q < c(u) —
c(v) <p—q.
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2.1 Cirkularni vybiravost

Cirkuldrni vybiravost je inf a takové, ze pro Vp,qVL : V(G) — L €
{0,...,p— 1}, kde |L| = a-g najdeme obarveni takové, ze ¢ < |c(u) — c(v)| <
p—q

Véta 11 x.;(Cox) = 2.

Dikaz:
Hran mame stejné jako vrcholu.

Podobné jako v pfedchozim si udélame polynom. Kazdou hranu vezmu v
27k

2¢q — 1 kopiich a polynom bude vypadat [[(z; +xj11)-e » .V podstateé si
vezmu body na jednotkovém kruhu v komplexnich ¢islech pro kazdou hranu.
2%-1

e

Zorientuji tfeba po sméru hodinovych rucic¢ek. Sudéd kruznice zcela ocividné
mé ruzny pocet lichych a sudych eulerovskych podgrafu.

Obdobné jako u Alon-Tarsiho si vezmu ¢len [] =

3 Discharging
Diukazova metoda zalozend na tomto:
e Uvazime minimalni protipiiklad.
e Minimélni protipiiklad nemuze obsahovat nékteré konfigurace.

e Kazdy rovinny (nebo jiny) graf obsahuje alespon jednu zakézanou kon-
figuraci. To se ukaze metodou prerozdélovani naboje. Kazdy vrchol a
kazda sténa dostane néjaky naboj. Soucet je zaporny. To si mezi sebou
néjak popresunuji. Koneény naboj bude neziaporny.

Cyklické obarveni grafu na néjaké plose je obarveni takové, ze kazdé
dva vrcholy lezici na spoleéné sténé maji ruznou barvu. To je urcité velikost
maximalni stény, tedy A*.

Priklad 1:

Necht G je rovinny graf takovy, Ze Zddné dvé stény velikosti alespont 4 nemaji
spole¢ény vrchol. Pokud A* > 6, potom cyklickd barevnost je nejvyse A* +1.

®©
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Dikaz:
Dokézeme, ze necht G je rovinny graf a D > 6. Pokud A* < D, potom
barevnost je nejvyse D + 1.

Budeme mit protipiiklad minimalni v po¢tu vrcholt, z nich minimalni pocet
hran.

Lemma 6 Minimdalni protipriklad je 2-souvisly.

Dukaz:
Pokud ne, tak muzu v klidu roztrhnout, obarvit a spojit, jen s ptebarvenim.
Pro tu sténu, na které se to potkava (vnéjsi stény budou sdilet) je dostatek
barev.

To znamen4d, ze pocet vrcholi a hran na sténé je stejny.

Lemma 7 Minimdlni protipriklad nemd paralelni hrany.

Dikaz:

Vytédhnu vnitfek, ten obarvim zvl4st, vytdhnu vnéjsek, ten zvlast, oboje je
mensi, obarvim, slepim (a pfebarvim, aby ty dva vrcholy kolem paralelnich
hran odpovidaly).

(-]
Lemma 8 Minimdini protipriklad nemd separujici trojuhelnik.
Dikaz:
Roztrhnu, obarvim, slepim a zase hotovo (podobné jako paralelni hrany).
(-]

Lemma 9 V minimdlnim protiprikladu, § > 3.

Dukaz:

Jedna sténa, se kterou sousedi je trojihelnik (plyne piimo z predpokladu).
Muzu vrchol odebrat, tim neudéldm dvé velké stény vedle sebe. MuZou
vzniknout dvé paralelni hrany, to muzu splacnout, mam jinak obarvim, mam
alespon dvé zbylé barvy pro vraceni.
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Nemohou sousedit s welkou

——

u ke
Tahle se tim zmensi

Lemma 10 KaZdy vrchol stupné 3,4 nebo 5 lezi na sténeé velikosti alespon
5.

Dikaz:
Kdyby ne, tak to muzu vyndat, ztriangulovat, obarvit a vratit.

B> &

Pridat
Odebrat

Stejng

Lemma 11 Minimdini stupern je 4.

Dikaz:
Kdyby mél stupen 3, tak ma jednu velkou sténu, vyménim za hranu, pak

vratim.
—) i ;
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Lemma 12 KaZdy vrchol stupné 4 lezi na sténé velikosti alespon 6.

Dukaz:
Vyndam, ztrianguluji (jako u minulého lemmatu). Az to budu vracet, tak
mam max. 6 zakdzanych barev, mam k dispozici alespon 7.

Lemma 13 Zddnd velkd sténa neobsahuje po sobé ndsledujici vrcholy stupné
4.

Diukaz:
Ta sténa ma alespon velikost 6. Vyndam je a uvolnéné misto vytrianguluji.
Lze obarvit a pak je vratit.

—

7
AN

—7

I

Po vréceni jednu barvu mél pfidany vrchol. Bud lze druhému dét barvu
z protéjsiho vrcholu (zlutd kolecka), nebo to vypada tak, ze oba ,,protéjsi«
jsou i uvniti velké stény, potom ale zbyva dostatek barev, protoze okolo je
jen 5 (jedna volnd, jedna uvolnéna sebranim naseho vrcholu).

Lemma 14 Zddnd velkd sténa neobsahuje vrcholy stuprii 4,5,5 ani 4,5, 4.

Dukaz:
Viz obrazek. Opét to pujde dobarvit.
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-]
Lemma 15 Zddnd velkd sténa neobsahuje vrcholy stuprii 5,4, 5.
Dukaz:
Opét obrazek.

o

Lemma 16 Zddnd sténa velikosti 5 neobsahuje dva vrcholy stupné 5 za se-
bou.

18



Dukaz:
Zase obrazek.

o ———— Ty
@

s

'\. . ’_—'/o

Kazdému vrcholu pfitadime d — 6 jednotek naboje, kde d je jeho stupen.
Kazdé sténé prifadime 2d — 6 jednotek naboje, kde d je jeji stupen. Soucet
bude 6 - |E(G)| — 6|V (G)| — 6|F(G)|. Z eulerovy formule tedy vyjde, Ze je to
—12.

Zavedeme pravidla:

e Sténa velikosti alespon 5 posild 2 jednotky kazdému vrcholu stupné 4,
ktery je na ni.

e Sténa velikosti alespon 5 posild jednu jednotku vrcholu stupné 5.

Kazdy vrchol ma nyni nezdporny naboj. Vrcholy stupné 6 a vyssi jsou
nezaporné od zac¢atku, mensi jsou na sténé velikosti alespon 5, tak dostali
dostatek.

Kazda sténa ma nyni nezdporny naboj. Trojuhelniky maji 0 od zacatku, 4
nikomu nic nedaji také.

5-sténa neobsahuje stupen 4. Ta obsahuje jen vrcholy 5. Obsahuje nejvyse
dva takové.

Pokud je sténa velikd (dostatecné), pokud vsechny vrcholy stupné 4 nebo 5.
Potom vSechny jsou 5, potom posle celkem d jednotek. Tak dale vezmu tseky
stupnu 4,5. V takovém tuseku je max jedna Ctyrka a v takovém pripadeé je
dlouhy max. 2. Posila tedy nejvyse tolik, kolik je délka tiseku + 1. Velikost
stény je soucet useku + pocet tseku (mezi nimi je jeden nakrmeny vrchol).
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To je ale nezdporné, spor s —12, proto neni minimalni protipiiklad.

Véta 12 (Thomasen) Necht G je 2-souvisly rovinng graf obvodu alespori
5 (nemd trojihelniky a ctyreykly) a necht C' je sténovy cyklus vnéjsi stény.
Pokud C' md délku nejuyse 9, potom lze kazdé predbarveni cyklu C rozsirit
do 3-obarveni G s vyjimkou pripadu, kdy |C| =9 a ezistuje vrchol 3 ruznijch
vrchold na vnéjsi sténé se 3 ruznymi barvami.

Dikaz:
Uvéazime minimalni protipiiklad. Kazdy vnitini vrchol ma nejvyse 1 souseda
na C' — jinak rozdélim na 2 a pfedbarvim. To je mensi, obarvim, rozsifim.

Kazdy vrchol méa stupeini alesponi 3, jinak odeberu, obarvim a vratim.
Dale, C' nemé chordu. ﬂplné skoro stejné.

Neexistuje cesta délky | = 3 nebo | = 4 (méfeno poc¢tem hran) spojujici
2 vrcholy na C' takova, ze ani jedna z ¢ati oddélenych touto cestou neni
sténa velikosti < 21 — 1 (tedy, kazda takova cesta vytvaii spoleéné s C' sténu
velikosti nejvyse 2/ — 1). Necht tedy existuje. Prvni moznost je, Ze mame
sténu, ale velkou (tedy, na ¢asti C' jsou alespon 2/3 vrcholy). Vrcholy na cesté
obarvim, druhou ¢ast vyiesim a hotovo. Pokud jdu zkraje hladové, tak to
funguje (viz obrazek, mé vzdy alespon jednu volnou barvu). Déle, ani jedna
strana nenf sténa sama o sobé. Smazu vnitfek mensi ¢asti (druhy obrazek),
muzu rozsitit. Pokud to nejde kvuli chordé, tak celou jednu ¢dst zahodim
(to vyjde na pocet vrcholi, ze muzu) a Fesim obdobné jako se sténou.

Kazdy ma alespof jednu barvu - nejwyEe 2 sousedi
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o To se wymaée, aplikuji na Eerveny zoytek, mzu rozEifit potom
Druhy obrazek dovnitf modré

Kazd4 vnitini sténa md délku 5 nebo 6. Necht mdm vnitini sténu délky 7.
Urc¢ité tam jsou 2 vrcholy za sebou, co nelezi na vnéjsi sténé. Ale kazdy vrchol
ma na C nejvySe jednoho souseda, takze kdyz médm jednoho se sousedem,
tak vedle musi byt néjaky, ktery na C' neni. Tak zidentifikuji vrchol uvnit¥
a objedno na C' (obrazek). To uz muzu opét pievést (3 sousedy na hranici
se uargumentuji, ze by uz predtim musel mit 2, to neméme, predbarveni —
chorda nevznikne, jinak bych narazil na predchozi piipad). Problém by mohl
byt s tim, ze vznikne trojihelnik nebo ¢tyfeyklus. Kdyby to ale vznikalo,
tak pred identifikaci uvniti muselo néco zit, to jde smazat.

Kazda vnitini sténa ma délku 5. Pro spor méame 6-sténu. Obdobné, mame
néjaké dva zasebou nepiedbarvené. Ten 6-cyklus spldcnu (obrazek).

Zplacnuti &-cyklu
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Pokud je na vngjsi kruznici C' vrchol stupné 2, potom je |C| = 9. Urcite
nejsou dva vedle sebe (kvuli 5-cyklum). Tedy je to jako na obrdzku. Kdybych
ho utrhl a mél minule néco mensiho, tak spor s minimalnim protiptikladu.

Existuje vnitini sténa existujici nasledovné:

?

A ta je disjunktni s vnéjsi sténou. Sporem a dischargingem.

Nyni, stuprie dostanou 2 deg(v) — 6 a sténdm deg —6. Vnéjsi sténa dostane
10 navic. To je —2 celkem.

Kazdy vrchol stupné alesponn 4 posila kazdé sousedni sténé .5 jednotky
naboje. Vnéjsi sténa posila do kazdé s ni sousedici sténé posle jednotku.
Vnéjsi sténa dé vrcholu stupné 2 dvé jednotky naboje.

Vsechno bude nezdaporné. Vrchol posle max tolik, kolik muze (kdyz je 2, tak
dostane, posila kdyz je aspon 4, a to vyjde nezdporné).

Vsechny vnitini stény za¢nou na —1. Pokud sdili s vnéjsi, tak je v pohodé.
Jinak kdyby neexistovala ta sténa, pak dostane alesponn 1 od vrcholu.
Vnéjsi sténa posild jednotku za kazdou sousedni sténu. Vrcholt stupné 2 je

tam max. 4. Pokud m4 i stupen 2, jedna dostane sténa (za obé hrany) a 2
do vrcholu. Celkem tedy |C|+ pocet vrcholu délky 2, coz je nejvyse deg +4.

Tedy, minimalni protipiiklad ma tu divnou sténu.

Kdyby néktery z téch vrcholu stupné 3 lezel na vnéjsi sténé, tak by byvala
musela byt i hranové sousedni s vnéjsi sténou (ta okolo toho vrcholu vidéla
2 stény). Tedy ve vnéjsi sténé muze byt jen ten nezndmy vrchol.
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Kdyby vsechny 1, ..., y4 lezely na vnéjsi sténé, potom uzeru ty stény okolo,
¢imz jen zmensuji vrcholy (mezi y; a y; musi vzdy lezet alespon jeden vrchol,
jinak mam ¢tyfeykly). To pustim do mensiho piipadu/indukce a hotovo.

Druhy piipad je, ze alespon jeden z yi,y2 neni na hranici (jinak pfeklopim
dle svislé osy). Provedu identifikace a odstranéni dle obrazku.

Identifikace

Dostranani

Nezidentifikuji nic na hranici. y1, y2 nejsou oba na hranici. x5, y3 nejsou na
hranici, potom by néco nalevo nebo napravo od nich musela byt sténa, ale
to neni.

Vrchol s tfemi sousedy nevznikne, pak predtim musel mit dva sousedy, coz
uz je zakazané. Kdyby nebyl ptuvodné sousedem, tak tak musel mit dva
sousedy na hranici predtim.

Monochromatickou chordu nevytvoiim proto, ze jsme méli vnitin{ stény ve-
likosti 5. To byly sousedi, proto nemohli mit ruznou barvu.

Nyni, kdyz je obvod alespon 5, tak zavolam mensi piipad, po rozidentifikaci
maji barvy, nejsou sousedni, a dobarvim (rozbor piipadi).

KdyZz ndm ale vznikne maly obvod, tak pouziva néktery z téch zidentifiko-
vanych vrcholu. Pak tam najdu néco jako 6 — 7-cyklus, tak vynddam vnitiek,
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obarvim, vnoiim se. Kdyby jeden pouzival oba, tak nesmi byt , hned vedle®,
potom ale najdu separujici 5-cyklus, pfes néj to opét jde rozebrat.

Véta 13 (Grotzschova véta) Kazdy rovinng graf bez trojiuhelniku je 3-
barevny.

Dikaz:

Stac¢i dokazat, ze tiibarevny je graf s obvodem alespon 5. Diky Thomasenové
vété bude minimdalni protiptiklad 2-souvisly, se min. stupném alespon 3. Z
toho vyjde, ze mé sténu < 5 (tfeba pies discharging, par drobnych lemmat
jako ze nemam malé vrcholy, ndboj bude 2d — 6 pro vrchol, d — 6 pro sténu,
zadné pravidla — musim mit malou sténu, aby vyslo zaporné), tu prohldsime
za vnéjsi.

Kdyz dostanu étyiihelnik (sténovy), tak vezmu dva protéjsi vrcholy a sjed-
notim je. To mtzu udélat bud jednim, nebo druhym zptisobem, kdyz ale-
spoi jednim zpusobem nemdm trojuhelnik, tak pohoda, pies indukei. Pokud
nemuzu ani jednim, tak mam mezi kazdou dhlopiickou cestu délky dva, ty
museji mit spole¢ny vrchol, mél jsem trojihelnik uz puvodné.

Jinak méame separujici 4-cyklus. Nakreslime do roviny, vezmeme takovy 4-
cyklus, ktery uvnitf nema zadny jiny. Z grafu vyfizneme tento 4-cyklus,
je to mensi, neni to protipiiklad, obarvim a hotovo. Tim obarvim cyklus,
podrozdélim jednu hranu a ziskam 5-cyklus.

4 Silné barevné cislo

Graf je k-silné obarvitelny, pokud n = k- r, tak VV = VU VL U ...V,
takové, ze |V;| = |Vj| jde graf obarvit tak, ze v kazdé mnozince je kazdd
barva alespon jednou.

Alternativné, VH disjunktni sjednoceni klik velikosti k& x(GU H) = k.

Kdyz k nedéli n, tak se tam ptidaji néjaké izolované vrcholy.

Tvrzeni 3 Pokud je to k-silné obarvitelné, pak je to také (k+1)-silné obar-
vitelné.

Dikaz:
No, odeberu z kazdého posledni, tam mi zbude pro k, pak zbudou néjaké,
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co nadélaji zbylé mnozinky po k. Nemuzu jesté pouzit obarveni a prebarvit
posledni na stejnou, mohou byt hrany. Ale to, co mé stejnou barvu v téch
po k je nezavislé, muzu zopakovat s tim.

(-]
Silné barevné ¢islo je takové nejmensi ¢islo, Ze je to silné obarvitelné.
Pozorovani 6 Silné chromatické éislo je vice nez A.

Silné chromatické ¢islo stupné bude maximum pies vSechny grafy s danym
maximalnim stupném.

Je to alespon dvojnéasobek.
Udélam 2n vrchol, kde A = n, dosypu vrcholy, vrznu kliky na polovicky.

Pokud mam graf ktery je disjunktni sjednoceni [ parovéani, tak ho muzu
obarvit pomoci 2! barev.

To se dokéze indukci. Pokud je to 0 parovani, pak jsou to jen izolované
vrcholy a jedna barva vesele staci. Nyni, vezmeme v indukci posledni pridané
parovani. Odebereme ho, rozptilime vsechny mnozinky libovolné na poloviny
a obarvime. Nyni si vezmeme pomocny graf. Hrana bude tam, kde je puvodni
parovani a také tam, kde jsou dvé stejné barvy ve stejné (velké) skupince.
Toto, pokud ma cykly, tak jediné sudé (tedy je to bipartitni graf), takze to
jde obarvit dvéma barvama. Barvy z indukce a tyto barvy se pronasobi mezi
sebou a je hotovo.

Véta 14 (Alon) Je;sy(d) < c-d.

Dukaz:
Dokézeme pro ¢ = 229001,

Budeme délit na poloviny indukci, ale tak, aby stupen klesal na polovinu.
Vybereme ndhodné rozdéleni.

Lemma 17 Mdame graf G, A(G) < D,V = Vi U ... Vi takové, ze |V;| =
|Vi| = 2k. Potom indukované podgrafy rozpileni kazdé mnoZiny maji ma-

ximalni stupen % +2y/DlogD.

Dukaz:

Pouziju Lovasovo lokaln{ lemma (mém $patné jevy, pravdépodobnost kazdého
jevu je nejvyse néjaké P a kazdy jev zavisi nejvysSe na d jinych jevech, potom

pravdépodobnost, Ze nenastane zadny z téch $patnych jevu je nenulovy). Za

Spatny jev ddme, ze mame moc velky stupeil. Rozdélime vrcholy do dvojic,

rozhodime z kazdé dvojice ndhodné jeden do jedné skupiny, druhy do druhé.
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Budeme pouzivat tento odhad tak dlouho, dokud nedojdeme k né&jakym
malym grafum, poté pouzijeme puvodni exponencidlni odhad (tam uz je
chyba moc velikd).

5 Zlomkova barevnost

Méme parametry p, q. p je pocet barev, g je, kolika barvami obarvime kazdy
vrchol (takze graf je obarvitelny, pokud si kazdy vrchol muze vybrat ¢ z
p barev tak, ze zadni dva sousedi nesdileji zddnou ze svych barev). Ona
barevnost je poté p/q.

Zcela ocividné x < xr, ¢ muze byt 1.

Obdobné, x. < xy¢. Ta p a g v cirkuldrni barevnost urcuji podobny zlomek,
ta ¢isla jdou pifimo pouzit, jen to neni dokola.

Lze vyjadrit jako linedrni program:

Méme proménné x;, kde j jsou nezdvislé mnoziny grafu a X; udévd pocet
barevnostnich tiid v této mnoziné déleny ¢. Tato X; musi byt nezdpornd.
A pro kazdy vrchol soucet vSech X;, kde se nachazi, musi byt alespon 1.
Chceme minimalizovat soucet X.

Véta 15 (Hatami, Zhu)

Ve € RT3g € NVG kubické bez mostii o obvodu > g; x¢(G) < g +€

Dukaz:

Pljdeme na to pravdépodobnostné. Napied z grafu odebereme perfektni
parovani, zbudou nam kruznice. Pro kazdou kruznici ndhodné vyberu prvni
vrchol, poté kazdy -ty vrchol vyhodim. Zbyly cesticky. Na kazdé cesticce
obarvim kazdy vrchol ¢ervené (ndhodné zvolim, kde za¢nu).

Nyni vratime parovani. Mohlo se ndm stat, ze spojuji dva ¢ervené vrcholy, v
tom piipadé jeden z nich odbarvim. Cervené vrcholy pfedstavuji nezavislou
mnozinu, spo¢itame, jak velka je:

g) 2 4

Lemma 18 Graf md zlomkovou barevnost k < md pravdépodobnostni dis-
tribuci takovou, Ze ndhodnd nezdvisla mnozina bude mit stredni velikost > %

(I+¢€)

o w
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Dikaz:
. ’ ’ v . « s T4
Na jednu stranu, mam barevnost, zvolim mnozinu j s pravdépodobnosti 2.

Naopak, médme pravdépodobnosti mnozin a pravdépodobnosti, ze vrchol lezi
v té mnoziné a mame x;. Z toho uz to upocitame.

Véta 16 Kubické grafy bez mosti jsou hranové 3-vybiravé.

Dikaz:

Pouzijeme Alon-Tarsiho. Prvni co, najdeme orientaci takovou, aby vstupni
stupen byl 2. Sta¢i kazdy trojihelnicek, ktery vznikl kolem puvodniho vr-
cholu zorientovat dokola, kazdy novy vrchol lezi na dvou trojuhelnicku.

Nyni budu xorovat orientace s tou moji. Pokud oto¢im pravé jeden trojihelnicek,
ziskdm tim kamarada, tedy takovych je stejné. Obdobné, liché kruznice.

U sudych se to pfevadi sudy eulerovsky na sudy eulerovsky a naopak. Tam
nam néjaké zbudou.

TODO: Tohle wypadd nedoTe3ené. Bylo tam néco o trojuhelniCku s nejniZ3im
¢islem vrcholu a podobné.
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