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1 Rezoluce

Týká se výrokové logiky.

Výroková logika má dvě části. Syntax a sémantiku. Syntax jsou formule,
proměnné, spojky a tak dále. Sémantika je dána ohodnoceńım (zobrazeńı
z proměnných do množiny {0, 1}). Když máme formuli ϕ, tak nám stač́ı
jen jej́ı proměnné a umı́me určit jej́ı hodnotu. Pokud je pravdivá, ř́ıkáme,
že je splněna v daném ohodnoceńı. Formule je splnitelná, pokud existuje
ohodnoceńı, ve kterém je splněná. Formule je tautologie, pokud je pravdivá
v každém ohodnoceńı. ϕ je tautologije ⇔ ¬ϕ je nesplnitelná.

Výrokový rezolučńı systém nebo rezoluce je systém, který slouž́ı k do-
kazováńı formuĺı ve tvaru

”
disjunkce konjunkćı literál̊u“, kde literály jsou

proměnné nebo jejich negace. Máme tedy DNF. Resolučńı systém je založen
na d̊ukazu sporem. Negaćı ji převedeme na CNF. Disjunkci literál̊u budeme
ř́ıkat klauzule. Zavedeme pravidlo rezoluce. Máme klauzuli {P1, . . . , Pk, pi}
a {Q1, . . . , Ql,¬pi}, z toho vyvod́ıme {P1, . . . , Pk}∪ {Q1, . . . , Ql}. Postupně
dojdeme k prázdné klauzuli, č́ımž źıskáme spor.

Toto pravidlo zachovává splnitelnost.

Obecný d̊ukaz je posloupnost. Lépe se analyzuje d̊ukaz stromový – klauzule
se slévaj́ı, až zbude jen kořen. Listy (p̊uvodńı klauzule) se mohou opakovat.
Existuj́ı tautologie v DNF takové, že maj́ı exponenciálně velké stromové
d̊ukazy, ale polynomiálně velké lineárńı – to opakováńı může nastat na všech
hladinách, koṕıruje se to moc.

Složitost splňováńı v CNF je NP-úplné, tautologie DNF coNP-úplné. Hy-
potéza je, že NP neńı coNP, což je silněǰśı, než že P neńı stejně jako coNP. Z
této hypotézy plyne, že žádný d̊ukazový systém pro DNF nemá polynomiálně
omezené d̊ukazy.

Př́ıklady, které vyžaduj́ı exponenciálně velké d̊ukazy v rezoluci:

• Šupĺıkový princip (PHPn+1
n ). Ř́ıká, že neexistuje prosté zobrazeńı z

množiny 1 . . . n+ 1 do 1 . . . n. Ala Holubnikuv princip.

• G je neorientovaný graf. Necht’ c : V → {0, 1}, počet 1 lichý. Potom
pro každé ohodnoceńı hran e : E → {0, 1}.

∑
(u,v)∈E 6= c(v)(mod2).

Důkazový systém S se nazývá automatizovatelný, pokud existuje algo-
ritmus A takový, že pro zadanou pravdivou formuli ϕ a danou mez m A

sestroj́ı d̊ukaz d délky ≤ m v čase polynomiálně omezeném m.

Věta 1 (Alechuvich, Rcetfov) Pro určitou pravděpodobnou hypotézu H
plat́ı. Je-li H pravdivá, potom obecná automatizace neńı obecně automatizo-
vatelná. Stejně tak stromová.
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1.1 Davis-Putmanova procedura

Slouž́ı k nalezeńı splňuj́ıćıho ohodnoceńı, je až exponenciálńı, ale ořezává.

Máme klauzule C := {C1, . . . , Cn} a proměnné p1, . . . , pn. Konstruujeme
lineárńı strom zp̊usobem – necht’ v je kořen. Zvoĺıme v něm proměnnou pi
a větv́ıme se podle toho, jestli dosad́ıme 0 nebo 1.

Když dosad́ıme 0, vypust́ıme všechny klauzule obsahuj́ıćı ¬pi. Z těch, které
obsahuj́ı pi vypust́ıme pi. Když zbude C jako prázdné, označ́ıme toto částečné
ohodnoceńı jako splňuj́ıćı. Pokud se některá klauzule zkrát́ı na prázdnou,
pak tuto větev ukonč́ıme.

Když dosad́ıme 1, tak postupujeme duálně.

Tvrzeńı 1 Pokud existuje splňuj́ıćı ohodnoceńı, potom ji tato procedura na-
jde (všechny).

Naopak, pokud neexistuje, pak jsou všechny větve uzavřeny sporem a lze se-
strojit d̊ukaz ve stromové resoluci stejné velikosti.

Důkaz:
Na každý list dáme klauzuli, která je nesplněná. Dále jdeme zpět ke kořeni
a provád́ıme rezoluci podle proměnných, podle kterých se větvilo. Pokud to
nejde, vezmeme klauzuli, která neobsahuje literál s danou proměnnou.

-

Důsledek 1 Stromová (tud́ı̌z i obecná) resoluce je úplný d̊ukazový systém
pro DNF, tj. pro konečnou nesplnitelnou množinu klauzuĺı existuje stromový
resolučńı d̊ukaz sporu.

Věta 2 (Efektivńı interpolace pro resoluci) Existuje efektivńı algorit-
mus A, který pro daný d̊ukaz sporu z množiny klauzuĺı ve speciálńım tvaru:

C = {ϕi (p, r)}i∈I ∪ {ψq (p, q)}j∈J

Kde p, q, r jsou disjunktńı množiny proměnných a z daného ohodnoceńı a :
p → {0, 1} sestroj́ı d̊ukaz sporu bud’ z prvńı nebo druhé množiny v poly-
nomiálńım čase.

Poznámka 1 Pokud je C nesplnitelná, potom alespoň jedna z těchto množin
nesplnitelná.
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