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Hamingovy kódy.

Př́ıklad 1:

Město, v něm spolky. Velikost každého spolku je lichá, pr̊uniky jsou sudé.
Kolik tam může být spolk̊u? Určitě alespoň tolik, jako lid́ı (jednočlenné
spolky).

Na druhou stranu to ale nejde lépe. Vezmeme charakteristické vektory. Ty
muśı být lineárně nezávislé.

,

Máme ramseyovu teorii.

Nyńı, udělejme |X| = n a

(

V =

(

X
3

)

, E = {uv; |u ∩ v| = 1}
)

= G.

w(G) ≤ n, A ⊆ V, |A| = m;A1, A2 . . . , An ⊆ X, |Ai ∩Aj | = 1 ⇒ m ≤ n.

2-vzdálenostńı množiny: Máme v rovině body, chceme je rozmı́stit tak, aby
jich množina obsahovala co nejméně r̊uzných vzdálenost́ı.

Věta 1 Označ́ıme-li maximálńı počet bod̊u v n-rozměrném prostoru pro-
storu tak, že maj́ı jen dvě vzdálenost, jako m(n), potom:

n · (n+ 1)

2
≤ m(n) ≤ (n+ 1) · (n+ 4)

2

Důkaz:
Dolńı tak, že vezmeme body, co maj́ı samé nuly a dvě jedničky. Potom jen
vzdálenosti 2 a

√
2. Těch je zřejmě jen tolik, jako dolńı odhad, ale jen pokud

bereme ty vektory jako součást prostoru o dimenze n+1. Ale protože splňuj́ı
rovnici

∑

xi = 2, což je podprostor (sice nev́ıme souřadnice uvnitř něj, ale
to nevad́ı).

Odhad zhora. Máme množinu A1, . . . , Am ∈ En. d(Ai, Aj) ∈ {a, b}. De-
finujme si F (x, y) = (d2(x, y) − a2)(d2(x, y) − b2). Vpravo dostanu vždy
nulu. Nyńı zafixujme jeden argument (fi(x) = F (Ai, x)). Množina funkćı
do reálných č́ısel je vektorový prostor. Je třeba dokázat, že toto je lineárně
nezávislé. Kdyby byly závislé, tak umı́m sestavit nulovou funkci. To je ale
spor, protože dostávám všude nulu, kromě sebe sama, to je nenula.

Máme tedy m funkćı, což je ale menš́ı, než dimenze prostoru, ve kterém žij́ı.
Ale to jsou polynomy 4. stupně. Poṕı̌seme generátory toho podprostoru. Pak
už se upoč́ıtá dimenze.

-
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Mějme úplňák, chceme rozdělit jeho hrany tak, že dostáváme úplné bipar-
titńı grafy (ty množiny muśı být disjunktńı, ale nemuśı to pokrývat celé).

Věta 2 Pokud to tak je, potom počet úplných bipartitńıch graf̊u je alespoň
n− 1.

Důkaz:
Dokazuje se stejně, sč́ıtáńım nad Z2.

-

Věta 3 ∀G∃ rozklad na dvě disjunktńı V1, V2 takové, že G [V1] , G [V2] jsou
eulerovské (všechno je sudé).

Důkaz:
Mám množinu M ⊆ Tn, ortogonálńı doplněk M⊥.

-

Lemma 1
M ⊆ GF (2)n ⇒ 1 ∈

〈

M ∪M⊥
〉

Důkaz:
Pokud 〈M〉 ∩M⊥ obsahuje jen 0. Potom dim(M) = k, dim(M⊥) = n− k a
tedy z toho vyvod́ıme, že 〈M〉 ∪M⊥ = GF (2)n, tedy i 1.

Pokud ∃u ∈ 〈M〉 ∪ M⊥, potom ∀u ⊥ 〈M〉 , u ⊥ u. Tedy ale 〈u, u〉 = 0 =
∑

ui = 〈u, 1〉 a tedy 1 ⊥ u.

-

G = (V,E) , E = {e1, . . . , en} , GF (2)n jsou podgrafy grafu G.

Když máme podprostor kružnic M , M⊥ je prostor řez̊u.

Celý graf je tedy v součtu obou.

∀G∃V1, V2 disjunktńı takové, že V = V1 ∪ V2.

Komplexńı matice se nazývá normálńı, když komutuje s hermitovskou
transpozićı.

A má ortonormálńı bázi z vlastńıch vektor̊u ⇔ je normalńı.

A1, A2, . . . , An maj́ı společnou ortonormálńı bázi z vlastńıch vektor̊u ⇔ jsou
normálńı a ∀i, j;AiAj = AjAi.

3



A = A∗ ⇔ A je normálńı a reálná.

A = A∗ ⇒ A∗A = AA∗ a je normalńı, potom ∃XX∗ = E;X∗AX = D (s
vlastńımi č́ısly), D∗ = D ⇒ všechny prvky jsou reálné.

Důsledek 1 G je graf, AG je matice sousednosti. Potom AG má n vlastńıch
č́ısel (součet jak algebraických tak geometrických násobnost́ı) a všechna jsou
reálná.

Věta 4 (Moorova) Mějme d-regulárńı graf bez C4,K3. Určitě n ≥ 1 + d2

(poč́ıtáńı vrstev). Pokud je zde rovnost, graf se nazývá Moor̊uv. Takových
je málo.

Důkaz:
A je matice sousednosti. λmax = d. A2 má na diagonále dčka, mezi sousedy
je určitě 0, jinak 1. Tedy, A2/J−A+(d−1) ·E. Z toho se odvod́ı, že existuje
jen málo vlastńıch č́ısel.

-

Věta 5
λ1 + . . .+n = 0

Věta 6 Pro d 6∈ {0, 1, 2, 3, 7, 57} neexistuje moor̊uv graf.

1 Silně regulárńı grafy

Graf G je (d, e, f)-silně regulárńı, pokud je:

• Je d-regulárńı.

• Každá hrana lež́ı v e trojúhelńıćıch (∀xy ∈ E; |N(x) ∩N(y)| = e).

• ∀xy 6∈e;x 6= y; |N(x) ∩N(y)| = f

• Neńı to úplný graf.

Věta 7 Jestlǐze existuje (d, e, f) silně regulárńı graf s n vrcholy, potom:

• f = e+ 1, d = 2f, n = 2d+ 1

• nebo (e− f)2 − 4(f − d) = s2 a d
2s((d− 1+ f − e)(s+ f − e)− 2) ∈ N.
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Důkaz:
Necht’ A je matice sousednosti. Matice A má na diagonále d (vždy tam a
zpět). Na hranách jsou e a kde nejsou hrany, tam kde nejsou je f . Tedy:
A2 = dE + eA+ f(J − E −A). Tedy, A2 +A(f − e) + (f − d) = fJ .

Všechny vlastńı č́ısla dostaneme jako kořeny p(x) = x2 +(f − e)x+(f − d).

d je největš́ı vlastńı č́ıslo.

Součet vlastńıch č́ısel je totéž jako jej́ı stopa.

-

Věta 8 (Friendship theorem) Necht’ každ́ı dva lidé maj́ı právě jednoho
společného př́ıtele, potom existuje superpř́ıtel.

Důkaz:
Máme množinový systém µ = {N(x);x ∈ V }. x ∩ y ⇒ |N(x) ∩N(y)| = 1.
At’ jsou nebo nejsou spojeny hranou, tak maj́ı právě jeden pr̊unikový prvek.
To jsou dva axiomy projektivńı roviny (je splněna i 4 body v obecné poloze?
– ne, nemůže nastat všichni na jedné př́ımce, ale může nastat jeden, ostatńı
na př́ımce).

Tedy, pokud neńı superpř́ıtel, tak máme konečnou projektivńı rovinu. Máme
tedy jej́ı řád a to je zde m = 1. Máme tedy m+ 1, 1, 1 silně regulárńı graf o
m2 +m + 1 vrcholech. Prvńı možnost nastat nemůže, druhá s2 = 4m, s =
2t,m = t2. Po dosazeńı do druhé rovnice to nevyjde.

-

2 Proplétáńı vlastńıch č́ısel

Máme matici A, jej́ı vlastńı č́ısla λ1 ≥ a2 . . . ≥ an a k tomu vlastńı vektory
ui, které tvoř́ı ortonormálńı bázi.

Lemma 2
x ∈ span {u1, . . . , uk} ⇒ x∗Ax ≥ λkx

∗x

Důkaz:

x =
k

∑

i=1

αiui

x∗A(
∑

αiui) =
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x∗(
∑

αiAui) =

x∗(
∑

αiλiui) =
∑

α∗
ju

∗
jαiλiui ≥

∑

α∗
iαiλk =

λkx
∗x

-

Důsledek 2

λi = max
x 6=0

x∗Ax

x∗x

Necht’ matici B dostaneme z A vyškrtnut́ım i-tého řádku a i-tého sloupce
span(B) = µ1 ≥2 . . . ≥ µn−1.

Věta 9 Potom λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ . . . µn−1 ≥ λn.

Důkaz:
∀k;λk ≥ µk ≥ λk+1. S1 = span {uk, uk+1, . . . , un}, S1 = span {v1, v2, . . . , vk}
Doplńıme na i-té mı́sto nuly abychom dostali v′1, z

′
2 . . .. S3 = {v′1, v′2, . . .}.

dimS1+dimS3 = n+1. To je dim(S1+S3)+dim(S1∩S3). Tedy dimS1∩S3 ≥
1, tedy existuje tam alespoň jeden nenulový vektor, ale na i-tém mı́stě má 0,
takže tuto pozici nepotřebuji. Z toho vykopu x∗Ax = y∗By, z toho vykopu
že µk ≤ λk.

Tu druhou zvoĺım S1 = span {u1, u2, . . . , uk+1}, S2 = span {vk, . . . , vn−1} a
obdobně.

-

Důsledek 3 Tentokrát vyškrtneme k řádk̊u a odpov́ıdaj́ıćıch k sloupc̊u, takže
máme µ1 ≥ . . . ≥ µn−k Potom plat́ı, že λi ≥ µi a µi ≥ λi+k.

Důkaz:
Škrtáme postupně.

-

Věta 10 G graf. Potom α(G) ≤ min {|i;λi ≤ 0|, |i;λi ≥ 0|}.

Důkaz:
Vezmeme matici sousednosti, uspořádejme je tak, že v levém horńım rohu
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jsou nezávislá množina, ta matice je nulová. Vyhod́ım ty vrcholy, co nejsou
v nezávislé množině, zbyde mi α nul jako vlastńı č́ısla. Tedy, λ1,2,...α ≥ 0 a
0 ≥ λn,n−1,...,n−α+1.

-

Věta 11 G je d-regulárńı, potom α(G) ≤ n · −λn

d−λn
.

Důkaz:
Vezmeme A matici sousednosti a J samých jedniček. AJ = d ·J = JA. Tedy
existuje společná ortonormálńı báze složená z vlastńıch vektor̊u. X∗X =
E,X∗AX = D. U J máme jedno č́ıslo n a jinak nuly. Necht’ C = A −
1
n
(d− λn) J . X

∗CXX∗AX − 1
n
(d− λn)X

∗JX. C má dvakrát λn.

Provedeme podobný trik jako předt́ım, B je podmatice odpov́ıdaj́ıćı λ, jej́ı
vlastńı č́ısla jsou nuly, a −α

n
(d− λn) ≥ λn.

-

Důsledek 4 χ(G) ≥ 1 + λ1

|λn|

Důkaz:
V každé barvě je nejvýše α prvk̊u.

-

Věta 12 Toto plat́ı i pro obecné grafy.

Lemma 3 λ1 ≥ pr̊uměrný stupeň G.

Důkaz:
TODO: Cvičenı́

-

Věta 13 χ(G) ≤ 1 + λ1.

Důkaz:
Každý graf obsahuje kritický graf pro tu barevnost jako indukovaný podgraf.
Minimálńı stupeň je δ(G) ≥ χ(G) − 1, jinak bych ten menš́ı mohl vyhodit,
obarvil a dobarvil podle toho, co zbyde. Pr̊uměrný stupeň je alespoň χ− 1,
tedy λG′

max ≥ χ− 1, tedy λ1 ≥ λG′

max.

-
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3 Shanonova kapacita grafu

Úplný součin graf̊u je takový graf G ⊠ H, že: V := V (G) × V (H) a hrana
(v1, u1), (v2, u2) tam je když v1 = v2 ∨ v1v2 ∈ E1 a totéž pro u (s t́ım, že
nebereme smyčky).

Shanonova kapacita je

sup
{

α(Gk)
1

k

}

Pro 5-cyklus je to
√
5. Uděláme ortogonálńı reprezentaci grafu, každý vrchol

dostane vektor, pokud mezi nimi neńı hrana, tak jsou na sebe kolmé.

Nejlepš́ı reprezentace je taková, která jde do co nejmenš́ıho kulového vrchĺıku.

Definujme τ = maxc,|c|=1
1

〈c;v〉2
(v je vektor vrcholu).

Lemma 4 α(G) ≤ τ(G)

Důkaz:
Vezmeme si nezávislou, dáme libovolnou reprezentaci. Ta už muśı udělat
sama dostatečně veliký vrchĺık.

-

Lemma 5 Máme grafy G,H a jejich reprezentace. Potom pro G⊠H exis-
tuje reprezentace taková, že τ(G⊠H) = τ(G) · τ(H).

Máme vektory x, y. Potom tenzorový součin je x ⊗ y ∈ R
m·n a vyjde

vynásobeńım každý s každým v lexikografickém pořad́ı opačně (tedy, od
druhé souřadnice). Vyjde taky jako xT × y.

Pozorováńı 1 Je to lineárńı operátor.

Důkaz:
Stač́ı vźıt tenzorový součin těch vektor̊u.

-

Nyńı už stač́ı vźıt jen reprezentaci C5, nasadit obě lemmata a je hotovo.

Věta 14 Necht’ P je reguárńı. Potom:

Sp(A) = Sp(P ·A · P−1)
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Důkaz:
Roznásobeńım přes determinanty.

-

Lemma 6 Necht’ A ∈ C
n×n je hermitovská a S ∈ C

m×n, m < n, SS∗ = E.
Potom vlastńı č́ısla SAS∗ proplétaj́ı vlastńı č́ısla A.

Důkaz:
Vektory z S jsou na sebe kolmé. Lze rozš́ı̌rit na ortonormálńı bázi R takové,
že RR∗ = E (ale větš́ı).

Nahrad́ım tedy S za R. To odpov́ıdá blokovému násobeńı matic, nalevo
nahoře mám SAS∗. Tedy, vlastńı č́ısla SAS∗ problétaj́ı vlastńı č́ısla RAR∗.
Ale to má stejná vlastńı č́ısla, jako A.

-

Lemma 7 Mám čtvercovou matici A nařezanou na bloky dlouhé n1, n2, . . . , nm.
Źıskáme matici B ∈ C

m×m tak, že vezmeme daný bloček, vše sečteme a
vyděĺıme ni.

Vlastńı č́ısla matice B problétaj́ı vlastńı č́ısla A.

Důkaz:
Udělám matici S ∈ C

m×n. Takže mám řádk̊u kolik je blok̊u a sloupečk̊u
kolik je sloupečk̊u. Do prvńıho bloku přijdou jedničky na prvńı řádek, do
druhého na druhý, etc, jinak nuly.

Potom SS∗ je matice m × m. Na diagonále budou velikosti blok̊u, jinak
nuly. SAS∗ vycháźı součty prvk̊u v celém bloku. Pohrajeme si a napasujeme
předchoźı lemma.

-

Věta 15 G je graf. Potom α(G) ≤ n · −λ1λn

δ2(G)−λ1λn
.

Důkaz:
Nastěhuju si nezávislou jako nejnižš́ı indexy. Rozděĺım matici na 4 kusy, a
spoč́ıtám B jako v minulém lemmatu. Vlevo nahoře mám 0, vpravo dole mě
to nezaj́ımá. Potom b2,1 = b2,1 · α

m−α
. Ta má vlastńı č́ısla γ1, γ2 a proplétá

vlastńı č́ısla matice sousednosti.

-
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Věta 16 χ ≥ 1− λ1

λm

Důkaz:
Nařežeme na nezávislé množiny podle barev.

-

4 Siedel̊uv switching

Siedel̊uv switching je operace na grafu, kdy si vyberu jeden vrchol, tomu
vyměńım/zneguji všechny jeho sousedńı hrany.

G H pokud mezi sebou jdou převádět postupným přeṕınáńım.

To je ekvivalentńı s t́ım, že všechny vrcholy nějaké množiny můžu switchnout
(měńım hrany jen mezi množinou a okoĺım). To je vidět.

To je totéž jako sč́ıtáńı v Z2 s úplným bipartitńım grafu (použ́ıvaj́ıćım
všechny vrcholy). Jde přeswitchovat, když existuje takový graf.

Takže tř́ıdy ekvivalence lze źıskat tak, že vyfaktorizuji všechny grafy pomoćı
báze všech úplný bipartitńıch na všech vrcholech.

Věta 17 Tř́ıd ekvivalence je stejně jako eulerovských graf̊u.

Důkaz:
Jsou to ortogonálńı doplňky.

-

Lineárńı forma je zobrazeńı z vektorového prostoru do jeho tělesa, které
jsou lineárńı. V ∗ je prostor těchto forem. Plat́ı, že dimV = dimV ∗.

Lemma 8 (Burnsidovo) Mějme grupu G a množinu M . Potom akce grupy
na množině je zobrazeńı G×M → M takové, že jednička z G nechávaj́ı m
napokoji a (g · h) ·m = g(h ·m).

Potom prvky, které se daj́ı dostat z jednoho prvku akcemi z G jsou ekviva-
lence.

5 Neexistence perfektŕıch kód̊u

Máme abecedu Σ, |Σ| = q. Σn jsou slova, dH(x, y) je počet mı́st, na kterých
se tato slova lǐśı.
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Vyśılaj́ı se jen daná kódová slova.

Řekneme, že kód C opravuje t chyb, pokud kdykoliv dojde až k t chybám
při přenosu, tak lze naj́ıt jednoznačně nejbližš́ı kódové slovo.

Pozorováńı 2 Vzdálenosti kódových slov jsou alespoň 2d+ 1.

Důkaz:
Přes okoĺıčka a jejich pr̊uniky.

-

Pozorováńı 3 dH je metrika.

Důkaz:
Jen upoč́ıtat. Zaj́ımavá je jen trojúhelńıková nerovnost.

-

Pozorováńı 4 Necht’ C ⊆ Σn opravuje t chyb. Potom |C| ≤ qn

∑

t

i=0





n
i



(q−1)i

Důkaz:
Velikosti okoĺıček.

-

C ⊆ Σn se nazývá t-perfektńı s parametry q, n, t, pokud plat́ı rovnost.
Tedy, okoĺıčka tvoř́ı rozklad.

Př́ıklad 2:

Mějme q prvoč́ıslo a matici Zk×2k−1
2 , v ńı všechny kromě nulového vektoru.

A C = {x|Hx = 0}. C je 1-perfektńı kód.

,

Důkaz:
Opravuje jednu chybu. Sporem, najdeme vektor součet těchto dvou slov, ten
muśı být v C, ale nevyjde tam.

Počet slov bude velikost jádra.
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-

Věta 18 ∃(q, n, t)-perfektńı kód a q = pr (mocnina prvoč́ısla). Potom
∑t

i=0

(

n
i

)

(q − 1)i = qk.

Důkaz:
Je to celé č́ıslo. Z toho vytlučeme, že je to mocnina p a z toho se už uspoř́ı,
že muśı být i mocnina q.

-

Důsledek 5 Necht’ q = pr a ∃(q, n, 1)-perfektńı kód, potom n = qk−1
q−1 .

Důkaz:
Jen dosazeńı.

-

Jsou kódy pro mocniny prvoč́ısla a t = 1, pro n = 11 a t = 2 a pro n = 23
a t = 3. Na mocninách prvoč́ısla žádná jiná nejsou.

Ve složených se v́ı, že neexistuj́ı, kromě t = 1, 2, kde se nev́ı.

Věta 19 (Podmı́nka pakováńı kouĺı) ∃(q, n, t)-perfektńı kód. Potom
∑t

i=0

(

n
i

)

(q − 1)i |qn pro složená q a qk pro q = pr.

Věta 20 Pokud ∃(q, n, t)-perfektńı kód, potom
Lt(x) =

∑t
j=0 (−1)j (q − 1)t−1

(

x− 1
q

)(

n− x
t− j

)

má t r̊uzných celoč́ıselných

kořen̊u mezi 1 a n.

Věta 21 Pro q = pr a t ≥ neexistuj́ı (n, q, t) perfektńı kody s jinými para-
metry než s Hamingových a Golojových kód̊u.

Důkaz:
Má t ruzných celoč́ıselných kořen̊u.

TODO: Tady bylo hromada chlupatých výpočtů, které se použij́ı na ome-
zeńı t ≤ 11, n ≤ 495, q ≤ 27 a nacpe se na to poč́ıtač.

-
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Poznámka 1 Pro q = 2 se přidá součit Π(σi−2), udělá se něco podobného.

Tvrzeńı 1 q = 2, t = 2.

Důkaz:

Podmı́nka pakováńı kouĺı ř́ıká, že 1 +

(

n
1

)

+

(

n
2

)

= 2α.

-
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