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1 Dělitelnost

Řekneme, že S(·, 1) je komutativńı monoid s kráceńım, je-li · komuta-
tivńı a asociativńı a funguje tam kráceńı: ∀a, b, c ∈ S; a · b = a · c → b = c.

V S(·, 1) řekneme, že a děĺı b (a\b), a, b ∈ S, jestliže ∃c ∈ S; b = a · c.

a je asociováno s b (a||b), pokud a\b ∧ b\a.

Poznámka:

Je-li R(+, ·,−, 0, 1) obor integrity a a, b ∈ R−{0}, pak a\b (v R−{0} (·, 1))
⇔ b ·R ⊆ a ·R. a||b ⇔ a ·R = b ·R.

Důkaz:
b = a · c, což znamená b · 1 ∈ a ·R, b · r = a · c · r.

b · 1 ∈ b ·R ⇒ ∃c ∈ R; b = a · c. Zřejmě c 6= 0.

Poznámka:

• ∀a, b ∈ S∃ nejvýše jedno c ∈ S; a = b · c

• ∀a, b ∈ S; a||b ⇔ ∃u ∈ S invertibilńı ; a = b · u

• || je kongruence na S.

• S/||(·, [1]||) je opět komutativńı monoid s kráceńım, na němž relace

”
děĺı“ tvoř́ı uspořádáńı.

a, b, c, d, a1, . . . , an ∈ S. Řekneme, že c je největš́ı společný dělitel prvk̊u
a1, . . . , an (c je NSD(a1, . . . , an)), c\ai ∧ (d\ai ⇒ d\c).

O prvku c řekneme, že je prvočinitel, jestliže neńı invertibilńı a plat́ı c\(a ·
b) ⇒ c\a ∨ c\b.

Řekneme, že c je nerozložitelný (ireducibilńı), jestliže neńı invertibilńı a
plat́ı c = a · b ⇒ c||a ∨ c||b.
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Poznámka:

a, b, c, d, e ∈ S.

• Necht’ d je NSD(a, b) a e je NSD(a · c, b · c) ⇒ d · c||e (pokud oba
dělitelé existuj́ı).

• Necht’ 1 je NSD(a, b) a necht’ a\b ·c. Pokud existuje NSD(a ·c, b ·c) ⇒
a\c.

S(·, 1) je komutotivńı monoid s kráceńım.

Poznámka:

Každý prvočinitel je ireducibilńı. Pokud ∀a, b∃NSD(a, b) ⇒ každý ireduci-
bilńı prvek je prvočinitel.

Důkaz:
Necht’ p je prvočinitel. p = a · b, a, b ∈ S. a\p, b\p. p\a · b ⇒ p\a(p||a) ∨
p\b(p||b).

p ireducibilńı. p\a · b, necht’ p 6 \a. Existuje n je NSD(p, a). p = n · x, je
ireducibilńı, pak p||n∨p||x. Dle předpokladu p 6 \a, tedy p||x. n je invertibilńı,
tedy 1.

Existuje největš́ı společný dělitel NSD(p · b, a · b). Tedy p\b.

Věta:
Necht’ každý ireducibilńı prvek S(·, 1) je prvočinitelem. Necht’ p1, . . . , pn a
q1, . . . , qm ∈ S posloupnosti ireducibilńıch prvk̊u, pro něž plat́ı, že součuin
∏n

i=1 pi||
∏m

i=1 qi. Potom n = m a existuje bijekce σ mezi posloupnostmi
takové, že pi||qσ(i).

Důkaz:
Indukćı dle n. n = 1 je zřejmý.

Je-liR(+, ·,−, 0, 1) obor integrity, pak jehoNSD, ireducibilńı prvky, prvočinitele,
invertibilńı prvky jsou definovány jako totéž na R− {0} (·, 1).

Obor integrity R(+, ·,−, 0, 1), v němž jsou všechny ideály hlavńı, tj. tvaru
aR = {a · r; r ∈ R}. Pak mu ř́ıkáme Obor integrity hlavńıch ideál̊u.

Poznámka:

Je-liR obor integrity hlavńıch ideál̊u a a1, . . . , an ∈ R, pak existuj́ı u1, . . . , un ∈
R takový, že

∑n
i=1 ai · ui je NSD(a1, . . . , an).

Věta:
Necht’R je obor integrity hlavńıch ideál̊u. Každý ireducibilńı prvek je prvočinitelem.
Pro každý nenulový neinvertibilńı prvek a ∈ R existuje posloupnost ireduci-
bilńıch prvk̊u p1, . . . , pn takové, že a = Πn

i=1. Jestliže a = Πm
i=1qi, pak m = n

a ∃ bijekce σ; pi||rσ(i).
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2 Okruhy polynomů

MějmeR(+, ·,−, 0, 1) okruh,M(·, e) monoid.R [M ] = {p : M → R; |{m ∈ M ; p(m) 6= 0}| < ∞}
– všechna zobrazeńı z monoidu do okruhu a jen konečně mnoho jich je ne-
nulových.

p =
∑

m∈M

p(m) ·m

Členy, kde p(m) = 0 můžeme vynechat.

Nulárńı prvek je p(?) = 0. Jednička 1(e) = 1, 1(? 6= e) = 0.

p, q ∈ R [M ].

−p =
∑

m∈M

−p(m) ·m

p+ q =
∑

m∈M

(p (m) + q (m)) ·m

p · q =
∑

m∈M







∑

a,b∈M

a·b=m

p (a) · q (b)






·m

Poznámka:

Necht’ R(+, ·,−, 0, 1) a M(·, e) monoid.

• Množina R [M ] (+, ·,−, 0, 1) je okruh, jsou-li R a M komutativńı, je i
R [M ] komutativńı.

• Zobrazeńı i : R → R [M ], kde i(r) = r · e je prostý okruhový homo-
morfizmus.

• Zobrazeńı v : M → R [M ], kde v(m) = 1 · m je prostý monoidový
homomorfizmus.

Důkaz:
R [M ] (+,−, 0) je komutativńı grupa. Jde př́ımo z definice. Také R [M ] (·, 1)
muśı být monoid. Násobeńı je podezřelé, je třeba dokázat korektnost – ty
sumy muśı být konečné, stač́ı vynechat nulové prvky. Nakonec distributivitu.

Obě zobrazeńı jsou zřejmě prostá, stač́ı ověřit homomorfizmy.

R [M ] nazývámemonoidový okruh. Uváž́ıme-li monoid N0(+, 0), pakR [N0]
budeme nazývat okruhem polynom̊u jedné neurčité a budeme často psát
R [x].
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Poznámka:

Necht’ S(+, ·,−, 0, 1) je okruh. R nějaký jeho podokruh, α ∈ S. Potom zob-
razeńı γα : R [x] → S daná přepisem

γα(
∑

n∈N0

an × xn) =
∑

n∈N0

an · αn

je homomorfizmus. (Toto znamená dosazeńı)

Důkaz:
Př́ımočaré ověřeńı slučitelnost́ı s (+,−, 0, ·, 1). Bud’ R(+, ·,−, 0, 1) okruh a
p ∈ R [x]. Je-li p 6= 0, nazvu č́ıslo p◦ := max {n; p (n) 6= 0} stupeň poly-
nomu p.

Stupeň 0◦ = −1.

Poznámka:

Bud’ R(+, ·,−, 0, 1) (komutativńı) okruh a p, q ∈ R [x]. Pak plat́ı:

1.
p◦ = (−p)◦

2.
(p+ q)◦ ≤ max {p◦, q◦}

3. je-li p, q 6= 0, pak
(p · q)◦ ≤ p◦ + q◦

4. Jestliže R je obor integrity a p a q jsou nenulové.

(p · q)◦ = p◦ + q◦

5. R je obor integrity ⇔ R [x] je obor integrity.

6. p je invertibilńı prvek a R je obor integrity ⇔ p◦ = 0∧ p(0) je inverti-
bilńı v R.

Důkaz:

1. Zřejmé.

2. Sč́ıtáme po složkách, ze dvou nulových nikdy nemůže vyj́ıt nenula.

3. Necht’ jsou oba stupně nenulové a n > součet stupň̊u. Je zřejmé, že
koeficient vyjde nulový.
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4. Je-li R obor integrity, pak nejvyšš́ı koeficient je nenulový, je to jen
jeden součin, který je nenulový (součin dvou nenulových).

5. Obě implikace. Když R je obor integrity, tak p, q 6= 0, součet jejich
stupň̊u je větš́ı než −1. Opačně. Vezmu všechny polynomy stupně 0,
ty zobraźım na prvky R. Pokud jsou nenulové, jejich součin neńı 0 v
polynomech, tedy ani v R.

6. Necht’ p je invertibilńı. Tedy ∃q ∈ R [x] ; p · q = 1. 1◦ = 0, p, q 6= 0, tedy
stupně obou muśı být 0. (Vynecháváme triviálńı př́ıpady, kdy 0 = 1)
Zbytek plyne z homomorfizmem všech polynumů stupně 0 s R.

Na druhou stranu je zřejmé.

O děleńı se zbytkem:
Bud’ R(+, ·,−, 0, 1) obor integrity. a, b ∈ R [x] , b 6= 0 a všechny bn jsou
invertibilńı v R.

Potom existuj́ı polynomy q, r ∈ R [x] atkové, že a = q · b+ r ∧ r◦ < b◦.

Důkaz:
Pokud stupeň a je menš́ı, než stupeň b, pak polož́ım q = 0 a r = a. Ostatńı
indukćı postupným děleńım.

Bud’ R(+, ·,−, 0, 1) obor integrity a nect’ existuje µ : R → N ∪ {0,−1} tak,
že plat́ı ∀a, b ∈ R, b 6= 0:

1.
a|b : µ(a) ≤ µ(b)

2.
∃q, r : a = q · b+ r;µ(r) < µ(b)

Pak R nazvu euklidovským oborem integrity a funkce µ je euklidovská
funkce.

Poznámka:

Každý euklidovský obor integrity je obor integrity hlavńıch ideál̊u.

Důkaz:
Bud’ R(+, ·,−, 0, 1) euklidovský obor integrity a µ je př́ıslušná euklidovská
funkce. I = {0} : I = 0R. Když I je nenulový, tak si vezmu nejmenš́ı takové
I.

Euklid̊uv algoritmus:
Necht’ R(+, ·,−, 0, 1) je Euklid̊uv obor integrity s euklidovskou normou µ a
a0, a1 6= 0.
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Definujme posloupnost {ai} a {qi}. Jestliže ai 6 |ai−1, pak vezmu qi a ai+1 :
ai−1 = ai · qi + ai+1, kde µ(ai+1) < µ(ai).

Jestliže ai|ai−1, posléze n = ai a proces konč́ı.

Důkaz:
Proces konč́ı po konečně mnoha kroćıch a an je NSD(a0, a1).

Definujme dvojici posloupnost́ı {xi} a {yi}, x0 = y1 = 1, x1 = y0 = 0,
xi+1 = xi−1−xi, yi+1 = yi−1− yi · qi. Potom xn ·a0+ yn ·a1 je NSD(a0, a1).

Důkaz:
NSD existuje, nebot’ je to obor integrity hlavńıch ideál̊u.

NSD(ai, ai + 1) je NSD(ai−1, ai).

Dále indukćı.

Bud’ S okruh, R podokruh S a α ∈ S. Řekneme, že α je kořenem poly-
nomu p ∈ R [x], jestliže jα(P ) = 0.

Kořenovým činitelem nazveme polynom x− α := (−α · x0 + 1 · x1).

Řekneme, že polynom p ∈ R [x] se rozkládá na kořenové činitele, jestliže
∃a, α1, . . . αn ∈ R a plat́ı, že p = a · (x− α1) · (x− α2) · . . . · (x− an).

Poznámka:

α je kořenem polynomu p ⇔ (x− α)|p.

Bud’ R(+, ·,−, 0, 1) komutativńı okruh,
∑

n∈N0
pnx

n ∈ R [x]. Definujme
formálńı derivaci :

(′) : R [x] → R [x]

(
∑

pnx
n)′ :=

∑

(n+ 1)pn+1x
n

Řekneme, že α ∈ R je v́ıcenásobný kořen polynomu p, jestliže (x−α)2|p.

Poznámka:

Bud’ R komutativńı okruh a p, q ∈ R [x] a c ∈ R. Pak plat́ı:

• (p+ q)′ = p′ + q′

• (c · p)′ = c · p′

• (p · q)′ = p′ · q + p · q′

Důkaz:
Viz analýza.

Poznámka:

Bud’ p polynom nad R. α je v́ıcenásobný kořen p ⇔ α je kořen p′ i p.
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D̊usledek:

Necht’ R(+, ·,−, 0, 1) je obor integrity, p ∈ R [x]. Jestliže 1 je NSD(p, p′),
potom p nemá v́ıcenásobný kořen.

D̊usledek:

Necht’ R(+, ·,−, 0, 1) je obor integrity, jehož charakteristika neděĺı č́ıslo n ∈
N. Potom polynom xn − 1 a xn+1 − x nemaj́ı v́ıcenásobný kořen.

(Nesmı́ to být triviálńı okruh.)

Důkaz:
Zkuśı se zderivovat.

Věta:
Každá konečná podgrupa grupy T − {0} (·,−1 , 1) tělesa T (+, ·,−, 0, 1) je
cyklická.

Důkaz:
G bud’ nějaká konečná podgrupa této grupy. n := |G|.

(viz minulý semestr) ∀k|n∃! podgrupa K grupy Zn.

K je také cyklická, tedy izomorfńı s Zk.

v Zn∃ právě ϕ(k) prvk̊u, které generuj́ı.

∀g ∈ G; 〈g〉 /n

∀k/n označ́ıme tn := |{g ∈ G; |〈g〉| = k}|.

TODO: ?

3 Pořadová a rozkladová tělesa

Mějme okruhy R(+, ·,−, 0, 1) a S(+, ·,−, 0, 1) a f : R → S jejich homo-
morfizmus. Definujme zobrazeńı fx : R [x] → S [x] přepisem fx

(
∑

aix
i
)

=
∑

f (ai)x
i.

Poznámka:

Bud’ R, S a T okruhy a f : R → S, g : S → T okruhové homomorfizmy. Pak
plat́ı:

1. fx je homomorfizmus okruh̊u R [x] a S [x].

2. (g.f)x = gx.fx

3. fx je izomorfizmus ⇔ f je izomorfizmus.
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4. Pokud napřed provedu zobrazeńı a pak dosad́ım je totéž, jako když
dosad́ım a pak převedu.

Poznámka:

Necht’ T (+, ·,−, 0, 1) je komutativńı těleso a u ∈ T je polynom stupně ale-
spoň 1. Pak faktor T [x] /uT [x] je komutativńı těleso ⇔ u je ireducibilńı
polynom.

Poznámka:

Bud’ T (+, ·,−, 0, 1) těleso a u ∈ T [x]. Pak zobrazeńı µ : T → T [x] /uT [x]
dané předpisem t =

[

tx0
]

je prostý okruhový homomorfizmus.

Značeńı: T (+, ·,−, 0, 1) komutativńı těleso, u ∈ T [x] ireducibilńı polynom.
T [x] /u · T [x] = T [x] / ∼u= (T [x])u. a ∼u b ≡ b− a ∈ T [x] ≡ u|b− a.

T → (T [x])u, t → t · x] + u · T [x] =
[

t · x0
]

∼u
.

Věta:
Necht’ T je komutativńı těleso, u ∈ T [y] , u =

∑

aiy
i je ireducibilńı, potom

má polynom
∑

aix
i ∈ T [x] má kořen v tělese (T [y])u.

Důkaz:
1 · y1 + u · T [y] je kořen polynomu. Dokáže se rozepsáńım a dosazeńım.

Necht’ U(+, ·,−, 0, 1) je komutativńı těleso. Řekneme, že T ⊆ U je podtěleso,
je-li to podokruh U(+, ·,−, 0, 1) a T −{0} je podgrupa U−{0} (·,−1 , 1). Na-
opak, U je nadtěleso T .

D̊usledek:

Necht’ T (+, ·,−, 0, 1) je komutativńı těleso a a ∈ T [x] stupně alespoň 1.

• ∃U nadtěleso U , nad ńımž má u kořen.

• ∃V nadtěleso T , nad ńımž se u rozkládá na kořenové činitele, tedy
mohu ho napsat jako součin polynomů stupně 1.

Důkaz:
T [x] je obor integrity hlavńıch ideál̊u. Vezmu libovolný ireducibilńı polynom
(dle nějakého tvrzeńı existuje) na něj pust́ım předchoźı větu.

Druhou část vezmeme indukćı podle stupně u. Najdeme kořen (nad U) a
vyděĺıme, oba polynomy jsou z U , v má o 1 menš́ı stupeň. Rozš́ı̌ŕıme pro
U ⊆ V , takže můžeme pokračovat.

Poznámka:

Všechna komutativńı podtělesa libovolného komutativńıho tělesa tvoř́ı uzávěrový
systém. Což znamená, že je to úplný svaz a pr̊usek je pr̊unik, tedy pr̊unik
dvou podtěles je opět podtěleso.
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Důkaz:
Podokruhy tvoř́ı uzávěrový systém. Stejně tak i podgrupy.

Následně uvažujme tělesa U(+, ·,−, 0, 1) a jeho podtěleso T ⊆ U , př́ıpadně
V ⊇ U je nadtěleso U .

Necht’ S ⊆ U těleso. T [S] bude nejmenš́ı podokruh obsahuj́ıćı množinu T∪S.
Obdobně T (S) je nejmenš́ı podtěleso obsahuj́ıćı T ∪ S.

Jestliže S = {α1, . . . , αn}, pak T [α1, . . . , αn] := T [S] , T (α1, . . . , αn) :=
T (S).

Poznámka:

T ⊆ U podtěleso. α ∈ U . Potom T [α] = {p(α)|p ∈ T [x]} – dosad́ım α do
všech polynomů. T [S] ⊆ T (S).

Důkaz:
Podtěleso – podokruh je zřejmý z definice.

To prvńı je okruhový homomorfizmus. Homomorfńı zobrazeńı podalgebry je
zase podalgebry.

T ⊆ U, p ∈ T [x]. U je kořenové (rozkladové) nadtěleso polynomu p,
existuje-li kořen α ∈ U (kořeny α1, . . . , αn)tak, že p = a·(x−α1)·. . .·(x−αn)
a pro žádné menš́ı U to neplat́ı.

Věta:

• ∃ kartézké nadtěleso p nad T .

• ∃ rozkaldové nadtěleso p nad T .

Důkaz:
Naj́ıt nějaké těleso, nad kterým to lze rozložit, je možné. Pak vezmeme
nejmenš́ı podtěleso obsahuj́ıćı všechny kořeny.

T ⊆ U,α ∈ U . Řekneme, že α je algebraický nad T , existuje-li polynom
p ∈ T [x] tak, že p(α) = 0. V opačném př́ıpadě nazveme α transcendentńı.

Bud’ m ∈ T [x] ,m◦ ≥ 0. Řekneme, že m je monický, jestliže am◦ = 1.

Věta:
T ⊆ U,α ∈ U je algebraický nad T . Potom ∃! monický polynom m ∈ T [x]
takový, že ∀p ∈ T [x]− {0} ; p(α) = 0 ⇔ m/p.

Necht’ m je ireducibilńı. Potom T [α] = T (α) a (T [x])m ∼= T (α).

Důkaz:
Vezmu všechny polynomy I, kterých je α kořenem. I je uzavřené na součty,
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rozd́ıly, nulu obsahuje, je to tedy podgrupa. Stejně tak je uzavřené na
součiny, tedy je ideálem. Je neprázdný, protože α je algebraický.

T [x] je obor integrity hlavńıch ideál̊u, ∃m;m ·T [x] = I, existuje právě jeden
monický (všechny generátory jsou asociovány).

Pokud je m ireducibilńı, pak pokud m = a · b, pak m|a ∨m|b.

Dosazeńı je homomorfizmus okruh̊u.

Poznámka:

Necht’ T1 ⊆ U1, T2 ⊆ U2 jsou tělesa, α ∈ U1, β ∈ U2 algebraické prvky nad
T1, T2. f : T1 → T2 je izomorfizmus.

Potom ∃ také izomorfizmus g : T1(α) → T2(β), že ∀t ∈ T1, f(t) = g(t) a
g(α) = β ⇔ fx(mα) = mβ .

Důkaz:
fx : T1 [x] → T2 [x] je také izomorfizmus. fx(mα) je ireducibilńı, protože mα

je ireducibilńı (minimálńı polynom). fx(mα) je monický (g : T1(α) → T2(β)).
f = g na T1. g(0) = 0, β je kořenem fx(mα),mβ |fx(mα).

Je ireducibilńı, tedy jsou asociované.

A zpátky:

T1(α) = T1 [x] ∼= T [x] /mαT [x]

p(α) ⇔ p+mT [x]

T1(a) ∼= (T1 [x])mα

∼= (T2 [x])mβ

∼= T2(β)

p(α) → p+mαT1 [x] → fx(p) → mαT2 [x] → jβ (fx (p))

To je izomorfizmus

tx0 ∈ T1 [x]

g(t) = f(t)

fx(tx
0) = f(t)x0

Věta:
Necht’ T1 ⊆ U1, T2 ⊆ U2 jsou komutativńı tělesa, p ∈ T1 [x] , U1 bud’ roz-
kladové těleso polynomu p nad T1 a U2 rozkladové těleso fx(p) nad T2,
kde f : T1 → T2 je izomorfizmus. Jsou-li α1, . . . , αn ∈ U1, β1, . . . , βm ∈ U2

všechny kořeny p, resp fx(p) (násobně), pak n = m a existuje izomorfizmus
g : U1 → U2 takový, že ∃σ permutace, g ↾ T1 = f a ∀i ∈ 1..n; g(αi) = βσi

.

Důkaz:
Indukćı dle n.

n = 1 je triviálńı, p = ax − b, fx(p) = f(a)x − f(b), oba stupně 1 a maj́ı
zjevně jeden kořen a g = f .
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Předpoklad plat́ı pro všechna tělesa a polynomy stupně až n − 1. Mám
polynom p stupně n. Vezmu mα1

∈ T1 [x], ten děĺı p, tedy fx(mα1
) děĺı

fx(p). fx(p) je nad U2 rozložitelný na dva polynomy, protože v U2 [x] máme
jednoznačný rozklad na ireducibilńı prvky. Tedy v rozkladu fx(mα1

), tak se v
rozkladu se mohou vyskytovat pouze β1, . . . , βn (až na asociovanost). BÚNO
β1 je kořenem monický ireducibilńıho (nad T2 [x]) polynomu fx(mα1

). Dle
minulého tvrzeńı ∃h : T1(α1) → T2(β1) izomorfizmus. p = (x−α1)·u, stupeň
u < n, použiji indukčńı předpoklad.

∃g : U1 → U2, g ↾ T1(α1) = h, g(αi) = βσi
.

Necht’ T (+, ·,−, 0, 1) je komutativńı těleso. Řekneme, že T je algebraicky
uzavřené, jestliže každý neinvertibilńı polynom p ∈ T [x] má v T kořen.
(Ekvivalentńı, že ho lze rozložit)

Necht’ U je nadtěleso tělesa T . Nazvu jej algebraickým uzávěrem, jestliže
je algebraicky uzavřené a žádné V, T ⊆ V ⊆ U , pro které to plat́ı, U = V .

Věta:
Každé těleso má algebraický uzávěr.

Důkaz:
Potřebuji axiom výběru (pro transfinitńı indukci). T je komutativńı těleso.
Konstruujeme posloupnost nadtěles T1 ⊆ T2 ⊆ T3 . . . takových, že všechny
polynomy z Ti [x] stupně nejvýše i jsou rozložitelné v Ti+1 [x].

Necht’ T1 = T . Dále vyráb́ıme těleso o jedna větš́ı. Vezmu si všechny poly-
nomy nad T1. Seřad́ım si je (pomoćı nějakého ordinálu a axiomu výběru).
Ti,α je rozkladové nadtěleso polynomu pα. Tyto pak sjednot́ım.

U =
⋃

i∈N Ti. Nyńı je třeba dokázat, že je algebraicky uzavřené. Vezmu si po-
lynom, ten má nějaké koeficienty z některého tělesa Ti. Proto je rozložitelný
v Ti+1, který ve sjednoceńı je.

4 Konečná komutativńı tělesa

Poznámka:

Žádné konečné komutativńı těleso neńı algebraicky uzavřené.

Důkaz:
Vezmeme polynom p =

∏

t∈T (x− t) + 1, v libovolném bodě je roven 1.

Poznámka:

Algebraický uzávěr konečného komutativńıho tělesa je (nekonečný) spočetný.

Důkaz:
Konstrukce viz minulou kapitolu. Každé těleso je větš́ı, ale konečné, takže
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celkem daj́ı spočetné č́ıslo.

Poznámka:

Necht’ T je komutativńı těleso prvoč́ıselné charakteristiky a n ∈ N. Pak
Q =

{

t ∈ T |tp
n

= t
}

je podtěleso T .

Důkaz:
ϕp : T → T, ϕp(t) = tp je okruhový homomorfizmus. Složeńım n kopíı tohoto
homomorfizmu je opět homomorfizmus.

Stač́ı dokázat, že obsahuje 0, 1 a z homomorfizmu uzavřenost operaćı.

Poznámka:

P = {k × 1|k ∈ N} ⊆ T

Potom P podtěleso T izomorfńı s Zp pro nějaké prvoč́ıselné p a |T | = |P |n =
pn.

Důkaz:
ϕ : Z → T je okruhový homomorfizmus.

Věta:
q ∈ N, existuje konečné komutativńı těleso T o q prvćıch ⇔ ∃n ∈ N a
prvoč́ıslo p, že q = pn. Toto těleso je izomorfńı rozkladovému nadtělesu
polynomu xp

n

− x nad tělesem Zp.

Důkaz:
Jedńım směrem minulá poznámka.

Opačně: T bud’ rozkladové nadtěleso, xp
n

−x nad Zp. Dle předchoźı poznámky
je jeho charakteristika p. Q =

{

t ∈ T |tp
n

= t
}

, což jsou právě všechny kořeny
polynomu xp

n

− x. Zp ⊆ Q = T .

D̊usledek:

V T existuje podtěleso o q prvćıch ⇔ q\|T | ∧ (q − 1)\(|T | − 1). Takové
podtěleso je určeno jednoznačně.

Poznámka:

Necht’ k, n ∈ N a p je prvoč́ıslo. Pak k\n ⇔ pk − 1\pn − 1.

Poznámka:

Je-li u ireducibilńı polynom stupně k nad T , pak u\x|T |k − x.

10.11:
Necht’ T konečné komutativńı těleso, d ∈ N, u ∈ T [x] je ireducibilńı polynom
stupně k ∈ N, q = |T |. Pak je následuj́ıćı ekvivalentńı:

1. xq
k

− x/xq
d

− x v T [x]
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2. u/xq
d

− x v T [x]

3. qk − 1/qd − 1 v Z

4. k/d

Důkaz:
(3) ⇔ (4) – q = pn, p je prvoč́ıslo, n ∈ N. qk−1 = pnk−1/pnd−1 = pd−1 ⇔
nk/kd ⇔ k/d

(1) ⇒ (2) – u/xq
x

−x dle předchoźı poznámky, xq
k

−x/xq
d

−x ⇒ u/xq
d

−x.

(2) ⇒ (3) – U je těleso o qd = pn·d prvćıch. n/n ·d ⇒ ∃! (až na izomorfizmus)
těleso T ⊆ U, |T | = pn. Mohu ho ztotožnit s p̊uvodńım tělesem. ∀α ∈ U jsou

kořenem xq
d

− x =
∏

α∈U (x − α). u/xq
d

− x v T [x], u lze chápat ∈ U [x].
TODO:

(3) ⇒ (1) – ∃ tělesa T ⊆ U ⊆ V , |T | = q, |U | = qd, |V | = qk. xq
d

− x =

(xq
k

− x) · r + w, w◦ < qk.

D̊usledek:

Každý polynom xq
d

−x je nad konečným tělesem o q prvćıch součinem právě
všech monických ireducibilńıch polynomů stupně k pro ∀k/d.

Důkaz:
(2) ⇔ (4) z minulé věty dokazuje, že jsou všechny dělitele.

Rozkladovým nadtělesem xq
d

− x jsou všechny kořeny jednonásobné.

f ∈ T [x], T je komutativńı těleso. Řekneme, že f je bez čtverc̊u, jestliže
g2/f pro g ∈ T [x] ⇒ g◦ = 0. Rozklad f =

∏

i∈N f i
i nazveme bezčtvercový

rozklad, jestliže fi jsou bezčtvercové polynomy.

Poznámka:

Každý polynom f ∈ T [x], kde T je komutativńı těleso, má bezčtvercový
rozklad.

Poznámka:

Polynom f ∈ T [x] je bez čtverc̊u právě tehdy, když f, f ′ jsou nesoudělné.

10.16:
Necht’ f ∈ T [x] je bezčtvercový monický polynom, kde T je nějaké konečné

těleso. V = T [x] /f · T [x] a W =
{

[u]f ∈ V | [u]
|T |
f = [u]

}

.

V je vektorový prostor nad T , W je jeho podprostor. Je-li f součinem právě
k ireducibilńıch polynomů. Je-li [u]f ∈ W, 1 ∈ u◦ < f◦, pak f = Πt∈Tnsd(u−
s, f). Jsou-li [u1]f , . . . , [uk]f báze W a f1, f2 dva neasociované ireducibilńı
faktory f , (f1, f2|f), pak ∃i ≤ k a t ∈ T : f1|wi − t, f2 6 |(wi − t).
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5 Booleovy algebry

Necht’ S(∧,∨) je svaz. Řekneme, že je distributivńı, plat́ı-li ∀a, b, c ∈ S; a∨
(b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ b).

Poznámka:

Je-li S(∧,∨) distributivńı svaz ⇔ i druhá distributivita (∀a, b, c; a∧ (b∨c) =
(a ∧ b) ∨ (a ∧ c)).

Důkaz:
Stač́ı jedna implikace, pro druhé stač́ı vźıt opačný svaz.

Necht’ je tedy svaz distributivńı.

(a∧b)∨(a∧c) = ((a∧b)∨a)∧((a∧b)∨c) = a∧((a∨c)∧(b∨c)) = a∧(b∨c).

Poznámka:

Každý distributivńı svaz je modulárńı.

Necht’ S(∧,∨) je svaz, 0 jeho nejmenš́ı, 1 jeho největš́ı prvek. Pak řekneme,
že a′ ∈ S je doplněk (komplement) prvku a, jestliže a∧a′ = 0, a∨a′ = 1.

Poznámka:

V distributivńım svazu existuje pro každý prvek nejvýše jeden komplement.

S(∨,∧, 0, 1,′ ) nazveme Booleovou algebrou, je-li S(∧,∨) distributivńı svaz,
0 je nejmenš́ı prvek, 1 je největš́ı prvek a ′ : S → S komplement.

Poznámka:

Je-li S(∨,∧, 0, 1,′ ) Booleova algebra, pak ∀a, b ∈ S plat́ı:

• (a′)′ = a

• (a ∧ b)′ = a′ ∨ b′

• (a ∨ b)′ = a′ ∧ b′

• 0′ = 1, 1′ = 0.

11.5:
Necht’ S(∨,∧, 0, 1,′ ) je konečná Booleova algebra, A bud’ množina všech
atomů S(∧,∨). Potom a ∈ A ≡ a 6= 0, b ≤ a, b 6= 0 ⇒ b = a.

Okruhu R(+, ·,−, 0, 1) budeme ř́ıkat Boole̊uv okruh, jestliže je komuta-
tivńı, je charakteristiky 2 (r + r = 0) a r · r = r.

Poznámka:

Necht’ S(∨,∧, 0, 1,′ ) je Booleova algebra. Definujeme-li operaci + : a + b =
(a∧ b′)∨ (a′ ∧ b), pak S(+,∧, IdS , 0, 1) je Boole̊uv okruh. Nav́ıc kongruence
obou algeber splývaj́ı.
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Vezmeme-li S(+, ·,−, 0, 1) Boole̊uv okruh. Definujeme operaci ∨ : a ∨ b =
a+ b+ a · b a operaci ′ : a′ = 1+ a. Potom S(∨, ·, 0, 1,′ ) je Booleova algebra.
Nav́ıc kongruence obou algeber splývaj́ı.
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