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2.1 Odbočka o perfektńıch grafech . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 Strovnatelné grafy 6
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1 Úvod

Budeme prob́ırat předevš́ım pr̊unikovou reprezentaci. Chceme graf mı́t vr-
choly – množiny a hrana bude v grafu existovat, pokud pr̊unik vrchol̊u bude
neprázdný. Když M bude množina, potom G(M) je pr̊unikový graf M.

Pozorováńı 1 Kazdý graf lze takto reprezentovat.

Důkaz:
Každý vrchol bude množnia obsahuj́ıćı všechny hrany, které z něj vedou.

-

Intervalové grafy (IR) jsou grafy, kdy dostanu intervaly na př́ımce a
udělám z toho pr̊unikový graf.

U některých tř́ıd pr̊unikových graf̊u lze mnoho obecně složitých věćı řešit
rychle (např. barveńı, klikatěńı, . . . ).

Když M je množina, potom:

IG(M) := {G|∃f : v(G) → M∀u 6= v;uv ∈ E(G) ⇔ f(u) ∩ f(v) 6= ∅}

Např́ıklad úplný graf je v této tř́ıdě pokud tato množina obsahuje alespoň
jednu neprázdnou množinu.

Circle grafy (CIR) jsou pr̊unikové grafy tětiv kružnice.

Circle-Arc grafy (CA) jsou oblouky na kružnici, jen IR zacyklené dokola.

Permutačńı grafy (P) jsou pr̊unikové grafy úseček mezi dvěma rov-
noběžnýma př́ımkama.

Funkčńı grafy (FUN) – máme spojité funkce na intervalu (třeba (0, 1)),
prot́ınám jejich grafy.

Úsečkové grafy (SEG) – úsečky v rovině.

Nit’ové grafy (STR) – kř́ıvky v rovině.

Budeme řesit, jak těžké je tyto tř́ıdy rozpoznávat. Velikost reprezentace se
bude také řešit.

Perfektńı graf je takový, jehož barevnost je rovna velikosti největš́ı kliky a
plat́ı to pro všechny indukované podgrafy.

Dále budeme řešit kresleńı a reprezentaci rovinných graf̊u.

Chordálńı graf – Cm neńı indukovaný podgraf pro m ≥ 4.
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2 Chordálńı grafy

Graf je chordálńı, pokud Ck neńı indukovaný podgraf pro k ≥ 4.

Pozorováńı 2 Když je G chordálńı a udělám z něj H = G + v takový, že
sousedi vrcholu v jsou úplný podgraf, potom H je také chordálńı.

Pozorováńı 3 Když mám G a U ⊆ V (G) je vrcholový řez a G [U ] je úplný
podgraf, potom to řez rozděĺı na G1, G2. Pokud G1 + U i G2 + U jsou
chordálńı, potom i G je chordálńı.

Důkaz:
Kružnice by musela procházet přes U , ale tam jsou alespoň 2 vrcholy, ty
jsou spojené.

-

Lemma 1 Když G je chordálńı, potom ∀ minimálńı řezy indukuje úplný
podgraf.

Důkaz:
Necht’ U je minimálńı řez, mám nějaké G1, G2 na r̊uznou stranu. Každý
vrchol v řezu je potřeba, tedy z každého vrcholu vede hrana do každé kom-
ponenty souvislosti. Vede kružnice skrz ně, kdyby mezi těmito vrcholy nebyla
hrana, vezmu nejkratš́ı takovou kružnici, to muśı indukovat kružnici, nemá
vnitřek, má alespoň 4 vrcholy, muśı mı́t hranu mezi těmito dvěma vrcholy
v řezu.

Toto můžu udělat pro každé dva vrcholy.

-

Vrchol grafu se nazývá simpliciálńı, pokud jeho sousedi indukuj́ı úplný
graf.

Věta 1 ∀G 6= ∅ chordálńı graf obsahuje simpliciálńı vrchol.

Důkaz:

Lemma 2 Každý chordálńı graf je bud’ úplný a nebo má dva nesousedńı
simpliciálńı vrcholy.
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Důkaz:
Indukćı. Prvńı krok – n = 1 – K1, úplný.

Necht’ máme tedy chordálńı graf G, ten má alespoň dva vrcholy. Prvńı
možnost je, že je úplný, což je v pořádku.

Když úplný neńı, potom existuj́ı vrcholy x, y, (x, y) 6∈E(G). Ostatńı vrcholy
tvoř́ı vrcholový řez, tedy existuje i nějaký minimálńı vrcholový řez U . Vezmu
G1 a G2 nějaké komponenty i s U . Jak G1, tak G2 maj́ı ostře méně vrchol̊u,
než G, ty jsou podle indukčńıho předpokladu maj́ı nějaký simpliciálńı vrchol
mimo U .

Pokud G1 je úplný, tak libovolný vrchol je simpliciálńı, vezmu nějaký, který
neńı v U . Jinak máme alespoň 2 simpliciálńı vrcholy, které nejsou spojené
hranou, nemohou proto ležet oba v U .

Tyto (alespoň 2) vrcholy jsou simpliciálńı i v G, protože přes U nenabere
nové sousedy.

-

Z toho už to jasně plyne.

-

Důsledek 1 Každý chordálńı graf má PES (Perfect Elimination Scheme) –
uspořádáńı vrchol̊u v1, v2, . . . , vn takové, že vi je simpliciálńı v indukovaném
grafu G [{v1, v2, . . . , vi}].

Důkaz:

Pozorováńı 4 Každý indukovaný podgraf chordálńıho grafu je také chordálńı.
Tedy, jsou dědičné na indukované podgrafy.

Důkaz:
Vidět z definice.

-

Indukćı tvoř́ıme PES indukćı od vn.

-

PSI jsou užitečńı při řešeńı optimalizačńıch úloh. Polynomiálně udělám tuto
sekvenci, potom sestavuju a mám omezenou velikost věćı, na kterých pracuji.
Jde to i v lineárńım čase v počtu hran.
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Algoritmus 1 (Barveńı chordálńıch graf̊u):

Barv́ıme zp̊usobem
”
first fit“ – na každý simpliciálńı vrchol dám nejmenš́ı

č́ıslo, které jde.

,

Důkaz:
Určitě je to obarveńı.

Představme si, že jsem musel použ́ıt k barev. Měl alespoň k − 1 soused̊u, s
nimi tvoř́ı Kk, určitě jsou tedy potřeba. Je tedy nejmenš́ı.

-

Mimo jiné mi našel také největš́ı kliku v grafu.

Věta 2 Chordálńı grafy jsou perfektńı (barevnost je stejná jako klikovost,
pro všechny indukované podgrafy).

2.1 Odbočka o perfektńıch grafech

Každý minimálńı neperfektńı graf je bud’ C2k+1 nebo C2k+1.

Existuje i slabš́ı verze, ta tvrd́ı, že G je neperfektńı ⇔ G je neperfektńı.

Barevnost, klikovost, nezávislost a poklyt́ı klikami lze řešit polynomiálně
přes lineárńı programováńı.

Algoritmus 2 (Nezávislá množina):

Vezmu PSa, hladově, pokud můžu přidat vrchol, tak ho tam přidám, ale jdu
odzadu.

,

Důkaz:
Každá největš́ı tam má bud’ ten vrchol, nebo některý jeho soused. Můžu
prohodit a neubĺıž́ım si t́ım.

-

Ale spoustu věćı polynomiálńı neńı – např́ıklad minimálńı dominuj́ıćı množina
(každý daľśı vrchol je spojený alespoň s jedńım vrcholu z této množiny).
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Vezmu libovolný G, udělám v něm H, za každou hranu na ni navěśım
trojúhelńık, na celý p̊uvodńı dáme kliku. Když najdeme minimálńı domi-
nuj́ıćı v H, tak můžeme z těch nových vrchol̊u nastěhovat

”
dovnitř“. Potom

taky existuje také vrcholové pokryt́ı v G.

TakovýmH se ř́ıká Split-grafy (klika+nezávislá množina, nějaké hrany mezi
nimi).

Clique-tree grafu G je strom T , jeho vrcholy jsou všechny maximálńı kliky
co do inkluze grafu G. Hrany jsou tak, že ∀v ∈ G, když se pod́ıvám na
T [{Qi; v ∈ Qi}] je souvislý. Toto nemuśı být jednoznačné (co se týče hran).

Věta 3 Následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

• G je chordálńı.

• G je pr̊unikový graf podstrom̊u ve stromě.

• G má clique-tree.

Důkaz:
Druhé implikuje prvńı. Vyznač́ım si nějaké podstromy, které pr̊unikuji. Chci
ukázat, že to, co vznikne, je chordálńı.

Předpokládejme, že máme indukovanou kružnici délky alespoň 4. Vezmu si
ty vrcholy kružnice. Potom najdu v p̊uvodńım stromu kružnici.

Když je chordálńı, umı́me udělat PSa a z toho uděláme clique-tree. Když
je G = Kn, tak je to jednoduché. Dále tedy máme G, který má clique-tree.
Přidáme simpliciálńı vrchol vn. Pod́ıvám se na sousedy, ti tvoř́ı kliku Q.
Pokud je Q maximálńı, jen tuto maximálńı kliku zvětš́ım, všechny hrany
z̊ustanou stejné. Pokud nebyla maximálńı, byla obsažena v nějakém Q′.
Připoj́ım novou maximálńı kliku Q ∪ {vn}, tu k tomu připoj́ım. Pro ty
p̊uvodńı z Q se nic nezměnilo, vn je jen v jednom.

Třet́ı implikuje druhé. Máme T , nechme ho jako nosný strom, pro každé u

definujme T [{Qi;u ∈ Qi}].

-

3 Strovnatelné grafy

Grafy jsou srovnatelné, právě když existuje uspořádáńı U na V (G), ∀u 6=
v, (u, v) ∈ E(G) ⇔ (u, v) ∈ U ∨ (v, u) ∈ U .

Tranzitivńı uzávěr orientovaného Hassenova diagramu.
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Pozorováńı 5 G je srovnatelné ⇔ hrany je možno tranzitivně orientovat.
(Když to vede po cestě jedńım směrem, vede t́ım směrem i hrana.)

Např́ıklad, každý úplný graf je srovnatelný (lineárńı uspořádáńı), bipartitńı,
liché kružnice ale ne, doplňky ke kružnićım ne.

Pozorováńı 6 Když mám vidličku, tak obě muśı být orientované stejně,
jinak by mezi vidličkou musela existovat hrana.

Obrázek 1: Vidlička

Věta 4 Srovnatelné grafy jsou perfektńı.

Důkaz:

Věta 5 Necht’ je tř́ıda graf̊u G uzavřená na podrgrafy a ∀G ≤ G;χ(G) =
w(G), potom jsou všechny grafy této tř́ıdy perfektńı.

Srovnatelný graf je uzavřený na podgrafy.

Vezmeme nejmenš́ı počet nezávislých množin (nejmenš́ı počet nezávislých
množin je velká stejně jako délka největš́ıho řetězce). U tohodle máme každý
řetězec taky úplný.

Ne však kazdý perfektńı je srovnatelný.

-

Věta 6 K rozeznáváńı graf̊u se hod́ı:

1. Intervalové grafy jsou takové, které jsou chordálńı a jejich doplněk je
srovnatelný.

2. Permutačńı jsou takové, které jsou srovnatelné a jejich doplňky také
srovnatelné.

3. Funkčńı jsou ty, jejichž doplňky jsou srovnatelné.
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Důkaz:
Na 3) vezmu větš́ı tř́ıdu – vezmu křivky natažené mezi dvěma rovnoběžnýma
rovnoběžkama. Když mám dvě křivky, které se neprot́ınaj́ı, tak jedna to
rozděluje na dvě oblasti, druhá muśı být v jedné z nich, tedy je můžu po-
rovnat.

Opačně, že doplňky srovnatelných jsou funkčńı. VezmemeG, který je doplňěk
srovnatelného grafu aH je tento doplněk. Proto existuje částečné uspořádáńı
U . To má dimenzi (minimálńı počet lineárńıch uspořádáńı, kde U jde źıskat
jako pr̊unik těchto lineárńıch uspořádáńı). Vezmeme k svislých př́ımek (kde
k je ta dimenze), naṕı̌seme tam ty lineárńı uspořádáńı. Ty věci se spoj́ı
a máme funkce. Pokud nejsou srovnatelné, muśı se někde prohodit a tedy
protnout. Naopak, jsou rovně, neprotnou se.

2) Doplněk permutačńıho grafu je opět permutačńı. Máme reprezentaci
{1, 2, . . . , n} → {p1, p2, . . . , pn}. Pravá strana se vezme

”
pozpátku“ a ono

to vyjde. Když to otoč́ım, dva se prot́ınaly, ted’ se neprot́ınaj́ı, a naopak.

Permutačńı jsou podmnožinou funkčńıch. Tedy jsou podmnožinou dolpňk̊u
srovnatelných, ale jejich doplňky jsou tedy podmnožinou srovnatelných.
Taktéž doplňky permutačńıch jsou část́ı permutačńıch. Tedy, permutačńı
jsou součást́ı pr̊unik̊u.

Opačně, máme graf G je srovnatelný a H je jeho doplněk, že je taky srov-
natelný. Tedy, mezi každými dvěma vrcholy je bud’

”
šipka“ za hranu nebo za

nehranu. Sjednoceńı je tranzitivńı orientace úplňáku, tedy lineárńı uspořádáńı.
Budu si kreslit př́ıpady ,kdy jsou dva za sebou. Když jsou stejné, tak ne-
zaj́ımavé. Když jsou r̊uzné, tak jsem měl na začátku pozorováńı 6.

Vezmu prvńı lineárńı uspořádáńı jako ten úplňák, co jsem právě dostal.
Potom otoč́ım šipky třeba u nehran, udělám totéž a dostanu druhé lineárńı
uspořádáńı. Tyhle umı́st́ım na jednotlivé př́ımky a vyjde to (protože jsem
to otočil jen u těch jedněch, t́ım dostanu bud’ permutačńı graf a nebo jeho
doplněk, což je taky permutačńı graf a odpov́ıdá těm hranám v G nebo v
H).

1) Intervalové grafy jsou podmnožinou pr̊uniku. Nakresĺım si př́ımku a na
ni vrcholy jako konce intervalu. Každý interval je podcesta, tedy mám ten
graf jako pr̊unikový graf těchto cest, to je podmnožina pr̊unikových graf̊u
podstromů ve stromech, což jsou chordálńı grafy.

Druhé můžeme vźıt, že doplňky intervalových jsou srovnatelné. No, ty se
neprotnou, aby to mělo hranu, máme uspořádáńı.

Opačná implikace: Vezmeme graf G, který je chordálńı a jeho doplněk je
srovnatelný. Protože je chordálńı, máme jeho klikový strom. Z něj se in-
spiruju a vezmu Q1, . . . , Qd maximálńı úplné podgrafy. Je doplněk srovna-
telného grafu, takže existuje tranzitivńı orientace doplňku G. Definujeme
uspořádáńı: Qi < Qj ⇔ ∃u ∈ Qi, v ∈ Qj ;uv ∈ orientace doplňku G.
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Určitě nemáme Qi < Qi. Nemůže se nám stát, že Qi < Qj a Qj < Qi, u, u
′

nemůže být totéž a v, v′ nemůže být totéž (jinak by byla hrana orientovaná

”
oběma“ směrama a nebo máme vidličku. Posledńı př́ıpad, bud’ budu mı́t
obousměrnou nehranu, nebo indukované C4. Ještě potřebujeme tranzitivitu.
Kdyby ten, přes který jdeme, měl stejný vrchol, přes který jdeme. Určitě
mezi vněǰśımi existuje nehrana. Necht’ tedy jsou zorientované opačně. To
všechno muśı být r̊uzné vrcholy. Potom zase rozeb́ıráme př́ıpady, zakazujeme
nehrany a hrany a vyjde nám zase něco, co neńı chordálńı.

Každé dvě kliky jsou tedy porovnatelné. Vrchol nemůže přeskočit kliku
(když je v jedné, druhé, tak muśı být i ve všech mezi t́ım). Dokážeme sporem,
ta prostředńı nemá u, ale muśı mı́t nějaké v (jinak by to nebyl největš́ı úplný
podgraf), který neńı spojený s v. Orientace mezi u a v je špatně, protože u

je na obou stranách.

Tedy, můžeme udělat intervaly podle těchto klik.

-

3.1 Struktura srovnatelných graf̊u

Definujeme relaci Γ ⊆ V 2×V 2 které tvoř́ı hrany, abΓcd ⇔ ((a = c ∧ bd 6∈E) ∨ (b = d ∧ ac 6∈E))∧
ab, cd ∈ E.

Poté Γ∗ je tranzitivńı uzávěr Γ. Γ je reflexivńı a symetrická. Tedy, Γ∗ je ekvi-
valence. Ta rozkládá množinu na bloky, vždy orientace jedné hrany vynut́ı
orientaci celého bloku (kv̊uli pozorováńı 6).

Pozorováńı 7 Kdykoliv xy ∈ 〈a, b〉G∗ ⇒ xy ∈ E (tedy, nestane se mi, že
bych chtěl orientovat nehranu v G∗).

Věta 7 G je srovnatelné ⇔ ∀ab ∈ E : 〈ab〉Γ∗ je antisymetrická (tedy, že
nevynucuji, aby hrana byla orientovaná

”
oběma směry“). Tedy, ted’ už na

ně koukám jako na hrany zase, ne dvojice hran.

Důkaz:
Jestliže je srovnatelný, potom každý blok muśı být antisymetrický. Je vidět
z definice.

Opačně: Máme relaci R ⊆ V × V . Řekneme o ńı, že je senzitivńı, pokud
kdykoliv abR∧ cd ∈ E t.ž. abΓcd ⇒ cd ∈ R. Řeknu o ńı, že je úplná, pokud
je senzitivńı a tranzitivńı. Nazvu ji slušná, pokud je antisymetrická (co se
týče uspořádaných dvojic) a operuje jen na hranách grafu.

Mám M ⊆ V × V , potom 〈M〉S je senzitivńı uzávěr, 〈M〉T tranzitivńı a
〈M〉 je úplný uzávěr.
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Lemma 3
〈M〉 = 〈〈M〉S〉T

Důkaz:
Určitě to obsahuje celé M . Určitě je to podmnožina toho, co chci, protože
jsem přidával jen to, co jsem musel. To napravo je zřejmě tranzitivńı. Chceme
dokázat, že je senzitivńı.

Napřed budeme předpokládat, že 〈M〉 je slušná, proto je také 〈M〉S slušná.
Proto to muśı vyj́ıt i tranzitivně, protože by mi tam jinak zvolil opačné
uspořádáńı.

-

Lemma 4 Pro každou hranu, jestlǐze 〈ab〉S je antisymetrická, potom je
〈ab〉S = 〈ab〉.

Důkaz:
Sporem, rozebere se, indukce podle délky rozebráńı.

-

Lemma 5 Mám m blok̊u, potřebuju je sesadit tak, aby to sedělo, tedy ne
všech 2m možnost́ı je správně. Když budu mı́t M relaci, která je úplná a
slušná a mám hranu (xy) , (y, x) 6∈M . 〈M ∪ {xy}〉 je slušná relace. Tedy,
mám něco už zorientovaného, když tam nějakou hranu nemám, tak ji tam
m̊užu přidat jakkoliv, pod́ıvám se, co mi to vynut́ı a to vynucené bude v
pořádku. To ale m̊uže změnit strukturu (tedy, dělám tranzitivńı uzávěr).

Tedy, tohle jde rozpoznávat v polynomiálńım čase.

-

Důkaz:
Vyvod́ı se z toho, že Lemma 3. Potom pro spor předpokládáme, že nastane
problém a najdeme nejmenš́ı cyklus, který by to rušil a zkrátil cyklus.

-

4 Interval Filament

Je největš́ı množina graf̊u, kde procháźı klika a nezávislá množina v poly-
nomiálńım čase. Jsou to pr̊unikové grafy kladných funkćı z interval̊u.
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Intervalové jsou zřejmě podmnožina tohoto.

Tětivové jsou podmnožinou tohoto, protože můžu kružnici na jednom mı́stě

”
rozstřihnout“ a rozbalit, vyjde něco takového.

Polygon-Circle grafy jsou takové, kde nacpu polygony dovnitř kružnice.
Můžu opět rozstřihnout, budu nad t́ım mı́t

”
kopečky“. Circle-Arc jsou podmnožinou

těchto (každý konec intervalu bude vrchol, č́ım procháźı interval, tam nasáźım
polygon).

Mějme tř́ıdu graf̊u G a vytvoř́ıme novou tř́ıdu
G-mixed {G = (V,E) ;E = E1∪̇E2;

(

V,E1
)

∈ G ∧ ~E2 tranzitivńı orientace ;

∀x, y, z ∈ V ;
(

xy ∈ ~E2 ∧ yz ∈ E1

)

⇒ xz ∈ E1}.

Věta 8 CO-IFA = CO-INT-mixed

Důkaz:
Když vezmu IFA, tak rozděĺım intervaly na ty, co jsou

”
vedle“ sebe a v sobě.

Rozeberu př́ıpady, to, co nesed́ı, přijde do E2.

Opačně, mám CO-INT-mix. Tedy,
(

V,E1
)

je doplněk intervalováhe grafu.
Jednoduše seberu ty hrany, co jsou v E2 a ty budou

”
v sobě“. Nad interva-

lama budeme mı́t p̊ulkružnice. Potom můžu upravovat, posouvat intervaly
aby to vyšlo. Nakonec budu zvedat obloučky.

-

4.1 Algoritmy

Algoritmus 3 (Poznáńı chordálńıch graf̊u):

Dnes budeme mı́t PES inverzńı, tedy, že vrchol vi je simpliciálńı ve vrcholech
G [vi, . . . , vn]. Vstupem bude graf G. Na začátku pro každé u ∈ V inicializuje
w(u) = ∅, potom T = ∅. Potom jde od n k jedné. Necht’ u je maximálńı prvek
V \T v lexikografickém uspořádáńı podle w(u). Potom vezmeme vi := u.
Vezmeme všechny hrany které vedou do neseřazeného zbytku, do souseda
přidám sebe do jeho w(u). Do T přidáme u.

Když je to chordálńı, dostaneme PESa. Předpokládejme, že to vydalo vi,
který neńı simpliciálńı, tedy napravo od něj jsou vk a vj , které nejsou spo-
jené hranou. Vezmeme vi největš́ı možné, vj největš́ı možné pro dané vi.
Nemohly mı́t stejná slova, protože nejsou spojené. Musel existovat vrchol
lexikografický větš́ı než vi, ten musel být spojen s vk. Pak tam najdu ještě
nějaké dvě nehrany, tedy máme nějakou C4, tedy neńı chordálńı.
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Při implementaci nepotřebuji množiny, ale můžu mı́t jen nějaké kvaziuspořádáńı.
Tohle jde udělat rychle.

Je potřeba zkontrolovat psa. Stač́ı kontrolovat jen toho nejmenš́ıho ze sou-
sed̊u (ten už si to překontroloval u svých soused̊u sám).

,

Věta 9 Pokud je maximálńı vážená klika polynomiálńı na nějaké tř́ıdě graf̊u
G, poté je také polynomiálńı v G-mixed.

Algoritmus 4 (Maximálńı nezávislá v IFA):

Předpokládám, že už mám rozděleńı na orientaci (to je těžký problém).
Přidám si ještě vrchol, do kterého vede vše a je nulový.

Pro vrchol vezmu množinu Wi takovou, kde je sám a všechno, z čeho sem
vede šipka v E2. Budu konstruovat Ci tak, aby to byla vážená klika v G [Wi].
Nakonec najdu výsledek v tom posledńım přidaném vrcholu.

Indukčně, přǐslo mi zleva všechny menš́ı Ci. Sestav́ım z těch soused̊u a
přidám se k té nejlepš́ı.

,

5 Reprezentace rovinných graf̊u jako dotykové grafy

úseček

Existuje něco jako Fáryho nakresleńı, to je takové, že okolo vrchol̊u se daj́ı
nakreslit kružnice, které se dotýkaj́ı právě když jsou vrcholy spojené hranou.
Dá se ǫ-ovým nafouknut́ım zař́ıdit, aby to byl pr̊unikový graf kružnic. Dá se
upravit také tak, aby to byl pr̊unikový graf křivek, kdy maj́ı vždy nejvýše
jeden pr̊unik. Dá se i pr̊uniky úseček, bude dokázáno v letńım semestru.
Je hypotéza, že to jde udělat jen tak, že jsou úsečky jen ve 4 směrech (a
nedotýkaj́ı se rovnoběžné).

Věta 10 Každý rovinný graf lze reprezentovat jako dotykový graf trojúhelńık̊u.
Všechny tyto trojúhelńıky budou rovnoramenné a s rovnoběžnými základnami.

Hypotéza je, že by mohli být i rovnostranné, ale muselo by to být pr̊unikové,
ne dotykové.

Věta 11 Rovinné bipartitńı jsou podmnožinou 2-dir (pr̊unikové úseček ve 2
směrech).

13



Věta 12 Rovinné bipartitńı jsou dotykové grafy svislých a vodorovných úseček.

5.1 st-č́ıslováńı

Mám graf G a chci ho nakreslit do roviny. Zorientuji si ho tak, aby měl právě
jeden zdroj a právě jeden stok. Chci ho nakreslit tak, aby všechny hrany byly
orientované odsdola nahoru (podle y souřadnice). Můžu potřebovat ohnuté,
ale budou y-monotónńı.

st-numbering je ona orientace a nakresleńı do roviny.

Lemma 6 Rovinný 2-souvislý graf má st-numbering.

Důkaz:
Indukćı podle počtu hran. Napřed ho nakresĺıme do roviny, je rovinný. Po-
tom už budu s t́ım jen hýbat, deformovat, ale bude to stejné nakresleńı.
Vezmu vněǰśı stěnu – protože je 2-souvislý, tak se na žádné stěně nic ne-
opakuje. Jeden z vněǰśıch vrchol̊u nakresĺım úplně dol̊u, jeden nahoru a
zorientuji vněǰśı hrany.

Dále pokračujeme podobně jako v ušatém lemmatu. Když přidávám ucho,
tak ji můžu dát ozdola nahorhu, všechny stěny můžu udržovat stejně – maj́ı
jeden vrchol až nahoře a jeden až dole. Př́ıpojky bude nový lokálńı zdroj
a stok (bud’ jdou oba do nové, nebo se rozděĺı mezi starou a novou stěnu,
druhé dva se doplńı z p̊uvodńıch).

Rovinnost to zachovává, uši trhám z p̊uvodńıho nakresleńı.

-

Když vezmu st-numbering, přidám si (pokud tam už neńı) hranu z s do t

(ze zdroje do stoku) a oč́ısluju tak, aby to šlo vždy od menš́ıho k větš́ımu
č́ıslu. Vezmu duálńı graf, hrany orientuji zleva doprava. Jedinou výjimku
tvoř́ı hrana (s, t), ta ji má doprava. Duál je také se stokem a zdrojem (oba
ve vněǰśı stěně rozdělené tou (s, t) hraně). Je to něco jako st-numbering, jen
nemusej́ı být vždy nakreslené zleva doprava (asi by to šlo dokázat, ale neńı
potřeba). Druhý zdroj ani stok to nemá, jinak by v p̊uvodńım byl cyklus.

Pozorováńı 8 Duálńı graf je acyklický a má právě jeden zdroj a právě jeden
stok.

Důkaz:
Že je právě jeden zdroj a stok je dokázáno, ještě by tam mohla být kružnice.
Omezuje oblast, všechny šipky vedou ven (nebo dovnitř). Tak někde uvnitř
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muśı být zdroj. Ale ten cyklus nemůže určitě být na s ani t, protože to neńı
na cyklu.

-

Můžu to topologicky oč́ıslovat.

Udělám si čtverečkovou śıt’, počet linek je tolik, kolik je p̊uvodńıch vrchol̊u,
počet sloupečk̊u, kolik je vrchol̊u v duálu. V této tabulce udělám čáru na
každém řádku podle č́ısla vrcholu. Ta bude zač́ınat na stěně vlevo od to-
hoto vrcholu a končit na stěně doprava od něho. Analogicky v duálu pro
sloupečky.

Tyto čáry se nikdy nebudou prot́ınat, jen se budou dotýkat. Je to tedy
dotyková reprezentace nějakého grafu. Každá hrana p̊uvodńıho grafu jsou
obdélńıky, obdobně v duálu (tam můžou bejt násobné hrany, ale dostanu
v́ıc obdélńık̊u).

Tomu se někdy ř́ıká viditelnostńı reprezentace. Vrcholy jsou vodorovné úsečky,
hranou jsou spojeny, pokud existuje oblast, ve které se svisle vid́ı.

Tyhle obdélńıčky budou fungovat, lze vykoukat z okoĺı vrchol̊u a z toho, že
se nic neprot́ıná.

Toto je reprezentace bipartitńıho grafu vrcholy + stěny.

Nyńı, necht’G je bipartitńı rovinný graf. Můžu přidávat nové vrcholy a hrany
tak, aby byla quadrangulaci (rozčtverečkováńı). G bude indukovaný podgraf
toho, co vzniklo. Při tom taky zař́ıd́ım, aby ten graf byl dvousouvislý. Potom
spoj́ım v každém čtyřúhelńıku vrcholy jednoho druhu (třeba modré). Poté
smažu všechny červené vrcholy. Červené jsou nové stěny, modré jsou vrcholy.
Přebytečné vrcholy můžu zahodit.

5.2 Kanonické oč́ıslováńı

Mějme rovinnou triangulaci, vněǰśı trojúhelńık je a, b, c.Kanonické oč́ıslováńı
vrchol̊u v1, v2, . . . , vn je takové, že v1 = a, v2 = b, vn = c. Kdykoliv se
pod́ıvám na graf G[v1, v2, . . . , vk], tak je 2-souvislý. Ty, které jsou i ≤ k

jsou uvnitř tohoto grafu, větš́ı venku. Vrchol vk+1 má všechny sousedy na
hranici a ty tvoř́ı interval.

Z toho plyne vk+1 lež́ı vně G[v1, . . . vk], má alespoň dva sousedy na hranici a
tvoř́ı interval (nebyla by to triangulace). Přilehlé trojúhelńıky jsou prázdné.

Lemma 7 Každá rovinná triangulace má kanonické oč́ıslováńı.

Důkaz:
Budeme odshora odeb́ırat vrcholy, vrchol c bude odebrán jako prvńı.
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Když máme něco odebrané, tak máme pseudotriangulaci (uvnitř je natrian-
gulováno). Máme dvousouvislou hranici. Všichni sousedi tvoř́ı interval (pro
vrchol na hranici), protože je to vytriangulované. Ale při odebráńı bych mohl
ztratit dvousouvislost – pokud z něho vede hrana do vrcholu na vněǰśı stěně
(diagonála) – tak t́ım čepičku uř́ıznu.

Takto si můžu vyznačit všechny diagonály (ty dělaj́ı problém), délku dia-
gonály budu měřit počtem přeskočených vrchol̊u z horńı hranice. Diagonály
se nekř́ıž́ı. Můžu vźıt tu nejkratš́ı, cokoliv nad ńı je vhodný vrchol, protože
je to diagonála, je tam aspoň jeden takový.

Když takle odeb́ırám vrcholy, tak do levého souseda udělám modrou šipku,
do pravého červenou a z libovolného vnitřńıho vrcholu dám zelenou nahoru.
Pokud neberu v úvahu vněǰśı hrany, tak dostanu orientovanou kostru do
každého vrcholu.

Z každého vrcholu vycháźı právě jedna modrá nebo červená a to do nižš́ıho
č́ısla. U zeleného – někdy muśı vrchol přestat být na hranici, a to do větš́ıho.
Tedy vše muśı vždy téct do krajńıho vrcholu.

Barva se ve vrcholu stéká, v každém vrcholu
”
překř́ıž́ı“ obě zbylé a vyleze z

druhé strany.

-

Věta 13 Rovinné grafy jsou dotykové grafy rovnoramenných trojúhelńık̊u s
rovnoběžnými základnami.

Vezmu rovinný graf. Každý je indukovaný podgraf triangulace. Tedy mi stač́ı
umět reprezentovat tu triangulaci a něco zrušit. Kanonicky ji oč́ıslujeme.
Uděláme tolik vodorovných čar, kolik je vrchol̊u v tomto př́ıpadě. Na těchto
vodorovných čarách budou základny. U každého vrcholu si najdu maximálńıho
souseda a na té bude mı́t špičku. Tı́m postupně doplňuju trojúhelńıky od
nejmenš́ıch. Vlevo se bude dotyk s t́ım, kde má červenou šipkou, vpravo s
modrou a dole na ńı konč́ı zeleńı. Zeleńı tam konč́ı najednou – zmiźı z horńı
hranice.

Když povoĺım, aby byly byly pr̊unikové ale rovnoramenné, tak se to nev́ı.

6 String grafy

Poznáváńı pr̊unikových graf̊u křivek je NP -těžké.

Podtř́ıda 1-string je taková, že se každé dvě křivky prot́ınaj́ı maximálně v
1 bodě, nesměj́ı se dotýkat.

Outer-String jsou takové, že je oblast, všechny maj́ı jeden konec na hranici,
zbytek maj́ı uvnitř.
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Zatočené fun grafy – křivky natažené mezi dvěma soustřednými kružnicemi.

CO-string (constrained) je něco jako Outer-string, ale na vněǰśı hranici
muśı být v tom pořad́ı, v jakém maj́ı oč́ıslované vrcholy. Např́ıklad doplněk
kružnice neńı součást́ı tohoto (nesměj́ı se potkat sousedńı). Lze dokázat in-
dukćı podle n. Pro n = 4 se maj́ı kř́ıžit ty, které se nesměj́ı kř́ıžit (1 − 3
odděĺı od sebe 2, 4, ty už se nesměj́ı potkat).

V indukčńım kroku – zkrát́ım n + 1 křivku tak, aby se posledńı, s č́ım se
prot́ınala, prot́ınala jen jednou. Když zkrát́ım ještě o kousek, tak se změńı
graf. Pokud to byl ob-soused, potom to byl problém pro o n vrcholech.
Obdobně můžeme oř́ıznout na menš́ı a menš́ı, tak vždycky naraźım.

6.1 NP -těžkost

Převedeme na to 3-SAT. Máme formuli Φ. Ten budeme reprezentovat takto:
Každá proměnná bude vrchol (at’ pozitivńı nebo negativńı), za každou klau-
zuli bude jeden vrchol, spoj́ım hranou, pokud klauzule obsahuje vrchol. To-
hle se jmenuje GΦ.

Budeme brát jen formule, které maj́ı tento graf rovinný a 3-souvislý (každá
se na toto dá převést) a každá proměnná bude nejvýše u 4 klauzuĺıch.

Dokážeme, že lze vytvořit G(Φ) (jiný graf), který bude stringový právě když
je Φ splnitelná.

DΦ bude rovinné reklineárńı (hrany jsou lomené čáry, které jsou jen vodo-
rovné nebo svislé) nakresleńı. Z toho nějak udělám gadgety, pomoćı nich
udělám G(Φ).

Ke každému vrcholu v DΦ přidám oblast, kam přijde reprezentace gadget̊u
pomoćı string̊u, okolo hran cestičky.

K proměnné udělám kružnici s 16 vrcholy, každý druhý vrchol d̊uležitý,
každá připojená klauzule má jeden

”
levý“ a jeden

”
pravý“ vrchol. Tohle lze

reprezentovat 16 stringama
”
dokola“, jako je ta kružnice, jde nakreslit po

směru nebo proti směru. To bude udávat hodnotu proměnné. Ty ned̊uležité
vrcholy zaručuj́ı, že se neproháźı (udržuj́ı pořad́ı).

Od každé proměnné ke klauzuli povedou 2 cestičky, která má tolik vrchol̊u,
kolik úsek̊u má ta hrana v DΦ – jedna levá a jedna pravá. Levá cesta je
napojená na levý vrchol téhle klauzule na proměnné, pravá na pravý.

Když proměnná dává pravdivou hodnotu, tak přijdou správným směrem,
když opačným, tak bude nepravdivá. Podle toho si klauzule pojmenuje cesty
bud’ stejně, nebo opačně, pokud má proměnnou negovanou.

Stringová reprezentace řet́ızk̊u je taky
”
cestička“ z malých string̊u, nemohou

se tedy překř́ıžit.
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Aby se nedělaly problémy při překř́ıžeńı cestiček k r̊uzným klauzuĺım, připoj́ım
přes propojku s K2,2.

TODO: Obrázek

Protože kružnice děĺı rovinu na 2 kusy, je 3-souvislej, tak můžu předpokládat,
že vnitřky proměnných jsou prázdné, můžu je zcvrknout, cestičky obdobně,
klauzule taky. Dostanu zpětně DΦ. To je ale 3-souvislé, proto to má jedno-
značné nakresleńı. To se přenese i na p̊uvodńı

”
nafouknutý“ graf.

Klauzule bude 12-cyklus. Venku zase př́ıpojky, každá spojená s jedńım me-
zispojovátkem uvnitř, ten s vnitřńım vrcholem. Vnitřńıch vrchol̊u je 6 a
maj́ı doplněk 6-cyklu. Když to přijde false, tak uvnitř chci nareprezentovat
doplněk C6 pomoćı CO-string, to nejde.

Kdykoliv přijde něco jiného, tak už se to dá nakreslit.

Pokud to jde kreslit, jde to i s úsečkami (SEG). Obdobně lze dokázat, že je
NP -těžké poznávat 2-dir, jen klauzule maj́ı jiný gadget.

6.2 2-dir

Máme úsečky dvou směr̊u, prot́ınaj́ı se jen ty r̊uzněsměrné.

Proměnná bude podobná. Klauzule má rámeček, dovnitř vedou zase drátky.

Boxicita grafuG je nejmenš́ı k takové, žeG je pr̊unikový graf k-dimenzionálńıch
kvádr̊u. Např. pokud je to 1, tak to je intervalové grafy.

7 Kruhy

Máme pr̊unikové grafy kruh̊u. Lze brát i dotykové grafy (anglicky disc).

Dotykové grafy kruh̊u jsou rovinné grafy, tedy jsou polynomiálně reprezen-
tovatelné (z kruh̊u na rovinnost je jasné).

Pokud omeźıme na jednotkovou velikost, tak jak pr̊unikové, tak dotykové
jsou NP -těžké. Zase přes formule.

Pr̊unikové libovolných graf̊u je opět NP -těžké.

Pseudodisk je jednoduchá uzavřená jordanovská křivka a celý vnitřek. Prot́ınaj́ı
se tak, že tam jsou právě dva pr̊useč́ıky a je to souvislý kus mezi nimi (nesmı́
se jen třeba 2* dotknout). Rozpoznávat tohle je NP -úplné.

Zase budeme převádět z CNF. Informaci přenáš́ıme žebř́ıčkem (šprusĺıky
tam bud’ jsou nebo ne). Ty šprusle jsou kv̊uli tomu, aby se to při otočeńı
dostalo správným směrem (je to protnuté podobně, jako u křivek).

Převád́ıme na not-all-equal splnitelnost, ale to neńı NP -úplné na rovinné
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formule, použijeme tedy libovolné formule. Kř́ıžeńı budeme dělat pomoćı
šprusĺı, zpevńı se daľśımi žebř́ıky okolo. Kdyby to nebylo 3-souvislé, tak
přidáme zase zpevňovátka.

Obdobně se dá dokázat pro konvexńı mnohoúhelńık. Potom i to, co sestav́ım
stejnolehlými mnohoúhelńıky, je NP -úplné.

8 Tolerant graph

Máme intervaly a kladná č́ısla. Hrana je právě tehdy, pokud velikost pr̊uniku
je alespoň (součet—součin—cokoliv—maximum) z č́ısel těch vrchol̊u.

Věta 14 Max-tolerant grafy jsou právě pr̊unikové grafy stejnolehlých trojúhelńık̊u.

Důkaz:
Když mám Max-tolerant, tak nad každý interval dám trojúhelńık. Potom
ho uř́ıznu ve výšce odpov́ıdaj́ıćı toleranci a nechám jen ten vršek. To se už
vykouká.

Obrázek 2: Trojúhelńıčky

Opačně natáhneme čáru dole daleko pod nimi, natáhnu, funguje to přesně
opačně.

-

Toto rozpoznávat je těžké, protože to jsou pseudodisky, jde to upravit.

Věta 15 Maximálńı klika v max-tolerančńıch grafech je polynomiálńı.

Důkaz:

Lemma 8 Máme 2 disjunktńı konvexńı polygony P , Q. Pro ně existuje
odděluj́ıćı př́ımka rovnoběžná se stranou jednoho z nich.

Důkaz:
Vezmu a šoupnu př́ımku do vrcholu, pootoč́ım a kousek uhnu zpět.
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-

Mějme reprezentaci a nějakou maximálńı kliku co do inkluze. Vezeme z ńı
nejvyšš́ı základnu, nejvyšš́ı v jiném směru, etc.

Mějme množinu Q(a, b, c) jsou všechny trojúhelńıky, které maj́ı neprázdný
pr̊unik se všemi třemi těmito stranami a, b, c. Tvrd́ıme, že to se rovná Q

(tedy, celé té klice). To, že klikatý je v této množinou dokážu tak, že s těmi
trojúhelńıky muśı mı́t, a tahle stěna je nejv́ıc dovnitř, muśı to vést tam
(má tu správnou stranu někde dál). Také dokážeme, že Q(a, b, c) je úplný.
Pokud se dva neprot́ınaj́ı, tak jsou oddělené př́ımkou rovnoběžnou s nějakou
stranou. Tedy, obsahuje Q, je úplný podgraf, je Q je maximálńı, tedy to
muśı být př́ımo ono.

Tedy, G má O(n3) maximálńıch klik.

Existuj́ı algoritmy na nalezeńı všech maximálńıch klik co do inkluze.

Tento odhad je těsný, těch klik opravdu může existovat tolik.

-

Mějme P konvexńı polygon. Potom Phom je pr̊uniková reprezentace stejno-
lehlých P . Vždy to jsou pseudodiskové grafy, jsou NP -těžké rozpoznat.

Věta 16 Necht’ P k-úhelńık, potom Phom má O(nk) maximálńıch klik.

Důkaz:
Podobně, ale beru nějakou

”
dolńı obálku“ – které strany lze protnout, když

druhý dám ńıž.

-

Věta 17 Rozpoznáváńı pr̊unikových graf̊u úseček a rozpoznáváńı konvexńıch
obrazc̊u je v PSPACE.

TODO: Tohle nějak skoro chybı́ to o tom, že stringy nejdou hádat

klasickým způsobem, že uhodnu reprezentaci Nev́ı se, jestli je to v
NP . Reprezentace může být popsána koncovými body úseček, rovnice př́ımek
a nějaké délky, nebo seznamy, které prot́ıná. Nebo lze popsat kombinatorické
uložeńı př́ımek. Potom je ale problém, jestli to jde narovnat na př́ımky, to
je ale NP -těžké.

U uhádnut́ı koncových bod̊u to nemuśı být polynomiálńı, mohou být daleko.

Věta 18 Máme polynomy P1, . . . , Pn, chceme rozhodnout, zda je nějaké
x1, . . . , xm takové, že některé dané polynomy jsou kladné a některé jsou
nezáporné. Toto je v PSPACE.
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Začneme na konvexńıch množinách. Mám graf, každý vrchol toho grafu budu
reprezentovat jako konvexńı množinu. Aproximuji konvexńım mnohoúhelńıkem.
To jde, můžu do každého pr̊uniku dát bod, udělat konvexńı obal. Stač́ı nám
pro reprezentaci souřadnice vrchol̊u.

Kdykoliv se mi neprot́ınaj́ı, máme př́ımku, co je odděluje. Máme nějaká
znamı́nka pro každý bod, kladná na jedné straně od př́ımky, záporné na
druhé. Tohle můžu zař́ıdit pro všechny.

8.1 PC-grafy

Polygon-Circle grafy – pr̊unikáče polygon̊u vepsaných do kružnice.

Když budeme reprezentovat graf jako PC, tak zubatost je nejmenš́ı počet
vrchol̊u, kolik má největš́ı polygon v reprezentaci.

k-PC-graf je takový, který má polygony maximálně k vrchol̊u.

Kolik je potřeba vrchol̊u na źıskáńı zubatosti k? Odhad je na n− log n+ δ ·
log n.

Rozpoznáváńı je v NP – určitě stač́ı (n− 1) · n vrchol̊u.

Lemma 9
corPC(n) ≥ n− log n− log logn+ k

pro nekonečně mnoho n.

Důkaz:
Máme dvě množiny vrchol̊u, jedna malá, druhá velká a potom žije jeden
samostatný vrchol. Ten jeden vrchol bude hodně zubatý. Do malé množiny
dáme všechny hrany, do velké žádné, do tamtoho vrcholu do všech ostatńıch.

Těch ve velké je tolik, aby každý byl indexovaný právě polovinou vrchol̊u té
malé. Potom spoj́ım každý z velké s

”
jeho“ z malé.

Ta zubatost už vyjde.

-

Lemma 10 Pro každé c < 1∃n0 že pro všechny PC-grafy s n ≥ n0 vrcholy
existuje reprezentace s polygony ≤ n− c · log n.

Důkaz:
Vezmeme hladově minimálńı reprezentaci (zub, který nepotřebujeme, vy-
hod́ıme).

Když nejde co vyhazovat, tak se bud’ muśı moc prot́ınat, nebo maj́ı rozd́ılné
sousedy.
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-

Věta 19 Rozpoznáváńı k-PC graf̊u je NP -úplné pro k > 2.

Důkaz:
Když máme bipartitńı graf, kde jedna partita má samý vrcholy stupně 3,
tak chceme, aby byly každý vrchol v druhé partitě dostal jednu ze tř́ı barev
tak, aby každý v prvńı viděl všechny 3 barvy. To je NP -těžké.

To se dá udělat pomoćı reprezentace – dáme tam C6, barvy ob jeden vr-
chol. Pomoćı gadget̊u to donut́ım, aby žilo na správném mı́stě. Vždycky
troj̊uhelńıček pro vrchol jedné partity, ta C6 blokuje, aby ty druhé nevylézaly
ven z jednobarevné oblasti.

-

Vlastńı intervalový graf je takový, kde jeden interval nesmı́ obsahovat
celý jiný.

V tomhle povoĺıme, aby d-dir grafy mohly prot́ınat i ty, které jsou stejně
směrované.

Chceme algoritmus pro nezávislou množinu velikosti k v d-dir v čase f(k, d) ·
nO(1).

Nezávislá množina je NP -úplná pro 2-dir.

Pro obecné grafy neexistuje takto dobrý algoritmus, pokud něco nezdegene-
ruje. V intervalových grafech lze řešit v lineárńım čase.

Algoritmus bude robustńı – bud’ dá množinu, nebo řekne, že neńı nebo řekne,
že vstup neńı d-dir.

Lemma 11 Máme graf G, u, v jsou jeho vrcholy. Uzavřené okoĺı jednoho je
podmnožina uzavřeného okoĺı je druhého. Potom m̊užu ten s věťśım okoĺım
beztrestně zahodit a poč́ıtat ve zbytku.

Důkaz:
Když to obsahovalo ten větš́ı, můžu ho vyměnit za menš́ı, oba tam nemohou
být, jsou to uzavřená okoĺı.

-

Graf G je redukovaný, pokud tam žádná taková dvojice vrchol̊u neńı. Re-
dukovat graf umı́me v O(m · n).
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Lemma 12 Pokud máme 2-dir graf, potom je okoĺı jednoho vrcholu inter-
valový.

Důkaz:
Ořežu ty věci, co vedou do stran, zbydou intervaly stejně směrované a nebo
bodové z těch kolmých.

-

Lemma 13 Pokud G je d-dir reprezentace redukovaného grafu, pokud má
alespoň ((k− 1)(d− 1)+1) · d(k− 1)2, pak bud’ existuje k paralelńıch úseček
na r̊uzných př́ımkách, nebo existuje př́ımka, na které lež́ı k neprot́ınaj́ıćıch
se úseček.

Důkaz:
Tohle jde utlouct holubńıkem.

-

Algoritmus 5:

Napřed zredukujeme. Pokud zbylo alespoň 2k2(k2 − 1)2, potom spoč́ıtáme
matici sousednosti, vyzkouš́ıme každou podmnožinu velikosti k.

Najde největš́ı nezávislou v G′ pro kazdé sousedstv́ı každého vrcholu.

,

Lemma 14 Necht’ RG je d-dir reprezentace redukovaného grafu. dv je směr
vrcholu v, G′ = reduceG[N(v)]. Potom G′ obsahuje max. dva segmenty ve
směru dv.

Vše funguje tak, že když má dost vrchol̊u, tak hrubou silou budeme hledat,
když najde, tak OK, když nenajde, tak konec, protože je špatný graf.

9 Barveńı CA graf̊u

CA (Circle Arc) grafy, je to NP -úplné.

Existuje problém disjunktńıch cest – máme několik spotřebič̊u a zdroj̊u,
hledáme tak, aby se nepotkaly. To je NP -úplné i pro acyklické a G + H

eulerovské (když přidám zpátky hrany ze stoku do př́ıslušného zdroje).
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Dáme vrcholy z grafu G + H na kolečko, nataháme hrany, přidáme ještě
0, pak spojuju vrcholy, hrany G nepokrývaj́ı nulu, z H naopak ano. Stejná
barva se dá těm, které se jen potkávaj́ı ve vrcholu, ale nepřekrývaj́ı.

U intervalového je NP -úplné i předbarveńı (pár barev nastav́ım, potom se
ptám, jestli lze doplnit). Pomoćı toho lze barvi circle-arc graf (rozstř́ıhneme,
předbarv́ıme, aby byly stejné).

Obdobně, když máme tětivové grafy, tak lze převést také (když mám ob-
loučky, můžu nadělat tětivy). Když by to nestačilo, můžu jich tam přidat
v́ıc. Aby byly stejně barevné, tak tam nacpu kličku (na ten roh) a donut́ım
je mı́t stejnou barvu.

10 Kresleńı celoč́ıselně

Budeme cht́ıt nakreslit rovinný graf s t́ım, že máme celoč́ıselné souřadnice
a rovné části.

Lze nakreslit takovou tu 3-barevnou triangulaci. Každý vrchol bude mı́t
souřadnice (poč́ıtá se počet vrchol̊u v oblasti definovanou cestou do okra-
jových vrchol̊u).

Kdybychom si vzali trojúhelńıčkovou śıt’ (mı́sto čtverečkové), můžu to podle
toho do toho kreslit. To jde otočit na pravoúhlý trojúhelńık.

Tvrzeńı 1 Žádné dvě hrany se v tomto neprot́ınaj́ı.

Důkaz:
U všech vrchol̊u se zachová stejné pořad́ı vycházej́ıćıch vrchol̊u. Kv̊uli tri-
angulaci je ve věj́ı̌rku hrany mezi sousedy, část vede na jednu stranu věj́ı̌re,
část na druhou. Nebo se dá dokázat indukćı od spodu.

Poté se dokáže, že se nic neprot́ıná. Kdyby se něco prot́ınalo, tak se muśı
někde změnit pořad́ı vycházej́ıćıch hran.

-

11 Obdélńıky

Máme dvě množiny obdélńık̊u v rovině. Oblast dol̊u a/nebo doprava nazvu
BR(a) pro obdélńık a a podobně. Řekneme, že a1 <R a2 ⇔ a1∩BR(a2) 6= ∅.
b1 <L b2 ⇔ b1 ∧BL(b2) 6= ∅.

Tvrd́ıme, že obě relace jsou acyklické, antireflexivńı a antisymetrické.
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K tomu můžu udělat topologické uspořádáńı. Potom se mi nestane, že bych
našel b1, b2, b3, a1, a2, a3, tak že bych dostal kř́ıž z jedniček uprostřed s nulou
a to dokonce i s mezerou. Tedy, jsou to pr̊unikáče 2-DIR.

12 Perfektńı a skoro grafy

To jsou takové, kde klikovost je rovna barevnosti a je to pro všechny pod-
grafy. Je to hezké u tř́ıd, které jsou omezené na podgrafy – stač́ı dokázat že
klikovost je rovna barevnosti pro každý.

Skoro-perfektńı budeme ř́ıkat, že je shora omezená nějakou funkćı klikovosti.

Chordálńı jsou perfektńı. Intervalové také.

Permutačńı a Funkčńı. Comparability-grafy jsou perfektńı, funkčńı tedy jsou
také perfekčńı.

CA, CIR jsou skoro-perfektńı.

String a úsečky se zat́ım nevěd́ı.

12.1 Polygon-circle

Dokážeme, že χ ≤ 50 · 2ω.

Ty si lze také reprezentovat jako intervaly a ke každému množinu bod̊u,
kde jsou i krajńı. To odpov́ıdá

”
rozstřižeńı“ kružnice. Hrana existuje, pokud

alternuj́ı (tedy, je nějaký jednoho mezi dvěma druhého).

Označme si x0 vrchol, který má sv̊uj levý vrchol nejv́ıce vlevo.

Lemma 15 Pokud lze rozdělit na hladiny/partity zleva doprava, kde každá
lze obarvit k barvami, potom barevnost celku je nejvýše 2k.

Lemma 16 Máme vrchol u ∈ Vi, U ⊆ Vi, Iu ⊆
⋂

x∈U Ii ⇒ ∃z ∈ Vi−1∀x ∈
{u} ∪ U ; (xz) ∈ E(G).

Lemma 17 Necht’ A,B jsou množiny interval̊u. Dále necht’ plat́ı:

• |A| = 2m− 1

• ∀x, y ∈ A;x ∩ y 6= ∅

• ∀x 6= y ∈ B;x ∩ y = ∅

• ∀a ∈ A∃b1 6= b2; b1, b2 ⊆ a

Potom ∃A′ ⊆ A, |A′| = m, ∃b ∈ B; b ⊆
⋂

a∈A′ a
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13 Velikost reprezentace segmentových graf̊u

Je to určitě v PSPACE, nev́ı se, jestli je v NP – konce mohou být velké.
Dá se naklánět postupně v́ıc a v́ıc, přidáváńım nových př́ımek – a ono se to
bude rozlézat v́ıce a v́ıce doprava.

Lemma 18 (Order-forcing) Pro každou reprezentaci R grafu G existuje
graf G′, který má nejvýše kvadraticky vrchol̊u, že pro každou reprezentaci R′

existuje homeomorfizmus, který zobraźı na R.

Tedy, každá reprezentace se dá vynutit
”
přilepeńım“ k paṕıru a vyztužeńım

daľśımi vrcholy a hranami.

Tedy, jsou grafy, které maj́ı exponenciálně veliký zápis.

Použijeme problém strict-ineq. Máme nějaké polynomy, hledáme proměnné
tak, aby všechny polynomy byly kladné. Toto je NP -těžké, je v PSPACE.
Pomoćı toho vyřeš́ıme rozpoznáńı segmentových.

Vyvěšt́ıme pseudo-segmentovou reprezentaci, máme problém, jestli jdou natáhnout.
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