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1 Sparse graphs

O grafech s konstantni hustotou ¢, predpokladdme, ze ji zndme. Chceme
reprezentaci (umi zjistit, jestli jsou sousedni, pridavat/odebravat hrany).

Bude zrat O(m + n) paméti, O(c) na operaci na zjisténi, insert za O(1),
delete O(c + logn). Ve amortizované.

D4 se dokazat, ze da rozsekat na c ¢asti hran, kazda je vzdy les.

Vezmeme koteny tohoto, hrany ke kofeni — vystupni stupen je vzdy max. c.
Ukldddme jen ten, ktery vybihd ven (tedy, jen u jednoho).

Definujeme A-orientaci (vice, nez c), ze to zorientujeme takto. Kdyz méa
A-orientaci, tak ¢ < 2A.

Jak zjisténi, tak delete je jednoduchy.

U insertu zkusime vrazit do jednoho. Kdyz se vejde, OK, kdyZ ne, oto¢ime

v8echny hrany ven, propagujeme. To opakujeme.

Tohle neni o mnoho horsi, nez optimalni. Predstavime si optimalni s § <
2A (tedy, mé& povoleno méné ven). Poéitame, kolik hran se lisi od tohoto
optimalniho. Dokézeme, Ze reorientace snizi pocet Spatnych.

Pokud mame vrchol s moc hranami, nékde blizko je néjaky, ktery je mensi
(kdyz budeme pocitat, kam az se dostaneme po vrcholech, které maji alespon
maximum, tak za chvili sezereme cely graf).

Existuje posloupnost, pti které nejsou zadné reorientace pti vkladani a max.

2 Rank width of random graphs

Ranky pfes ranky matic sousednosti mezi dvéma ¢astmi grafu. Bere se mini-
mum pies vSechny podstromy, z kazdého maximum pies odebranou hranu,
¢imz se to rozdéli na ty dvé ¢asti.

3 Treewidth reduction for separating problem

Chceme vytvaret novy graf s omezenou §itkou se zachovanim néjakych vlast-
nosti.

Méme li A, B,S C V(G). Potom S oddéluje A od B préavé kdyz na kazdé
cesté mezi A a B lezi vrchol S.

Lemma 1 Mdme stromovy rozklad grafu. Potom prunik dvou uzlu oddéluje
jejich zbytky od sebe. Oddéluji i celé zbytky stroma.



VyvdZeny oddélovaé néjaké podmnoziny vrcholu je S, ktery to déli na
komponenty a je uvniti kazdé maximélné polovina.

vy

Lemma 2 Kdyz je stromovd $itka G nejvyse k, potom Yw C V(G) ezistuje
vyvdZeny oddélovac o maz k + 1 vrcholech.

Lemma 3 Pokud je stromovd $itka > 3k, potom ezistuje w,|w| = 2k + 1,
ktera nemd vyvdZeny oddeélovac.

Parametrizovany problém je rozhodovaci problém.

Fized parameter tractable problém pokud existuje algoritmus, ktery umi
rozhodnout kladné v ¢ase f(k) - |X|, kde k je parametr, X je vstup.

Véta 1 Mdme-li oznackovany graf a chceme ovérit néjakou monadickou
vlastnost (je na to formule), potom je to linear time fized tractable.

Tohle lze rozsifit na grafy s omezenou stromovou §itkou.

3.1 Minimalni stabilni s, t-fez

Dostaneme k, ptame se, jestli je zde nezavisla mnozina této velikosti, co je
oddéluje. Tohle je fixed parameter tractable.

Torzo — kdyz médme podmnozinu vrcholu C' a spojime je v novém grafu
hranou, pokud v origindlu byly spojeny cestou, kterd méla vrcholy jen venku
z C (tedy, i piimo spojené hranou). Tohle zachovava separatory.

V fixed-parameter-tractable ¢ase lze sestrojit graf, ktery zachovava vSechny
separatory velikosti nejvyse k a bude mit stromovou §itku max. k.

4 Hilbertav 3. problém
Jde nasekat polygon na kousicky tak, aby Sel pferovnat na jiny?
Véta 2 (Bolyai-Gerwien) Tohle jde v R? vidy, kdy? maji stejngj obsah.

Lemma 4 Vezmeme grupu G, pokud P, Q fundamentdlni regiony, potom P
jde prevést na Q).

Pry to plyne z dldzdéni plochy jednim.



To pouzijeme tak, ze natriangulujeme jeden, pfevedeme na rovnobéznik, ten
na obdélnik, obdélniky naskladame na sebe a mame jeden velky obdélnik.
Ten druhy lze také.

Ne vzdy to plati v R, napiiklad pravidelny étyfstén neni prevoditelny na
krychli.

P je stastny, pokud 3¢; € QT3> ¢y = 7.

Véta 3 (Brickardova podminka) Pokud je to nestastné, neni to kongru-
entni s krychli.

Dikaz:
Nejdou spojit vedle sebe, protoze nejdou nafezat na to, aby daly 7. Hodné
technickych rozborta ptipada.

4.1 Algebraicky pristup
Polytop je podobny sobé sama, pokud lze prevést na nékolik (mensich)

kopii sebe sama.

Véta 4 (Sydlerovo kritérium) Polytop je zkrychlovatelny, pokud je po-
dobné sobé sama.

Dva zkrychlovatelné, tak jejich slepeni je taky zkrychlovatelné.
Pokud A B=C@®DANB=D=A=C.

Véta 5 Tato kongruence md kontinuum trid (i pokud se smi zvétSovat a
zmengsovat).

Pres orezavani krychle.

Dlazdéni prostoru nazveme periodické, pokud existuji 3 nezavislé vektory,
ze to dlazdeéni je invariant viuci témto vektortm.

Pokud polytop dokaze vydlazdit prostor periodicky, potom je zkrychlova-
telny.

5 Specialni teorie relativity

Daji se délat transformace ¢asoprostoru. U svétla ma vychézet, ze



(ct)? —X? = 0 ()*-X2=0

Zatimco tfeba zvukové viny se deformuji pii pohybu zdroje, svételné ne.

5.1 Aditivni funkce

Chceme funkce, které Va,y € R; g(z +y) = g(z) + g(y). Kdyz priddme jesté
podminku (napf. g(7w) = 0) a bude nenulovd, potom to mit husty graf — v
kazdém ctverci v roviné se vyskytuje bod grafu.
D4 se indukci dokézat, ze Vq € Q;g(q - ) = ¢ - g(x). Tedy, na racionalnich
nasobcich 7 je nula, nékde jinde je nenula, tam tvori , déravou“ piimku.
Muzu pomoci racionalniho nasobku 7 posunout.

Na realnd ¢isla jde koukat jako na vektorovy prostor nad raciondlnimy ¢&isly.
M4 nekonecnou dimenzi. Chceme najit takovou béazi, ze kazdé redlné cislo
ma kone¢né mnoho nenulovych koeficienti.

Kdyz se vratime k fyzice, tak mame tu transformaé¢ni funkci, ktera je adi-
tivni. Z toho se odvodi, ze f(q-z) = q - f(x). Chceme, aby to byla spojitd
funkce. To dohromady dava, Ze je to linedrni funkce, tedy mé matice L**4,
tedy 2/ = L - x.

7 toho vyvodime, ze transformace je kvadratickd forma.

6 Extremalni 0 — 1 matice

Mame matice s 0 a 1. Ptame se, jestli mé podmatici takovou, ze ma jednicky
alespon na néjakych predepsanych mistech (muze mit i jiné).

Chceme zjistit, kolik jednicek tam jesté jde pfidat, aby nebyla.

Napiiklad timto jdou reprezentovat bipartitni matice. Tohle je zakdzany
podgraf.

D4 se tim pocitat napiiklad pocet hran v grafu, kdyz tam neni zadny ekviva-
lentni Cy, nebo pocet jednotkovych vzdalenosti na konvexni mnoziné bodu.

7 Zasazeni vSech maximalnich klik pomoci stabilnich
nahnutych nezavislych transversal

Lemma 5 Mdme r-partitni graf, sklddajici se z Vi, Va,...,V,. Nezdvisld
transversdla je mnozina, kterd je nezdvisld a z kazdé ¢dsti V; vezme jeden.



Pokud md graf max. stupenn A a |V;| > 2A, potom nezdvisld transversdla
existuge.

Lemma 6 Necht G je r-partitni graf s édstmi Vi,...,V, a k € N. Pokud
kazdy vrchol z V; md nejvyse min{k,|V;| — k} sousedi mimo mnoZiny V;,
pak existuje minimdlni transversdla.

Kdyz tam vrzneme A jako k, tak z toho plyne to minulé.

Dukaz:

Lemma 7 Necht G je r-partitni graf s nezdvislou transversdlou v G [Vy U. ..U V,_1].
Ddle w € V, takové, Ze neexistuje transversdla v G obsahujici w, ezistuje

totdlné dominujici mnoZina v podgrafu G indukovaném partitami s neprdzdnym
prunikem s Y takovd, Ze X UY , X, Y jsou nezdvislé mnoZiny, Y je ¢asteénd
transversdla (prunik s kazZdou nejvyse 1) v G[ViU...UV,_1] aw € X a

hrany z X do Y je sjednoceni disjunktnich hvézdicek.

Totdlné dominugici mnoZina je takovd, kde md kaZdy vrchol souseda
uvnitt (véetné jejich proki,).

Dikaz:
Grafu G [V} U...UV,_1] budeme fikat Gj.
Na zacatku X; := {w}, Ry := nezdvisld transversila v Gy takové, ze ma

minimalni prunik s okolim w. Y7 := prunik okoli w s Rj.

Pokud néco neni dominované, nazveme ten vrchol wso, pomoci néj definujeme
Xo := {w,ws}, za Ry nezavislou transversalu takovou, ze to bude rozsiteni
okoli w a ze sousedi wg co nejméné. Potom definujeme Y := Y7 U (Ry U
N(wq)) a dokézeme, ze to naroste. Kdyby ne, tak dostaneme spor s volbou

R;.
Dale iterujeme.

Casem to musf nartst tak, ze uz nejde pokracovat, proto to musi byt spravné
X aY.

Podle indukce predpokladejme, ze prvnich r—1 mé transversalu. Aplikujeme
pomocné lemma, dostaneme néjaké X, Y. Z nich dostaneme spor (moc velky
stupeni). Tedy, takové w nemuze existovat a tedy musi existovat spravnd
transversala.



Véta 6 Necht G je graf. Velikost jeho nejvétsi kliky w(G) > 2(A(G) + 1).
Potom ezistuje nezdvislou mnozinu protinajici kazdou kliku velikosti w(G).

Tohle je nejlepsi mozny odkaz, péticyklus, kazdy vrchol vyménim za uplnak
na k vrcholech, to prodratuju. V tomto uz nejde najit nezdvislou mnozinu.

Dukaz:

Tvrzeni 1 Necht Cy,...,Cy, jsou kliky velikosti w(G) v G. Na nich si
udéldm pomocny graf, spojim je hranou, pokud maji neprdazdny prunik. Toto
mi umozni rozdélit je na komponenty souvislosti na Cy,...,Cy.

Véta 7 (Kostogka) Pokud G je graf, o kterém plati w(G) > 2(A(G) +1).

() C| = 2w(G) = (A(G) +1)
cec;

Véta 8 (Hajnal)

Ucl+N¢lzw@

cec; cec;

Pomoci prunika udélame partity F;, najdeme si nezévislou transversalu. Tim
jsem zasahl vSechny velké kliky.

Za k= 3(w(G) +1).

Vezmeme vrchol v. Sousedil mé maximalné k, to se poodéita.
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