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1 Poč́ıtáńı permutaćı se zakázanými vzory

Martin Klazar

Permutace π - nějaká č́ısla 1, . . . , n obsahuje permutaci σ = 1, 3, 2, když
se dá vźıt graf té velké permutace a po promazáńı dostaneme stejný tvar,
jako má graf té menš́ı permutace. V posloupnosti najdeme podposloupnost,
která je přeházená stejným zp̊usobem.

Sn(σ) je počet permutaćı délky n, které neobsahuj́ı permutaci σ.

Cn := Sn(1, 3, 2)

Cn =
n−1
∑

i=0

Cn−1Cn−1−i

Cn =
1

n+ 1

(

2n

n

)

Takto to vyjde stejně pro libovolnou jednu permutaci délky 3 (jsou to Ca-
talanova č́ısla).

Sn(1, 3, 2, 4) =??

Omezeńı počtu:

∀σ∃c;Sn(σ) < cn

Dokonce lze nalézt to c přesně (tedy, limn→∞ Sn(σ)
1

n = c < ∞) pro libovol-
nou jednu zakázanou permutaci.
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2 Aplikace lineárńı algebry v kombinatorice

Matoušek

2.1 Dlážděńı geometrických útvar̊u

Např, jestli jde nějaký obrazec rozřezat na konečně mnoho část́ı a udělat
jiný.

Mějme obdélńık 1×x, x 6∈Q, nelze ho vydláždit konečně mnoha čtverci (rov-
noběžně položené).

Předpokládejme, že existuje dlážděńı, které použ́ıvá čtevrce q1, q2, . . . , qn, se
stranami s1, s2, . . . , sn. Vezmeme vektorový prostor nad tělesem Q, který je
lineárńı obal č́ısel s1, s2, . . . , sn jakožto podprostor R. Zvolme f : V → R

lineárńı zobrazeńı tak, aby f(1) = 1, f(x) = −1.

Máme obdélńık o stranách a, b ∈ V , a obdélńık v(R) := f(a)× f(b).

Spor s t́ım, že ten obdélńık je záporný, ale součet těch čtverc̊u je záporný.

3 Randomizovaný algoritmus na hledáńı minimálńı

kostry

D. Carger, F. Klein, R. Tarjan Předpokládejme, že neexistuj́ı osamocené
vrcholy. Dále, váhy hran jsou všechny r̊uzné.

Cyklové pravidlo:
Nejdražš́ı hrana cyklu v minimálńı kostře určité neńı.

Řezové pravidlo:
Nejlevněǰśı hrana řezu v minimálńı kostře určitě je.

Vzorkovaćı lemma:
Označme F (x, y) cestu z x do y. wF (x, y) – váha nejtěžš́ı hrany v F (x, y),
nebo ∞, pokud taková cesta neexistuje. Hrana {x, y} je F -těžká, pokud je
jej́ı váha větš́ı než nejtěžš́ı hrana dosud nalezené cesty z x do y. Naopak,
hrana je F -lehká, pokud neńı F -těžká.

Mějme graf H ⊂ G, který źıskáme vkládáńım každé hrany e ∈ E(G)
nezávisle na ostatńıch s pravděpodobnost́ı p. Necht’ F je minimálńı les H,
potom pravděpodobný předpokládaný počet F -lehkých hran je n

p
, kde n je

počet vrchol̊u G.

Začneme s H i F prázdnými. Vezmeme nejlehč́ı hranu. Zkontrolujeme, jestli
lež́ı ve stejné komponentě F (F je zat́ım prázdné, proto nelež́ı). S pravděpodobnost́ı
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p ji tam dáme, jinak ji zahod́ıme. Pokud už spojuje stejné komponenty, tak
ji nevkládáme, protože je F -těžká (to přijde jen do H).

Můžeme shora odhadnout počet hran v F velikost́ı kostry G. Počet hod̊u,
jestli se hrana vlož́ı do F lze odhadnout na n

p
a počet vložených hran je

určitě nejvýše tolik.

Definujme Bor̊uvk̊uv krok jako jedno spuštěńı Bor̊uvkova algoritmu na
nějaký graf. Ten zkontrahuje počet vrchol̊u na nejvýše polovinu p̊uvodńıch
vrchol̊u grafu a zvládne to v lineárńım čase.

3.1 Popis algoritmu

Je-li graf prázdný, vrat’ prázdný strom. Pokud je graf jediný vrchol, vrat’ jej
jako jeho minimálńı kostru, jinak spust’ 2× Bor̊uvk̊uv krok na vstupńı graf.
Ve vzniklém grafu vyber podgraf H tak, že z něj odstraň s pravděpodobnost́ı
0.5 každou hranu a spust’ se na H, č́ımž dostanu F , najdu F -těžké hrany
a odstrańım. Poté se spust́ım rekurzivně na zbytek a jeho minimálńı strom
slož́ım s kontrahovanými hranami z Bor̊uvkova kroku, což vrát́ım.

Tedy vždy vezmu graf, zhruba polovinu ho zahod́ım, na zbytku najdu mi-
nimálńı kostru a zcela zruš́ım hrany, které jsou F -těžké oproti této nalezené
kostře.

4 Sč́ıtáńı řad

Máme řadu 1p + 2p + . . .+ np, což když sečneme, tak vyjde an+1 · n
p + an ·

np−1 + . . .+ a1 · n+ a0. Chceme zjistit tyto koeficienty. Uděláme si tabulku
p × p, sloupečky indexované od 0, řádky od 1. Zapisujeme odshora, vlevo
nahoře je 1, v druhém řádku jsou na prvńıch 2 mı́stech 1

2
. Kromě prvńıho

sloupečku se poč́ıtaj́ı poté takto: pod́ıváme se doleva nahoru, vynásob́ıme
č́ıslem řádku, vyděĺıme č́ıslem sloupce. V prvńım řádku doplńım tak, aby
součet řádku byl 1. Poté vezmu jako koeficienty prvńı sloupec. a0 = 0.

5 Rekonstrukčńı hypotéza

Mı́sto grafu si pamatuju jen nějaký systém podgraf̊u. Je nějaký daľśı graf,
který má stejný systém podgraf̊u? Rekonstrukčńı hypotéza tvrd́ı, že ne, že
je to jednoznačńı.

Gv je indukovaný podgraf grafu G na vrcholech V (G) − v. Baĺıček bude
multimnožina všech takových Gv. Jednotlivé grafy jsou karty. H je rekon-
strukce baĺıčku B ⇔ Baĺıček grafu H je isomorfńı baĺıčku danému. Rekon-
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strukčńı hypotéza tvrd́ı, že jediný graf, na kterém toto nefunguje je samo-
statná hrana.

Dá se dokázat pro nějakou tř́ıdu graf̊u, že je rekonstruovatelná. Prvńı věc
je, jestli je graf rozpoznatelný (když dostanu baĺıček, zjist́ım, jestli je to z
této tř́ıdy).

6 Hledáńı transversály lichých kružnic v grafu

Transversála je nějaká množina vrchol̊u taková, že to ostatńı je bipartitńı
graf. Obecně je to těžké, tohle je

”
fixed parameter tractable“ – když budu

hledat jen takové, které obsahuj́ı maximálně k vrchol̊u, tak to poběž́ı v
polynomiálńım čase ve velikosti grafu, ale konstanta záviśı na k.

Předpokládejme, že máme algoritmus, co z transversály o k+1 vrcholech vy-
bere nějakou o k vrcholech. Vezmu graf o prvńıch k+1 vrcholech a prohláśım
vše za transversálu, jeden vyhod́ım, přidám nový vrchol p̊uvodńıho grafu,
etc.

Složitěǰśı algoritmus

kopíı transversály, uvnitř transversály si vyberu, která hrana to bude, aby
nevedly vnitřkem.

Potom vezmu nějakou podmnožinu p̊uvodńı transversály (Y ), to se zobraźı
na Y ′ – to je dvakrát velké. To rozděĺım na dvě části Ya, Yb tak, že každý
vrchol má jednu kopii v Ya a druhou v Yb.

Lemma 1 X je minimálńı transversála ⇔ ∀Y ⊆ X; ∀Ya, Yb∃|Y | vrcholově
disjunktńıch cest z Ya do Yb v G′\ (X\Y ).

Důkaz:
Doleva sporem. Vezmu transversálu X a transversálu Z, |Z| < |X|. Zvoĺım
Y = X\Z. G\Z má dvě partity (S′

1, S
′

2). Zvoĺım Ya = {y1 ∈ S′

1 ∩ Y } ∪
{y2 ∈ S′

2 ∩ Y ′}.

|Z\X| < |Y |. Chci dokázat, že Z\X odděluje.

Nakonec dokážu, že budu mı́t jednu cestu, která je zároveň lichá i sudá.

Doprava: X je minimálńı. ∃Y 1 = (Ya, Yb) tž W odděluje Ya, Yb, |W | < |Y |.
Potom G\ (X\Y +W ) je bipartitńı. Dokážu stejně obarvit obě kopie a tedy
můžu splácnout obě kopie do jednoho a mı́t je mimo transversálu.

-
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Vyzkouš́ım tedy všechny možnosti, jak vybrat Y a rozdělit na Ya, Yb (jen
4k možnost́ı). Potom pomoćı toku najdu počet disjunktńıch cest, takže celý
algoritmus zvládnu O(4k · k · |E| · |V |).

Jednodušš́ı algoritmus

Mám transversálu a nějakou konkurenčńı transversálu. Ta rozděĺı p̊uvodńı
na 3 části – společná, ta u jedné partity a ta u druhé partity. Původńı vezmu
a v p̊uodńıch partitách si najdu sousedy nových transversálńıch

”
uš́ı“.

Lemma 2 Mám S, zvoĺım rozkouskováńı na
”
společnou“ část a ty dvě, co

patř́ı do jednotlivých partit. Umı́m dopoč́ıtat novou transversálu a partity.

Jde to i opačně.

Vyzkouš́ım všechny rozklady na 3 množiny, zkuśım, jestli se najde něco
menš́ıho.

Takže tohle běž́ı v O(3k · k · |E| · |V |).

7 Viditenostńı grafy bod̊u v rovině

Viditelnostńı graf je graf, jestli se navzájem body vid́ı. Nevid́ı se ty, které
maj́ı na úsečce mezi sebou jiný bod. Znač́ıme µ(s).

Věta 1 ∀G, V (G) = {1, . . . , n} ; ∃X ⊆ R
2;µ(X ∪ Z

2) je isomorfńı s G.

Lemma 3 ∃M ∈ N tak, že ∃ množina prvoč́ısel P = {pi,j ; 1 ≤ i < j ≤ n}
o které plat́ı:

• 2M < pi,j < 2M+1

•

Qk := 2nk ·
k−1
∏

i=1

pi,k
∏

j = k + 1npk,j

, kde ⌊logQk⌋ = 2nM+2k

• pk,l je jediné z P , které děĺı Ql −Qk.
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