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1 Minimálńı vrcholové pokryt́ı

Přikládám vždy celou hranu, tu utrhnu – 2-aproximace.

1.1 Bipartitńı graf

V něm je optimum rovno velikosti maximálńıho toku.

1.2 Vážená verze

Řeš́ı se přes lineárńı programováńı. Proměnná na vrchol, bud’ 0 nebo 1.
Chceme, aby pro každou hranu byl součet alespoň 1. Vyjde něco, co má
s celoč́ıselným řešeńı něco společného. Dá nám dolńı odhad na optimum.
Vezmu všechny vrcholy, které jsou alespoň 0.5, ty nastav́ım na 1. Velikost je
nejvýše 2× větš́ı, než hodnota lineárńıho programu.

Věta 1 (PCP) Je NP -těžké rozlǐsit splnitelné formule od formuĺı, kde lze
splnit nejv́ıce 99% klauzuĺı.

Toto je až upravená verze.

Z toho např́ıklad plyne, že je NP -těžké α-aproximovat vrcholové pokryt́ı
pro α < 7

6 .

Existuje hypotéza, ze které plyne, že asi neexistuje lepš́ı, než 2-aproximace
(protože by to mělo podobné následky, jako kdyby se ukázalo, že P = NP ).

Když hledáme maximálńı nezávislou množinu v grafu, tak je to opačné k
vrcholovému pokryt́ı. Z toho, mimo jiné, plyne, že nelze odlǐsit optimum od
nezávislých množit, které jsou

”
hodně dobré“.

Hledáńı největš́ı kliky je také problém nějak duálńı k nezávislé množině
(klika v doplňku je totéž jako nezávislá množina originálu).

2 Obchodńı cestuj́ıćı

Pro obecnou nejde naj́ıt žádnou aproximaci (uměli bychom řešeńı hamil-
tonky).

Jsou-li vzdálenosti podle trojúhelńıkové nerovnosti, můžu pomoćı kostry
hledat 2-aproximaci (určitě to nebude v́ıc jak 2∗ horš́ı, než kostra, kostra je
nejvýše tak velká, jako hamiltonka).

Vylepšená verze – najdeme minimálńı kostru, potom všechny vrcholy, kde
je stupeň v kostře lichý. Potom najdeme minimálńı perfektńı párováńı na
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těchto vrcholech. Potom uděláme eulerovský tah na kostře sjednocené s
párováńım (poznámka: tohle může být multigraf). Tohle potom zkrát́ım
(vyhážu duplicity).

Tohle je 3
2 -aproximace. Párováńı je nejvýše polovina optima. To se sečte,

takže max. 3
2 optima.

To, že to párováńı je nejvýše polovina je vidět z toho, že hamiltonka lze
složit ze dvou párováńı (a jedné hrany nav́ıc).

3 Rozvrhováńı

Budeme mı́t m poč́ıtač̊u. Vstup je posloupnost č́ısel p1, . . . , pn ∈ R
+, což bu-

dou úlohy. Výstup má být zobrazeńı S : 1 . . . n → 1 . . .m. Ćıl bude minima-
lizovat délka rozvrhu, tedy maxi∈1...n

∑

j∈1...m;S(j)=i pj (tedy, jen rozděleńı
na poč́ıtače, ne jak za sebou).

Opačně máme deadline, chceme co nejmı́ň poč́ıtač̊u. To se nazývá bin-
packing.

3.1 Hladový algoritmus

Vždy vrhne úlohu na nejméně zat́ıžený poč́ıtač. Je hloupý, ale je online.

Toto je 2− 1
m

aproximačńı algoritmus. Necht’ T je doba našeho rozvrhu a t

je startovńı čas úlohy, která konč́ı v T . T − t < pj ≤ opt. t ≤ opt (protože
každý pracuje alespoň do t).

Dokonce, T + (m− 2)t ≤ m · opt, tedy m · T ≤ (2m− 1) · opt.
Řekneme, že algoritmus je R-kompetitivńı, pokud je online a ∃c∀ vstupy
dá nejh̊uř R · opt + c. Vı́ se, že existuje nějaký pro R < 2, ale nev́ı se, jak
přesně ani jaký to je.

Pokud napřed seřad́ıme, tak je 4
3 aproximačńı.

Tvrzeńı 1 Je to NP -těžké.

Důkaz:
Převedu na to loupežńıky, vezmu m = 2.

-

Ze stejného d̊uvodu i bin-packing.

Věta 2 Neexistuje 3
2−ǫ aproximačńı algoritmus pro bin-packing pokud P 6=

NP (tedy, potřebuju rozlǐsit 2 a 3 poč́ıtače).
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3.2 Rozvrhováńı se závislostmi

Máme podmı́nky tak, že něco muśı skončit dř́ıv, než něco jiného začne.

Uděláme hladový algoritmus. Bereme čas postupně, v čase t, pokud existuje
volný poč́ıtač a úloha se splněnými závislosti, tak ji tam hod́ıme.

Tvrzeńı 2 Toto je (2− 1
m
) aproximace.

Důkaz:
Toto je zobecněńı minulého hladového algoritmu. Zkonstruujeme cestu v
grafu G takovou, že kdykoliv v rozvrhu je volný poč́ıtač, tak běž́ı jedna z
úloh na této cestě. Toto je dolńı odhad na optimum.

Konstruuju od konce, vezmu posledńı, pak se mrknu na posledńı volno,
pokud existuje. V tom př́ıpadě se v té době na něco muselo čekat (jinak
jsme to mohli pustit).

Délka tohoto je dolńı odhad optima, muśı j́ıt po sobě.

-

3.3 Hladový bin-packing

Použ́ıvá
”
first-fit“, nacpe do prvńı, kam se vejde. Když nevejde, kouṕı daľśı

poč́ıtač.

Tvrzeńı 3 Tohle je 2-aproximace.

Důkaz:
Všechny kromě jednoho jsou alespoň z poloviny zaplněné. Nová úloha bud’

menš́ı než p̊ul, potom když zač́ınám, tak zbytek muśı být v́ıc než nap̊ul.
Když dostanu velkou, můžu zač́ıt nové, a zase bude do p̊ul plné.

Tedy, na konci máme určitě m−1
2 množstv́ı práce. Z toho vyjde, že m <

2 · opt+ 1.

-

Ve skutečnosti je to 1.7 · opt+ const.

Řekneme, že opt. problém má poly-čas aproximačńı schéma, pokud ∀ǫ∃ algo-
ritmus běž́ıćı v čase polynomiálńım ve velikosti instance a je 1+ǫ aproximace.

Plně-polynomiálńı aproximačńı schéma vyžaduje polynomialitu i v 1
ǫ
.

Je-li problém silně NP -těžký a má FPTAS, pak P = NP .
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4 Množinové pokryt́ı

Máme množinu U prvk̊u a množinový systém S ⊆ 2U , chceme
⋃ C = U ,

chceme minimalizovat váhu množin.

Můžeme zapsat jako lineárńı program.

Chceme xs ≥ 0, chceme, aby prvek z univerza měl aspoň 1. Minimalizujeme
∑

wsxs. Duálńı program je f = maxi počet množin, ve kterých se vysky-
tuje daný prvek. Dá se źıskat f -aproximačńı algoritmus, jednoduše vezmeme
všechny, které tam jsou alespoň jednou f -tinou.

Když vezmu duál, tak můžu každou dát každou množinu do výsledku s
pravděpodobnost́ı x∗s. Tohle nemuśı dát správný výsledek, ale když to zopa-
kujeme řádově log n krát.

Pravděpodobnost, že někdo je nepokrytý je menš́ı, než
(

1− 1
e

)α·log n
< 1

2n.
Pravděpodobnost, že něco je nepokryté je p̊ul.

Cena je α · log n · optlp.

4.1 Primar-dual pro set-cover

Na začátku nastav́ım y := 0 a C := ∅. Vezmu nějaké nepokryté i. Zvyšujeme
yi, dokud některá duálńı podmı́nka neńı těsná. Přidáme všechny S takové,
které maj́ı ws rovny y.

4.2 Hladový algoritmus

Přidávám vždy tu s nejlepš́ım poměrem ceny a
”
nových“ prvk̊u (ty, co ještě

nemám).

Hladový algoritmus je Hk je aproximačńı, kde k je max. velikost množiny,
H je k-té harmonické č́ıslo.

4.3 Semidefinitńı programováńı

Matice A je pozitivně semidefinitńı, pokud:

• ∀x;xTAx ≥ 0

• ∀λ;λ ≥ 0

• A = W TW

• Všechny hlavńı podmatice maj́ı determinant ≥ 0
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Program nazvu pozitivně semidefinitńı, pokud má proměnné v matici a
chceme maximalizovat nějakou lineárńı funkci C ·X za podmı́nek, že X je
pozitivě semidefinitńı, Ak ·X = bk. Toto je zobecněńı lineárńıho programu
(můžu si udělat proměnné jen po diagonále, můžu mı́t nerovnosti obvyklým
podvodem).

Vektorové programy, kde proměnné jsou vektory. Taktéž chceme maxi-
malizovat, tentokrát

∑

ci,j(vi · vj) a podmı́nky jsou, že ∀k∑ ai,j,k · (vi · vj).

Věta 3 Semidefinitńı programy a vektorové programy jsou ekvivalentńı.

Důkaz:
Do matice W naṕı̌su vektory jako sloupce, utvoř́ım matici X = W T · W ,
pak je to matice, co má prvky jako skalárńı součiny.

-

4.4 Maximálńı řez

Chceme rozdělit graf na 2 části tak, aby součet vah hran mezi nimi byl
maximálńı.

Můžeme vźıt každou hranu s pravděpodobnost́ı polovina, pak máme v pr̊uměru
1
2 aproximaci. Nebo to můžu zkusit hladově a házet do jedné nebo do druhé,
podle toho, kde dostane v́ıc.

Zkuśıme to takto. Vezmeme proměnné, což budou ±1. Snaž́ım se maxima-
lizovat

∑

e∈E we · (1− vi · vj).
Mı́sto toho vezmeme reálné vektory v R

n, vi · vi = 1. To už je vektorový
program, to řešit lze.

4.5 Vektorový program

Bude jen 1 + ǫ aproximace, protože mohou vycházet iracionálńı č́ısla.

Vezmu náhodný vektor r na sféře. Všechny, kde vi · r ≥ 0 dám do jedné,
ostatńı do druhé.

5 Online algoritmy

Máme problém prohledáváńı př́ımky (cow-path problem, bridge problem).
Máme př́ımku, kráva hledá d́ıru v př́ımce.

Algoritmus je R-kompetetivńı, pokud je online algoritmus a pro všechny
instance projde maximálně R · opt(I) + c.
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Věta 4 Algoritmus
”
chod́ım v 2∗ vzr̊ustaj́ıćıch intervalech po př́ımce“ je

9-kompetitivńı.

Pravděpodobnostńı algoritmus je R-kompetitivńı, že pr̊uměrný výsledek je
R-kompetitivńı. Dvě možnosti – oblivious adversary je takový, že nereaguje
na pr̊uběžné výsledky programu, adaptive adversary si může vymýšlet podle
toho, co dělá algoritmus.

5.1 Pagin/caching

Máme k stránek rychlé paměti. Vstup je posloupnost požadavk̊u na jednot-
livé stránky z nějakých n stránek, které existuj́ı celkem (pomalých). Cena
je za nač́ıtáńı stránek.

Ĺıné algoritmy – v i-tém kroku čte maximálně jednu stránku.

k = 1 – každý algoritmus je optimálńı.

Potom je fifo, clock, statistiky za posledńı dobu, počty požadavk̊u, stárnut́ı.

LRU je že vyberu tu, která se nejdéle nepožadovala. FWF (Flush When
Full) – když muśım vyhazovat, vyhod́ım všechno.

FIFO, LRU, FWF jsou k-kompetitivńı pro deterministický algoritmus.

Značkovaćı algoritmus je takový, který si pamatuje př́ıznak, ten nastav́ı
při požadavku na stránku ho nastav́ı, při page-fault př́ıznaky ruš́ı (např.
když žádná bez značky neńı) a vyhazuje něco neoznačeného.

LRU a FWF jsou značkovaćı.

Každý značkovaćı algoritmus je k-kompetitivńı. Posloupnost požadavk̊u rozděĺım
na fáze. Každý prvńı požadavek nové fáze je ten, kdy mažu značky. Algo-
ritmus má maximálně k ·M vyhazováńı (M je počet fáźı). Optimum muśı
být alespoň M − 1. Ve dvou po sobě jdoućıch fáźı je alespoň k + 1 r̊uzných
stránek, je tedy potřeba něco vyhodit.

FIFO neńı značkovaćı. Ale když vyhážeme požadavky, kde neńı page-fault,
na tom se to chová stejně. A na tom se to chová jako LRO.

Věta 5 Každý pravděpodobnostńı R-kompetitivńı algoritmus pro paging má
R ≥ Hk.

6 k-server problém

Máme danou metriku M a parametr k. Vstupem je posloupnost bod̊u v M

(to jsou požadavky). Chceme rozpośılat k agent̊u tak, aby každý požadavek
byl navšt́ıvený tak, aby nacestovali co nejméně.
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Cachováńı je speciálńı př́ıpad pro uniformńı metrika.

6.1 Potenciál

Pro každý online R kompetitivńı algoritums lze naj́ıt potenciál, který ř́ıká,
kolik peněz může stát libovolné daľśı pokračováńı.

Potom plat́ı, že 0 ≤ Φ(SN , AN ) ≤ Φ(S0, A0) +R ·OPT −ALG.

7 Vážené stránkováńı

Podobně, jako stránkováńı, ale každá stránka má nějakou váhu, tedy cenu,
kolik ji stoj́ı nabrat do cache.

Toto má k-kompetetivńı deterministický algoritmus. Je to ekvivalentńı k-
serveru na metrice

”
hvězdička“.

Existuje řádově log k kompetitivńı pravděpodobnostńı algoritmus.

8 Stránkováńı soubor̊u

Každá stránka má dva parametry – velikost a cena.

Existuje k-kompetitivńı deterministický aO(log2 k) kompetitivńı pravděpodobnostńı
pro cenu 1 a rovnou velikosti.

9 Problém pohybu

Máme robota ve skladǐsti, kde jsou krabice, má se dostat k jedné (dané)
straně. Když naraźı na něco, tak to detekuje.

Na toto může existovat vejlépe
√
n kompetitivńı algoritmus. Obrázek –

překrývaj́ıćı-se
”
cihličky“. Vezmu ty, které potká, muśım obcházet a to k-

krát.
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