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1 Uvod

Topologie je spojita véda, dokaze fesit i diskrétni otazky.

Napf. méjme N-prvkovou mnozinu 1,2, ..., N a vSechny k-prvkové podmnoziny
([”,;”]> mame obarvit tak, aby kazdé disjunktni mnoziny mély ruzné barvy.
Domeénka: m > n — 2k + 2. (pokud n > 2k). Dokdzéno pomoci topologie.

Postaveno na algebraické topologii.

Topologie se déli na obecnou/mnozinovou a algebraickou topologii.

1.1 Literatura

e Matousek: Using the Boesvik-Ulam theorem

e Munkers: Elements of alg. topology

Hatcher: Algebrak topology (elektronickd verze)

Vassilev: Introduction to topology (zjednodusend)

Glnter M. Ziegberg: Topologie (elektronické, némecky)

1.2 Cviceni

Martin Tancer, poprvé 11.10., 8 hodin rano.

2 Topologie
,,Geometrie gumové blany”. Povoluji se spojité bijekce jako ekvivalence ob-
jektu.

Topologicky prostor je uspordadand dvojice (X, 0), X je néjakd mnozina,
vétsinou nekonecna, o je systém otevienych podmnozin X spliiujici tyto axi-
omy:

e (), X jsou oteviené

e 0 je uzaviené na sjednoceni mnozin



e 0 je uzaviend na kone¢né pruniky

Napiiklad X = R, obvykla oteviena okoli pomoci obsahu okoli kazdého
bodu. Obdobna definice tvoii topologii pro kazdy metricky prostor.

Samoziejmé existuji i jiné topologie, ne vSechny lze ziskat z néjaké me-
triky. Napf. topologie spocetnych dopliki—mnozina oteviend, kdyz je jeji
doplnék spocetny.

Topologicky podprostor je (Y C X,{UNY :U € o}).

Sowucin topologickych podprostoru [ (X;, 0;) ; X = [ X;. Oteviené mnoziny
vezmu sou¢in otevienych mnozin a uzaviu na sjednoceni a spoc¢etné priuniky.

2.1 Konvence

Obvykle budeme psat jen topologicky prostor X, kde X je ona nosna mnozina.
Predpokladejme, ze vSechny topologické prostory jsou hausdorffovskeé,
tedy

Vr,y € X;x #y= 33U,V oteviené ;x c U,y e V,UNV =0

2.2 Spojité zobrazeni

Zobrazeni f : X — Y je spojité, pokud vzor oteviené mnoziny je oteviend
mnozina.

V metrickych prostorech je to ekvivalentni s € — § definici.

Vétsina probiranych zobrazeni bude spojitych.

X,Y jsou stejné, pokud mezi nimi existuje homeomorfizmus. Homeo-
morfizmus je bijekce spojitd obéma smeéry.

Uzaviend mnoZina je takova, jejiz doplnék je otevieny.

Uzdvér mnoziny Y je prunik vSech uzavienych mnozin obsahujicich Y.

Hranice je prunik uzavéru a uzavéru doplinku.

2.3 Kompaktnost

Topologicky prostor X je kompaktni, < YU oteviené pokryti X3Uy C U
koneéné. Oteviené pokryti je mnozina otevienych mnozin takova, ze jejich
sjednoceni d& pravé X.

Lze zobecnit pro mnoziny.

Vlastnosti kompaktnosti:

e X je kompaktni, F' C X uzaviend, = F' je kompaktni.
e VYV kompaktni podmnozina hausdorffovského topol. prostoru je uzaviena.

e f: X — Y spojité, X kompaktni = f (X ) kompaktni.



e Spojita funkce f : X — R na kompaktnim prostoru nabyva maxima a
minima.

o A C R? kompaktni < omezend a uzaviena.

Dukaz:

e Uzaviend podmnozina kompaktniho prostoru je kompaktni.
Meéjme kompaktni prostor X a Y C X uzavieny. Kazdé déleni Y je jen
podsystém toho X—kdyz pfiddme doplnék Y, dostaneme celé pokryti
X a z ného to jde vybrat. Doplnit to 1ze diky uzavienosti

e Kompaktni mnozina hausdorfovského topologického prostoru
je uzaviena. Vezmeme z z doplitku Y. Vo € Y z hausdorfovosti plyne,
ze AU,, ze jsou s tim z jsou v oddélenych vicebodovych mnozinach.
Timto lze vytvorit pokryti toho Y, 3 konetné podpokryti, pro kazdou
existje néjaké okoli z oteviené. Priunikem tohoto dostavame otevienou
mnozinu (z mohlo byt libovolné blizko).

e Obraz kompaktniho prostoru pti spojitém zobrazeni je kom-
paktni. Mdame V oteviené pokryti f(X). f~1(V) také pokryti, ten-
tokrat na X, které je kompaktni, vezmeme konecné podpokryti. Ob-
razem toho je konetné podpokryti je opét konecné pokryti, proto je
obraz konec¢ny.

e Spojita funkce X — R na komptni nepriazdné mnoziné X
nabyva minima. 3z9 € X,Vzx € X; f(zg) < f(z). Y = f(z), dle
predchoziho bodu je kompaktni, podle 2 je uzaviena, je také omezena
(protoze by nebyla kompaktni, 1ze vzit intervaly od délky 2,4, ... okolo
nuly, nelze najit kone¢ny podsystém). Iy € Y,y = inf Y, Y je uzavieny,
proto ho obsahuje a je omezeny, proto je konecny.

e Y € R? je kompaktni < uzavieni a omezena. = je obdobné jako
v minulém bodé. < stac¢i si vS§imnout, ze kazda uzaviend krychle je
kompaktni. Uzavieny interval je kompaktni, necht pro spor predpoklddejme,
ze nejde. Vezméme zacatek, ktery pokryt jde (tedy, sup toho, co pokryt
jde), dokéze se, ze to neni sup. Rozsifeni na kryche viz tychonovova
véta.

Tichonovova véta:
Souc¢in libovolné mnoha kompaktnich prostoru je kompaktni. Bez dukazu.

2.4 Souvisly prostor
Mezi V body 3 cesta.

Nejde rozdélit na dva ruzné kusy.



Topologicky prostor je nesouwvisly, pokud X = AUB,ANB=0,A,B
oteviené mnoziny, A # (), B # ().

Topologicky prostor X je obloukové souvisly, pokud Va,b € X3f :
(0,1) — X spojité, f(0) =a, f(1) = 0.

Topologicky prostor nedefinuje pojem dimenze, existuje mnoho definic,
které se mohou lisit. Zakladni predpoklad je, Ze je to invariant.

3 Homotopicka ekvivalence a homotopie

X je topologicky prostor, Y je podprostor. Deformacni retrakce X na Y
je systém spojitych zobrazeni, f: ((0,1),X) — X, takové ze:

e f(0,7) je identita.

e f(?,y) je identita pro libovolné y € Y.
e Je spojité pro ten argument (0, 1).

e f(1,7) €Y.

Pokud existuje deformaé¢ni retrakce z X do Y, pak Y je deformacénit
retrakt. X a 'Y jsou pak homotopicky ekvivalentni.

X je homotopicky ekvivalentni s Y, pokud existuje néjaké Z, ktery je
obsahuje oba obsahuje jako deformacni retrakty.

f,g: X — Y spojitd, f a g jsou homotopickd (f g), pokud I{h;},t €
(0,1) takové, ze

e hg=f
e hi=yg

e hy: X — Y je spojité.

Je to spojité podle ¢.
X,Y jsou homotopicky ekvivalentni, pokud existuji:

fiX oY

f:Yy—=X

g-f

je homotopické s identitou.



Zobrazeni f : X — Y je nulhomotopické, pokud je homotopické kon-
stantnimu zobrazeni (posild celé X do jednoho bodu).
Prostor je kontrahovatelny, pokud je homotopicky ekvivalentni bodu.

B" :={z e R";|z| < 1}
St =9B" = {z e R" |z| = 1}

4 Simplicialni komplexy

Mame body vy, va,. .., v, € R" jsou afinné nezdvislé, kdyz vektory (vi,1), (v2,1),...

jsou linedrné nezavislé. (pfilepime ke kazdému jednicku)

Simplex je komplexni obal bodu wg,v1,vs,...,v,, které jsou afinné
nezavislé. Poté fikame, ze ma tento simplex dimenzi n - je to objekt v
n-dimenziondlnim prostoru a méa n + 1 vrcholu.

o = conv(V) je simplex. Vezméme oy, := conv(W),W C V tvoii sténu
(je to taky simplex).

(Geometricky) simplicidlni komplex A je mnozina simplexu v R”,
kterd spliuje nasledujici axiomy:

0eA

c€eA,Tsténaoc=7€A

Je dedicény.

01,09 € Aoy Noy je sténa o1 1 09

Sméji byt slepeny jen sténou.

o je simplex. Mnozina vSech jeho stén tvoii simplicidlni komplex. Tteba
oveérit treti axiom, ostatni jsou ziejmé.

Mé&m simplicidln{ komplex A a A’ C A dédi¢né, pak nazyvame A’ pod-
komplex (a je také koplexem).

k-skelet A := {0 € A;dimo < k}. 1-skelet je graf.

dim(A) := max(dimo;0 € A)

|A| polyedr := topologicky prostor Usca o

, (Un, 1)

U C |A| oteviend < U = No oteviend Vo € A na o bereme topologii podprostoru R"



Mensi problémy pii nekoneéném mnozstvi simplext, jinak ale dodrzuje
topologii podprostoru R".

Poznédmka:
Od ted budeme brat vsechny simplicidlni komplexy koneéné. A je koneény,
|A| je kompaktni.

Ne v8echny prostory lze reprezentovat jako simplicialni komplexy.

Megjme X topologicky prostor a A je simplicidlni komplex. A se nazyva
triangulace pokud je jeho polyedr homeomorfni s X. (JA| & X)

Abstraktni simplicidlni komplex je dvojice (V,K). V je mnozina,
K c 2V je dédiény systém podmnozin V (F € K,G C F = G € K).

F € K simplex nebo sténa. dim(K) := maz {|F|—1: F € K}.

7 geometrického lze udélat abstraktni:

Vi=v(A)

K :={v(o),0 € A}

Nechf K je abstraktni simplicidlni komplex a A je jeho geometricka
realizace. Potom |A| je také polyedr K.

K je konec¢ny simplicidlni komplex. Pak mé (alespon jednu) geometric-
kou realizaci. K realizujeme jako podkomplex simplexu s touto mnozinou
vrcholu. (oéisluju vrcholy a spojuju)

K, L jsou abstraktni simplicialni komplexy. Simplicidlni zobrazent z
K do L je zobrazeni f : V(K) — V(L), které zobrazuje simplexy na sim-
plexy (VF € K; f(F) € L, muzou se stény ,,splacnout* - ubyt jim vrcholy)
Simplicialni zobrazeni je vlastné kombinatoricky protéjsek spojitého zobra-
zeni.

Méam A, Ay geometrické simplicidlni komplexy, K7, K2 jsou piislusné
abstraktni simplicidlni komplexy a f : V(K;) — V(K3). Potom mohu defi-
novat |f|: Ay — Ay spojité zobrazeni polyedru.

Pokud je f bijekce, pak se nazyva homeomorfizmus.

Tvrzeni:
| /| je dobfe definované, spojité. Kdyz je f prosté nebo isomorfizmus, pak |f]
je také prosté nebo homeomorfizmus.

Isomorfizmus znamenad, ze to je stejné az na prejmenovani vrchold.

7 toho plyne, ze geometrickd reprezentace abstraktniho simplexu je jed-
noznac¢na az na isomorfizmus.

4.1 Dimenze geometrickych realizaci

V koneény d-dimenzionalni komplex se jeho realizace vejde do R24*!. Kdyz
umistim vrcholy, tak uz je to uréené jednoznaéné. Potencidlni geometricka



realizace: kdyz mam simplex, tak mu pfitadim konvexni obal zobrazenych
bodi.

Kdyz to takle umistim, tak to jsou opravdu simplexy. Nyni je tieba
ovérit, ze je to opravdu sténa, kdyz se to protne.

¥ n bodi lze vnofit do R?¥*! tak, ze kazdych 2d + 2 z nich je afinné
nezavislych. Lze je umistit pomoci momentové kiivky (viz geometrie). Mnozina
(t, 82,13, .. ., t?+1) € R?+1 Kazdych 2d + 2 bodi je afinné nezavisly, doka-
zuje se v geometrii.

4.2 Prvni barycentrické podrozdéleni simplexialniho kom-
plexu

Vrcholy se umisti do tézist stran a spoji se vzdy strana s vrcholem (rozdélent
pomoci téznic u trojuhelniku).

4.2.1 Prvni konstrukce

Mém uspoiddanou mnozinu P = (V, <), simplicialni komplex: linedrné usporadané
mnoziny A(P).

4.2.2 Druhéa konstrukce

K simplexidlni komplex, udéldm z toho usporadanou mnozinu stén P(K) :=
(K —{0},0).
Pokud udéldam A(P(K)) vyjde jako prvni barycentrické podrozdéleni.
Tedy, vezmu si mnozinu vrcholu a udélam si ndkres vSech simplext a pod-
simplexu jako uspofadani na mnoziné. Pak zakreslim vSechny body, véetné
téch slozenych (tedy, ne jen 1,2,3...,alei1—2,2—3,1—3,...) a do jednoho
simplexu piijdou vSechny, které lezi na néjaké cesté shora dola.

4.3 Jednoducha homotopicka ekvivalence

Mam K simplicidlni komplex a F' je néjaka sténa. Pokud existuje jediny
simplex G, ktery obsahuje, ale neni F' a G je maximalni v K (tedy, neexistuje
nic, co by obsahovalo G). Vysledek elementdrniho kolapsu je K bez G a
bez F'. Vysledek je homotopicky ekvivalentni ptivodnimu K.

Kdyz K’ vznikne z K elementdrnim kolapsem, tak K vznikne z K’ ele-
mentdrnim antikolapsem.

Potom K je jednoduse homotopicky ekvivalentni s L, pokud lze L
z K ziskat posloupnosti elementarnich kolapsu a elementarnich antikolapsu.

K je kolabovatelné, pokud lze K pomoci elementarnich kolapsu ziskat
jediny bod. Pokud je néco kolabovatelné, pak je to i kontrahovatelné. Opaéné
to neplati.



4.4 Borsukova-Ulamova véta
M4 nékolik znéni:
e V spojitd zobrazeni f: S™ — R"3z € S™; f(x) = f(—=x).

e Pro kazdé antipodéni spojité f : S — R" (f(—x) = —f(z)) Jx € S™:
f(z) =0.

Neexistuje antipodan{ spojité, f : 8™ — S»~1.

Neexistuje spojité f : B® — S"~! antipodéani z koule na jeji hranici.

Pro kazdé pokryti uzavienymi mnozinami Fi, Fs,..., Fp1Fde;x €
F;,—x € F}.

e Totéz pro pokryti otevienymi mnozinami.

Brouwerova véta o pevném bodé:
Mégjme kouli B™ a funkci f : B" — B"™ spojité. Potom Jz; f(z) = x.

Dukaz:

Kdyby f: B™ — B™ nemélo pevny bod, pak definujeme zobrazeni g : B" —
S7~1. Vezméme pifmku z f(x) do 2. Toto je spojité zobrazeni té koule na jeji
hranici (neexistuje pevny bod, proto je to dobfe definované). Toto zobrazeni
ale protife¢i minulé véte.

Tuckerovo lemma:

T je simplicidlni komplex, ktery je triangulaci B™. Triangulace antipodani
je symetrickd na hranici.

Prifadme zobrazeni \ : V(T) — {+1,—1,+42,-2,...,+n, —n} takové,
ze je antipodéni na hranici. Pak existuje komplementarni hrana (tedy oznacena
jako a, —a).

Lze z toho dokézat Borsukovo-Olamovu vétu. (Plyne to i opacné)

Necht 3f : B® — S" ! spojité antipodani na hranici. Vytvoifm tri-
angulaci T, které je antipodani na hranici, které méa simplexy mensi nez
néjaké J. Definujme zobrazeni k(v) := min {2’; |f(v)i| > ﬁ} A(v) := £k(v)
podle toho, jakd je prvni nenulové soutradnice toho zobrazeni. (Tedy, vezmu
si index prvni dostateé¢né nenulové soutfadnice a dle jeji hodnoty vyberu
znaménko toho indexu). Toto spliiuje predpoklady Tuckerova lemmatu.

Protilehlé soutadnice se musf lisit v i-té soufadnici alespon o % Kdyz
ale zvolim ¢ dostateéné malé, tak to nepujde splnit.

Tuckerovo lemma lze Fici i jinak:

T je triangulace B", kterd je antipodéni symetrickd na hranici. ¢ je sim-
plicialn{ komplex. v(O"~1) = {£1,42,...,£n} F C v(0""!) je simplicidln{
komplex < Ai;i —i C F. Neexistuje simplicidlni zobrazeni z T' do ™!
antipodani na hranici.



4.4.1 Retézce

k-retézcem (Cj) nazyvame mnozinu k-dimenzionalnich simplext se ,,znackami®
0 a 1. Bereme to jako algebraicky vektor nad Zs a s¢itani funguje jako séitani
(mod 2).

Méjme f : K — L simplicidlni zobrazeni. Vk = 0,1, ... dostaneme zob-
razeni fy, : Cp — Dy — bud k-fetézec stévajici z obrazu, pokud mé stejné
dimenze, nebo 0, pokud mé mensi dimenzi.

Lemma:

K, L jsou dvé triangulace sféry, f : K — L simplicidlni zobrazeni. A, 1
je k-fetézec udélany ze vsech simplexti K. Jeho obraz jsou bud vsechny
(n — 1)-simplexy L a nebo 0.

Lemma:
K, L jsou antipodalné simetrické triangulace S™~ !, K respektuje strukturu
H.

k

~1
H,j = {3365"  Tht1 20,xk+2:xk+3:...:xn20}

S H, obdobnég, jen je tam <. f : K — L antipodalni simplicialni zobrazeni.
Stupen f je potom sudy.

4.5 Aplikace Borsukovy& Ulamovy véty

Piima véta o sendwici:

Méjme Aq, ..., Ag kompaktni mnoziny v R%. Pak existuje nadrovina di-
menze d — 1 takové, ze vSechny ty mnoziny rozpuli.
Dukaz:

Udéldme prifazeni p madrovina— (ui(h™), ..., ug(h™)) — tedy do vektoru
velikosti jednéch dili mnozin.

Diskrétni véta o sendwici:
Pro Ay, ..., Az koneéné bodové mnoziny, pak to plati také.

Rozdéleni A na polovinu je takové rozdéleni, ze v kazdé oteviené polo-
nadroviné je < |A|.
Déleni mnozin:
Akyana, Alon Aj,..., Ay jsou koneéné bodové mnoziny v R¢, kazdd mé n
bodiu, v obecné podobé. Ay, ..., Ay lze rozlozit na duhové d-tice (kdyz kazdéd
mnozina ma svoji barvu), jejichz konvexni obaly jsou disjunktni.

Dukaz:
Kdyz n = 1, tak je to jasné, kdyz vic, tak pouziji vétu o sendwici.

O ndahrdelniku:



Obrézek 1: Ukazka rozpileni mnoziny

a A

Obrazek 2: Ukazka duhového rozdéleni

Mgjme posloupnost prvku z d mnozin, z kazdé sudy pocet. Kdyz chceme
rozdélit posloupnost na 2 skupinky podietézcu tak, aby kazda skupina méla
stejny pocet z kazdé mnoziny.

Staci k tomu d fezi posloupnosti.

Dikaz:

Polozime na momentovou kiivku v R% a to podle véty o sandwichi lze

prefiznout.

Kneserovy grafy:

Méjme <[7;‘]> (tedy vsechny k-prvkové podmnoziny mnoziny 1,2,...,m,

chceme rozdélit na ¢asti aby zadné neobsahovaly zadné disjunktni mnoziny.
Staci n — 2k 4 2, nejlepsi mozné feSeni.

Lemma (Galeovo):
Vd, k3X C S%|X| = d + 2k, kazda oteviend polokoule obsahuje alespoin k
bodu z nich.

g:={(1,t,¢%,...,t?);t € R} C R momentovs kiivka. Tyto body lze
promitnout na kouli. Vybereme body wi,wa,...,wgtor € § a body v; :=
(—1)Zwi,X = {’UZ}

Pro kazdou nadrovinu h prochézejici 0, pak otevieny poloprostor H®
obsahuje alespoi k bodii. Pocet lichych v A® a sudych v h¥ musi byt alespon
k.

4.5.1 Schrijverovy grafy

Vrcholové kriticky podgraf Knasserova grafu — kdyz se mu libovolny vrchol
sebere, tak se snizi barevnost.

Vezmu pouze stabilni k-tice. Vezmeme vrcholy na kruznici, vezmeme je
tak, aby byly nezavislé.
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Barevnost je stejnd jako Knasserova grafu ([Z]), navic je vrcholové kri-
ticky.
Lemma (Zesilené Galeovo):

Vd,k3X C S%|z| = d + 2k, kazda oteviend polokoule obsahuje stabilni
k-tici.

5 Zy prostory

Zy prostor je usporadand dvojice (X, v), X je topologicky prostor, v : X —
X homeomorfizmus, v o v = id,.

Zakladni piiklad je sféra se zobrazenim v(x) = —x.

Zs je volny Z, prostor, pokud Va;v(x) # x.

Zy-zobrazeni je zobrazeni mezi dvéma Zy prostory. Tedy mame (X, v),
(Y,w), f: X =Y spojité a forv=wo f.

5.0.2 Simplicialni Z> komplex

Napt. tak, ze udéld baricentrické délent, zobrazi vrchol vzdy na doplnék (ten

na protéjsi sténeé).

Obrazek 3: Jak to vypadd pro trojuhelnik

5.1 Homeomorfizmus grafi

Je mozné dokdazat, ze mezi grafy neni homeomorfizmus, pokud pro kazdy z
grafu sestrojime simplicidlni komplex tak, ze vytvoiime 2 kopie jeho vrchola
a simplexy vzniknou tak, ze spojime AW B, pravé kdyz tvoii uplny bipartitni
graf v G a vSe z A i z B ma néjakého spolecného souseda.

Zobrazeni v bude takové, ze se vzdy vrchol vymeéni se svoji kopii. Dokonce
je volné, protoze vSechny simplexy se zobrazi na simplexy s jinymi vrcholy.

Pak staci dokazat, ze mezi témi komplexy neexistuje Z, zobrazeni. Nao-
pak, pokud existuje, pak se z néj dé zkonstruovat homeomorfizmus puvodniho
grafu.

5.2 Indexy

index Zs zobrazeni je rozmér nejmensi sféry, do které existuje Zs zobrazen.
coindex je nejmensi sféra, ze které existuje Zs zobrazeni.
Obvykle index a coindex byvaji stejné, ale byt to nemusi.
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5.2.1 Jednoduché vlastnosti
e Index sféry je totéz co jeji coindex.

Jestli idz(X) > idz(Y), tak X 22Y.

Va; coidx(X) < idx(X).

K je volny simplicialni Zs-komplex. Pak jeho komplex je nejvyse jeho
dimenze.

e X k-souvisly = coidx(X) > k+1

5.2.2 k-souvislost

X je topologicky prostor, k > —1.

X je k-souvisly, pokud VI = —1,0,1,..., k plati, ze Vspojité f: S' = X
lze rozsitit na f : B! — X. X nem4 I-dimenzionélni diru®.

—1-souvisly znamend neprazdny. 0-souvisly je neprazdny a obloukové
souvisly. 1-souvisly je neprazdny, obloukové nepriazdny a kazda uzaviend
kiivka se da smrstit do bodu.

5.2.3 Aplikace na grafy
Véta:
Chromatické ¢islo kazdého grafu je alespon idz., (B(G)) + 2 — viz zobrazen{

grafu na simplex.
Deleted join:

K*ZZ{FGG:F,GGK,Fmsz}

Lemma (X, Y jsou simplicidlni Zs-komplexy, pak ind(X *Y) < ind(X) +
ind(Y') + 1. Dokéaze se pies sklddan{ koulf z S°.):

Véta:

ind,,(K32) > d+1 = Vf : |K| = R? spojité 3z,y € |K| s oddélenymi nosiéi ; f(z) = f(y)
5.2.4 Aplikace

Topologicka Radonova véta:

K = 0" YK — R"! slouéf body s oddélenymi nosiéi.

Kombinatoricky dolnf odhad na ind(K32)
Méjme dédi¢ény systém C 2V,
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