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3)

DFS si hlidame, jestli ohodnoceni daneho vrcholu nepresahlo (n-1)/3, a pokud
ano, tak ma zbytek stromu jiste mene nez (2n+1)/3 vrcholu a v tomto miste
muzeme graf rozdelit. Musi se jeste dokazat, ze takove rozdeleni bude
odpovidat zadani, tj. v nejhorsim pripade ma prave prohlizeny vrchol dva
potomky takove, ze je jejich ohodnoceni je (n-1)/3, tj. prave prohlizeny
vrchol ma jiste (2n-2)/3 + 1, coz je prave rovno (2n+1)/3.

Zednicky metr
Instance: ZM sestavajici z n segmentu o delkach x1..xn (prirozena cisla)
spojenych po rade pomoci pantu a prirozene cislo v.
Otazka: Lze metr slozit do pouzdra o delce v?
Dokazte, ze ZM je NPU.

RieSenie: Prevedeme problem LOUPEZNICI na ZM. LOUP = mame n predmetu s
ruznymi hodnotami, chceme je rozdelit na dve stejne cenne skupiny. Pro
predumety s hodnotami x1..xn, definujme instanci 2ZM, kde delky segmentu budou
v, v/2, x1, x2, ..., xn, v/2, v, kde v je dostatecne velke (napr. soucet
vsech xi) a delka pouzdra bude v. Tato instance ZM je skutecne resitelna
prave tehdy, pokud je resitelna puvodni instance LOUP.

PISEMKA Z 31.1.2001:

1

2

3)

Profesor Zweistein tvrdi, ze alg. na nalezeni SSK v orientovanem grafu lze
zjednodusit nasledujicim zpusobem:
1) vypustime fazi 2 (konstrukce GT)
2) ve fazi 3 pracujeme s puvodnim grafem s tim, ze vrcholy bereme v poradi
podle rostoucich casu opusteni f(i) z faze 1
- ma pravdu ?
- je profesor Zweistein inteligentnejsi nez Einstein ?

RieSenie: Samozrejme, ze pravdu nema. Protipriklad:
o---0

/N

o---0
kde orientace v trojuhelniku je po smeru hodin. rucicek a horni hrana je
zleva doprava, 1. faze zacne vlevo nahore, druha faze (resp. treti) zacne
vlievo dole (ma nejmensi f (i) - necht, def.) - druha faze oznaci cely graf,
coz zcela evidentne neni SSK.

Necht G=(V,E) je orientovany graf a w:E->R vahova fce. Navrhnete
polynomialni algoritmus, ktery rozpozna zda G obsahuje jednoduchy orientovany
cyklus (tj bez opakovani vrcholu) negativni vahy (tj. soucet vah vsech hran
cyklu je zaporny) .

RieSenie: Dela se to pres nasobeni matic sousednosti na zaklade algoritmu z
prvaku, ktery hledal sledy delky jedna, dva, ..., n (pouhym umocnovanim
matice grafu). Pouzivame aritmetiku: a*0 = 0, a*b = a+b. Pokud se v matici
vyskytne zaporne cislo na diagonale, tak v grafu existuje prosta kruznice se
zapornou vahou.

Na diagonale se muze v jednom miste objevit nejaka hodnota vicekrat, zajimaji
nas ovEem pouze zaporne, protoze pokud se sled nekde krizi (prochazi vrcholem
2x), tak ho roztrhnu na 2 kusy prave v tomto vrcholu a jeden z kusu musi byt
zaporny (protoze cely sled byl zaporny) a to mohu opakovat, dokud nedostanu
prostou kruznici.

Necht G a w jako vyse a necht s,t jsou z V. Ukazte, ze rozhodnout, zda v G
existuje orientovana cesta (bez opakovani vrcholu) z s do t zaporne vahy Jje
NPU problem.

RieSenie: Provedeme prevod z Hamilt. kruznice (nebo cesty) na tento problem,
a to tak, ze mame neorientovany graf, kde mame najit Hamilt. kruznici
(cestu). 2z grafu udelame orientovany tak, ze kazdou hranu grafu puvodniho

nahradime dvema orientovanymi (tam a zpet). Pak vybereme.lib. vrchol i a ten
zdvojime (dostaneme il a i2). Pak ohodnotime hrany vychazejici z il vahou n-3
a vsechny ostatni vahou -1 (nebo tak aby to vyslo - to uz by se dopocitalo) a
budeme hledat zapornou cestu z il do i2. Tim je NP-uplny problem Hamilt.
kruz. (cesta) preveden na nas problem => nas problem je NP-tezky. To ze to je
NP je triv. (existuje polyn. velky certifikat na overeni - prave ta zaporna
cesta). Z toho vseho dostaneme, ze nas problem je NP-uplny.

Rie#enie (yahoo): Problem je jiste NP (certifikat je cesta z vrcholu s do t a
tu v O(pocet hran) zjistim, zda je jeji vaha zaporna).

Na cvicenich byl jako posledni priklad tate ulcha

Je dan orient. chodnoceny graf (i zap. hrany) a dva vrcholy s, t. Otazka:
Existuje z vrcholu s do vrcholu t orient. cesta vahy nejvyse k? Dokazali
jsme, ze je to NPU problem. Pak tento problem (oznacim ho C) transformujeme
na nas takto.

Vytvorim uplne stejny graf jako je instance problemu C tj. uplne stejne
vrcholy, hrany, ohodnoceni. Navic k nemu pridam novy vrchol w, a hranu od
vrcholu t do vrcholu w. Tuto hranu ohodnotim cislem -k-1 (kde k je cislo

z instance problemu C).

Transformace je polyn. (je O(n+m)).

Je trivka dokazat, ze jestlize v grafu problemu C existovala orient. cesta z
vrcholu s do vrcholu t vahy nejvyse k, pak v mem novem grafu existuje cesta z
vrcholu s do vrcholu w zaporne vahy (dik hrane z t do w).

Naopak je to stejne tak jednoduchy. Existuje-1li cesta z s do w zap. vahy, pak
v puvodnim grafu existuje cesta z s do t vahy nejvyse k.

PISEMKA Z 9.1.2004

1) firma MatFyz-0il vlastni ropne pole s n vrty, u kazdeho vrtu mame
souradnice (%x_1i,y_i) kde pro i != j jsou x i != x j. Ropovod stavi rusky
subkontraktor, ktery umi stavet jenom rovne (ale zato umi vyvest ropu ze zeme
rovnou do trubky}. Takze hlavni ropovod povede rovnobezne s osou x a kolmo na
nej pujdou pripojky od jednotlivych vrtu.
Ukol: navrhnete algoritmus ktery spocita optimalni polohu hlavniho ropovodu
(optimalizacni kriterium je minimalizovat celkovou delku pripojek) s co
nejlepsi casovou slozitosti.

RieSenie: Jde o nalezeni medianu mezi y_i...takze O(n)

2) Jaka je slozitost HK pro nadkubicke grafy (nadkubicky graf: Pro kazdy
vrchel v plati deglv) > 3)?
Navrhnete polynomialni algoritmus, nebo dokazte ze je NPU.

RieSenie: Je to NPU...nejlepe prevedenim na Ham kruznici normalni {rozdvojeni
podmerecnejch vrcholu a vhodne pridani rozumneho podgrafu, aby se zvedl
stupen vrcholu), nebo lze celkem jednoduse a s mensim rizikem chyb recyklovat
dukaz z prednasky pro HK prevodem VP (s vhodnou upravou pro zvyseni stupnu).

3) Jaka je slozitost NM pro acyklicke neorientovane grafy?
Navrhnete polynomialni algoritmus, nebo dokazte ze je NPU.

RieSenie: Lze v O(n+m) pomeoci DFS...v maximalni nez. mnozine jsou listy a
nejsou jejich rodice...induktivne se da dopocitat jeji velikost. (ale chtelo
to trochu prodokazovat)

PISEMKA Z 14.1.2004 (v predhozich letech uz byla)

1) Mame G=(V,E). Vezmeme jeho komponentovy graf G'=(V',E') kde kazdy vrchol
predstavuje jednu SSK a hrany jsou mezi vl, v2, pokud v G vede hrana z
nejakeho vrcholu z vl do nejakeho vrcholu ve v2. Ma se ukazat, ze:

(A,B) \in E' => £(B) < £(A)
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