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1 Paralelni algoritmy

1.1 Hradlové sité

Hradlovd sif je matematicky model elektroniky. Déli se na boolovské ob-
vody (jedni¢ky a nuly) a na kombinaéni obvody (nad libovolnou konecnou
abecedou).

Sklada se to z hradel, sestavuje se z nich graf (orientovany). Obecné lze
povazovat za funkce nebo algebraické operace. Déale zde mame vstupni a
vystupni porty (lze povazovat za hradla bez vstupu nebo vystupt).

e Musi to byt acyklické.
e Na zadny vstup nevede vice piichozich hran.
e Vse musi byt zapojené.

Boolovsky obvod je acyklicky orientovany graf s vrcholy V. =TUOUH
a hranami F, takovych:

Viel:deg" (i) =0
Yo € O :deg™ (0) = 0;degt (0) =1

Vh e H3f(h) : {0,1}°" - {0,1}
deg (h)" = a(h)
vstupni hrany jsou o¢islované 1...a (h)

Necht a (h) < 2.

Vypocet sité probiha po taktech, v 0-tém taktu jsou definované prave
vSechny vstupy. V i-tém taktu vydaji vystup hradla, kterd méla definované
vstupy v i — 1-tém taktu. Kdyz jsou definovany hodnoty vsech hradel i portu,
sit se zastavi a vyd4 vysledek.

i-td vrstva jsou takové vrcholy {vlv € HU I U O, mazx ({|v,i||Vi € I}) =i}

Casovd slozitost sité je pocet vrstev (tedy nejdelsf cesta ze vstupu do
vystupu).

Prostorovd sloZitost sité je pocet hradel (dalo by se pouzit pocet
hradel v nejvetsi vrstve).

Sit budeme vybirat dle velikosti vstupu (tedy, mdme posloupnost siti
51,59, ...,5. Zavedeme podminku, ze dand sit musi byt vygenerovatelna
polynomindlnim algoritmem z velikosti vstupu (kvuli omezeni ptilis silného
modelu—umélo by to jinak fesit problémy netesitelné obvyklymi algoritmy).



1.1.1 Multi-or
Zjisténi, jestli je mezi nimi alespon jedna jednicka.

Mozno spérovat sousedy (dvojice), totéz s vysledky, nakonec zbyde jeden
vystup.

Linearni prostorové slozitost, logaritmicka ¢asova.

1.1.2 Séitani n-bitovych cisel

Pomoci ,,s¢itani pod sebe“ lze udélat v linedrnim case.
Blok muZe bud generovat pienos vzdy, nebo nikdy, nebo ho zachovivat.
Tyto bloky se daji skladat. Lze posklddat vyhybkové stanice.

2 Toky v sitich

Sit je ctvefice Orientovany graf G, Zdroj Z € Vg, Stok S € Vg a funkce
c(Eg) — RT udévajici kapacitu hran.

e Hleddme maximéalni tok.
e Ve zdroji se ,,objevuje“, v stoku ,,mizi*.
e Tok na kazdé hrané je omezen jeji kapacitou.

e Nikde se to neztraci a neobjevuje, s vyjimkou zdroje a stoku.

O maximu:
Pro kazdou sif existuje maximalni tok.

Rez v grafu je mnozina hran, takova, Ze neexistuje cesta ze zdroje do
stoku, kterd nepouzije alespon jednu z téch hran.

Hlavni véta o tocich:
Kdyz S je sit, pak maximdlni tok je roven kapacité minimdlnimu fezu.

Lemma:
AC Vg, Z e A SEZA. fjetok. f=f(AVag—A) — f(Vg— A, A). Dukaz:

7 definice velikosti toku a z toho, Ze ,,potrubi nikde netece “.

Dusledek:
Kdyz f je tok a R fez, pak velikost toku je vzdy shora omezena kapacitou
libovolného fezu.

Redefinice:
Cesta od ted muze vyuZivat hrany i v protisméru, soucet vSech po sméru
minus rozdil proti sméru musi byt mezi nulou a kapacitou.

Nasycend cesta je cesta, kde existuje plné vyuzita hrana.

Nasyceny tok je takovy tok, kde je kazdd jeho cesta nasycend.



Kazdy maximalni tok je nasyceny. Pro maximalni tok existuje ez, ktery
ma stejnou kapacitu.

Dtkaz sporem:
Tok je maximalni, ale neni nasyceny. Néjaka cesta se dd zvétsit, ¢imz se
zveétsi tok.

2.1 Algoritmus

Dokud to jde, najde nenasycenou cestu ze zdroje do cile a nasytit ji, kdyz
dobéhne, tak je to dobie. Problém—miuZe se zacyklit, ale pokud je sit trochu
rozumna, tak se zastavi. Méjme sit, ve které jiz néco tece. Sif rezerv je
sit popisujici zbylé kapacity hran (tedy, ty samé vrcholy, hrany tam a zpét a
kapacity kolik zbyva a kolik uz tece). Muze to byt multigraf ale ndsobnosti
max. 2 (tedy, mohou byt az 2 paralelni hrany).

Lze ptedefinovat Ford-Falkosnuv algoritmus tak, ze vzdy najde nenulo-
vou cestu v siti rezerv a podle té to zvysi.

Lze vsak zlepsit i podle toky v siti rezerv.

2.2 Dinictv algoritmus

e Zacne s nulovym tokem.
e Sestrojf sif rezerv, bez hran o kapacité 0.

e 7Zméii nejkratsi vzdélenost ze zdroje do spotfebice (pokud nekonecéno,
tak je jiz nejlepsi).

e Sestroji proéisténou sitf—ponechs jen vrcholy a hrany leZici na nej-
kratsich cestach.

e Sestrojime blokugici tok G.

e Zlepsime F podle G.

e Opakuje (,,otrhané* hrany a vrcholy zase vrati).
2.2.1 Procisténa sit

Obsahuje vrstvy, zdroj je ve vrstvé 0, dalsi vrstva je ve vzdalenosti 1,
spotiebi¢ je ve vrstvé [. Hrany vzdy jdou z vrstvy k do k + 1.

Hrany lze podle néjakych pravidel vyhazet (vracejici se, nevedouci do
spotiebice, v ramci jedné vrstvy, ty které maji vstupni nebo vystupni hranu
nula).



2.2.2 Blokujici tok

Je tok, kde po kazdé orientované cesté ze zdroje do spotiebice existuje ale-
spon jedna plné hrana.

Vyrazim libovolnou cestou k spotiebici a takovou cestu naplnim, kolik
se vejde.

Takové ,,plné“ hrany rovnou vyhazuji (a updatnu mazéni slepych ulicek).

Jedna féze 1ze zhora odhadnout na O(M * N).

V kazdé fazi se | zvétsi alesponn o 1, lnee = N — zastavi se, celkova
slozitost je O(M * N?). Nelze dokazat tim, 7ze cesty délky [ zablokuju —
pribyvaji jiné (opaéné) hrany—ale vznikaji tim jen hrany z k do k—1 vrstvy.

Lze upravit tak, ze celou dobu jen snizujeme rezervy, az to bude celé
hotové, tak se ty rozdily odectou a mame spravny tok. Obé ¢isténi mohou
byt prubézné. Lze také prohledavanim do hloubky i v ne zcela procisténé
sité a mazat pii vraceni ze slepych ulicek a z neslepych updatovat rezervy
hran.

Toky v sitich lze pouzit napt. pro hledani maximalniho parovani.

2.3 Goldberguv algoritmus

Funkce f : E — RT je vlna v siti, pokud nejsou piekroceny kapacity a ve
vrcholech se muze néco ztracet, ale nesmi se objevovat.
Vrcholum prifadime vystky h: V — N. Umime 2 operace:

e Prevedeni toku. Kdyz mam vrchol, ktery mé kladny prebytek a sou-
sedni vrchol, ktery méa mensi vysku a rezerva hrany do toho vrcholu
je nenulovéd, tak ¢ast prebytku prevedeme (minimum z piebytku a re-
zZervy).

e Kdyz uz zadna hrana z kopce nevede a stale je pirebytek, tak vrchol o
1 zvysime.

Nastavime vSechny vysky na 0, az na zdroj, ktery nastavime na N.
Pocateéni vina je vSude 0, jen ze zdroje méa vlna hodnotu rovnou kapa-
cité hran. Pak opakujeme vySe zminéné operace, dokud to jde, resp. dokud
nékde néco prebyva.

2.3.1 Invariant A

f je vlna a h nikdy neklesd. f je na zac¢dtku vlna a zaddnym krokem to
nezni¢ime - nevyrobime zaporny piebytek. To ze vysky neklesaji, je ziejmé.
Zdroj mé celou dobu vysku N a spotfebic 0.

2.3.2 Invariant S (o spadu)

Kazda nenasycend hrana mé spad (rozdil vysek) maximalné 1. Na zac¢dtku
ziejmé plati (jediny spdd je N, ale ty hrany jsou nasycené). A rozbit to



nemuzeme—nikdy neklesdme a zvednout to, co uz méa spad 1, nesmime,
napfed musime nasytit, nebo vyprazdnit vrchol, ale préazdny vrchol ne-
zvedame. Taktéz neodnasytime hranu, kterda ma vyssi spad, protoze bychom
museli strkat vodu do kopce.

2.3.3 Lemma K (korektnost)

Kdyz se algoritmus zastavi, f je maximalni tok. Urcité je to vina a zastavi
se ve chvili, kdy neni zadny piebytek = je to tok. Kdyby nebyl maximalni,
existuje nenasycena cesta P ze zdroje do spotfebice. Zdroj ma vysku N a
spotfebi¢ vysku 0. Ta md maximalné N — 1 hran. Na ni je urcité hrana,
kterd ma spad alespon 2, tedy nemuze byt nenasycena.

2.3.4 Invariant o cesté do zdroje

Je-li v vrchol na cesté ze zdroje do spotiebice, pak existuje nenasycend cesta
z v do zdroje.

A := {u|3 nenasycend cesta v — u}. Pokud mame néjakou hranu z b A
do a € A, tak po ni nic netece, jinak by rezerva opacéné nebyla nulova, a
tedy by tam musela byt.

To co tece do A je 0, to co tete z A muze byt nezdporné. Tedy, ten
piebytek musi pochézet zevniti a muze pochazet jen od zdroje.

2.3.5 Invariant H (o vysce)

Vv € Vih(v) < 2N. Piedpokladejme opak. Museli jsme nékdy zvednout
vrchol, ktery ma vysku alespon 2N. Zvedali jsme ho, proto mél kladny
prebytek. Ale podle invariantu o cesté do zdroje existuje cesta do zdroje,
kterd neni nasycend a ta cesta ma spad alespon IV, tedy kazdy usek je z
kopce. Tedy ji neméame duvod zvedat, protoze z tohoto vrcholu musi téct.

2.3.6 Lemma o zvedani

Kazdy vrchol tedy zvedneme maximalné 2/N-krat. Tedy pocet zvednuti jsou
maximalné O(N?).

Prevedeni se nazyva nasycené, pokud se nasyti hrana. Prevedeni, které
neni nenasycené, ,,vyprazdni“ vrchol.

2.3.7 Lemma S — sytych pfevedeni

Sytych pfevedeni je maximalné M N. Pfevedeni muze nastat jen, kdyz je
to z kopce. Pokazdé se musi hrana pieklopit na druhou stranu, preklopeni
vyzaduje minimalné jedno zvednuti.



2.3.8 Lemma N—nenasycenych prevedeni

Soucet vysek vrcholu s prebytkem (kromé zdroje a spotiebicem) nazveme
potencidl. Urcité neklesne pod nulu, na pocatku je potenciél roven 0. Zved-
nuti vrcholu zvysi potenciél o 1. Nenasycené pievedeni ho snizi bud o 1 nebo
o h(u). Nasycené se zvysi maximélné o 2N.

Potencidl 1ze zvysit (dohromady) maximélné o 2N2+2N?2M, pokazdé ho
snizime alesponi o 1, tedy nenasycenych prevedeni je maximalné O(N2M).

Tedy, cely algoritmus bézi v O(N2M).

Muzu vzdy vybrat z téch, které maji prebytek, ten nejvys.

2.3.9 Lemma N’
Tentokrat 1ze dosdhnout O(N?v/M). Lemma N’:

V algoritmu G’ (Goldberguv algoritmus se zveddnim nejvysstho vrcholu s
piebytkem) je pocet pievedeni O(N3). Oznaéme H maximalni vysku vrcholu
s prebytkem.

Rozdélime si béh algoritmu na faze, kazda faze konc¢i zménou H. Pocet
nenasycenych pirevedeni je maximélné tolik, s kolika vrcholy na nizsi hladiné
ta faze zacala (kazdé prevedeni je jen o jednu hladinu dolu).

Faze muze skonc¢it bud zvysenim nebo sniZenim H. Zvyseni miZe byt
nejvice O(N?), snizovat se d4 jen to, co se predtim narostlo, takze také.

Tedy vsech fazi dohromady je O(N?), tedy véech nenasycenych prevedeni
je maximalne O(N3).

Lemma N”:

Stejny algoritmus, lepsi odhad. Rozdélme si faze na laciné a drahé, tedy ty,
které udélaji nejvice k prevedeni a vice nez k. Prévedeni v lacinych fazich je
O(k - N?).

Pro odhad drahych fézf definujme potencidl U 1= =Y=G2"C) qe ()
je pocet vrcholu s prebytkem na stejné a nizsich hladinach.

Na zacatku je ¥ < NTQ

Zvednuti muze zpusobit, ze se az N vrcholi dostane pod néj, tedy ¥
muze vzrust az o %, na ostatnich se snizi o néco, tedy celkem se muze zvysit
az o %

Nasycené prevedeni muze zpusobit novy vrchol s prebytkem, tedy se to
mohlo zvysit az o %

Nenasycené pievedeni zpusobi vynulovani jednoho vrcholu, tedy z néj
vypadne &;) a muze pribyt @, ale v je v nizsi hladiné. Tedy, klesne to o
£, kde p je pocet vrcholu na nejvyssi hladiné. Ale je to drahd féze, takze
p > k, tedy to klesne alesponi o 1. V levnych fazich to urcité nezvysi.

Dohromady potencidl naroste na N72+ N'iNQ + N']IXM = % (N +2N? + NM) =

@) (NQTM> Tedy, pocet nenasycenych pieveden{ v drahych fazi je maximalné
tolik.



Nyni jiz sta¢i vybrat &k = v M.

3 Paralelni tridéni

Definujme kompardtorovou sit jako kombinacni obvod (pracujici ne s
dvojkovymi, ale s obecnymi hodnotami) a hradla budou pouze komparatory.

Kompardtor je néco, co dostane dva vstupy A a B a na vystupu vyda
min a max.

Necht se vystupy komparatort nikde nevétvi.

Pii prepsani bublinek to jde udélat na O(N) hladin a O(N?) kom-
paratoru.

Cisté bitonickd posloupnost je takova, kterd napied roste a potom
klesa. Bitonickd posloupnost je takova, kterd lze zrotovat o néjaké k,
abychom dostali ¢isté bitonickou.

Separdtor budeme fikat komparatorové siti, kterd vzdy porovnava xgyg
S Tnyk, kde k:=0,...,5 — L

Lemma:

Pokud vstupem komparatoru S, je bitonickd posloupnost, tak na vystupu
dostaneme 2 bitonické posloupnosti, kde vSechny prvky v levé jsou mensi
nez ty v té pravé.

Na cisté bitonickém vstupu je to vidét jednoduse. Staci najit délici bod.
Pro ostatni 1ze nahlédnout, ze separatory lze rotovat.

Pomoci separatori lze setiidit libovolna bitonické posloupnost, pouzivame
mensi a mensi separatory, az dojdeme k posloupnostem délky 1. Na to staci
O(log N) hladin a O(N -log N) komparatoru.

Pomoci bitonické tiidicky lze slévat setiidéné posloupnosti. Pomoci to-
hoto lze sestavit néco jako mergesort. Celkova hloubka je tedy 1+ 2+ 3 +
... +log N = O(log® N), celkové méa O(N -log® N).

4 Hledani podretézcu

Mégjme ¥ né&jakou abecedu (napi. a...z). Oznacme ¥* mnozinu vsech slov
nad touto abecedou. Slovo bude néjaka koneéna posloupnost pismen z abe-
cedy. Prazdné slovo oznacime A. Délka slova « je pocet pismen tohoto slova,
znacené |a|. Zietézeni slov a a 8 budeme znacit of.

Pozorovani:

e \oa=al\=q«

e |af| =laf+ 5|

e Prazdné slovo je podslovem libovolného slovo.



e Kazdé slovo je podslovo sebe sama, pokud to chceme vyloucit, ftkame
vlastni podslovo.

Budeme indexovat jako v pythonu.

4.1 Definice problému

Méjme dveé slova, ¢ je hledané slovo (|¢| = J) a o slovo prohleddvané (|o| =
S). Cheeme {i;o[i: i+ J] =¢}.

4.2 Vyhledavaci automat

(Knut, Moris, Pratt, neboli KMP).

Mame graf, kazdy vrchol je néjaky prefix hledaného slova a prechody
mezi nimi jsou hrany. Po¢atecni stav odpovida A. Hrany, které zvétsuji prefix
(o 1 pismeno) nazyvame dopiedné hrany. Takové hrany jsou d(«,z) a to
je bud d(a, z) := ax, pokud az je stav, nebo neni definovana. Dale jsou zde
zpétné hrany, odpovidaji ndvratim v textu, kdyz se to nenalezne. Zpétna
hrana je funkce z(«) a je definovand pro vSechny stavy kromeé .

Vizdy chceme, aby aktudlni stav byl nejdelsi mozny prefix konéici na
aktualni pozici v textu. Pokud se vracime, tak se snazime vratit co nejméné
tak, aby se opét dostal do néjakého stavu i po pridani aktuélniho pismene.

4.2.1 Algoritmus

e Vzdy vezmu pismeno.

e Dokud nelze jit dopfedu nebo nejsem na zacatku, vracim se po zpétnych
hranéch.

e Pokud jde dopiedu, jdu dopfedu.

e Pokud jsem ve stavu ¢, zapocitam to.

4.2.2 Implementace

Neni potieba si pamatovat celé stavy. Misto stavu si mohu pamatovat jen
¢islo, jak dlouhy prefix uz mam. Dopfednd hrana je reprezentovand jen
pismenkem, které ji podminuje, pri¢ita jednicku. Zpétné hrany jsou cisla,
kam se vracime.

4.2.3 Dukaz spravnosti

Stav po precteni po vstupu oznaéme «(3). Tento stav je nejdelsi sufix 3 ta-
kovy, ze je prefixem «. Pokud se podafi dokdzat tento invariant, je spravnost
jasna.
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Invariant dokdzeme indukci. Na zacatku zfejmé plati, tedy ¢teni znaku
c. Méjme stav a(f), o kterém plati, a chceme z néj dokazat, ze plati i pro
a(fc). Potiebujeme najit takovy stav, ke kterému lze pridat c. Kdyz to
nejde, tak ho co nejméné zkratime a zkusime to znovu. A tak dale, dokud
se to nepovede.

4.2.4 Casova slozitost

Vyhledévani dobéhne v ¢ase O(S). Kazdé pismeno precte prave jednou. Sice
se muzeme vicekrat vracet, ale to musi vzdy alespon o jedna a kolikrdt jdeme
dozadu, tolikrat jsme museli predtim museli jit dopfedu a k tomu jsme vzdy
potiebovali pismeno. Vsech kroku zpét je tedy maximalné tolik, kolik je
kroku dopfedu a tedy je jich maximalné S.

Pamét je také linearni.

4.2.5 Konstrukce zpétnych hran

Zpétna hrana ze stavu () musi vést do stavu, do kterého se musi automat
dostat bez prvniho znaku, tedy do a(pB]1 :]). (Potfebujeme alespon o znak
kratsi, tak ho jednoduse usekneme) Protoze a(f) je prefix ¢, tedy 5 = ¢[: i]
a tedy a([1 1) = a(u[1 : |3])).

Toho lze vyuzit pfi tvorbé automatu, jednoduse proto, ze kdyz délame
k-tou zpétnou hranu, tak ho krmime vstupem ¢[1 : k|, jehoz délka je k — 1,
tedy tuto zpétnou hranu jesté nebude urcité potiebovat a ty predtim uz
mame z minule.

7Z toho je zrejmé, ze i ¢asova slozitost je také linearni.

4.3 Rabin & Kasp

Kdyz si vezmeme néjakou hashovaci funkci, tak muzeme zac¢it porovnavat,
az kdyz souhlasi hash. Kdyby sel prepocitat (posunout o 1 doprava) v kon-
stantnim case, pak by to §lo pfiblizné linedrné s délkou vstupu. Mohla by to
byt naptiklad linedrni kombinace s vahami mocninami néjakého prvocisla.

4.4 Vyhledavani mnoziny retézcu

Méme o seno a t1, ..., a chceme najit vsechny dvojice takové, ze (i,7) :
ti =07 :j+ |til]]. Opét provedeme pomoci vyhleddvaciho automatu.

Automat nebude cesticka, bude to slozitéjsi. Napi. pro tato slova bude
vypadat dle obrazku (se v8emi informacemi, viz. nize).

o ARA
e BAR
e ARAB
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e BARABA
e BARBARA

Obrézek 1: Ptiklad vyhledavactho automatu

Prohledévani probihd stejné. Problém je ale s vypisy (vypis jen kazdy
vrchol, kde néco konéi, nestaci). Pridame jesté zkratkové hrany — zpétnd
hrana vedouci do nejblizsiho konce slova. V kazdém kroku prohleddam a
vypisu sebe, pokud jsem oznacen a vSechny, kam se d4 postupné dostat po
zkratkach.

4.4.1 Casova slozitost

Vlastni prochazeni funguje stejné rychle, jako s jednim slovem.
Druhé ¢ést je linedrni s poc¢tem vyskytu (kazdy vypiSe pravé jednou a
pii kazdém kroku po zkratkové hrané pravé jeden vypise).

4.4.2 Konstrukce automatu

Aho & Corasickova

1. Postavime strom — viz trie.

2. Oznac¢ime, kde kondéi slova — lze spolecné se stavbou stromu.
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3. Spocitame zpétné hrany. Stejnym zpusobem jako minule, jen musime
délat vSechny slova zaroven — jednoduse po hladindch. (Lze udélat
pruchodem do sifky, ¢imz hleddme vice slov najednou.)

4. Dopocitaji se zkratky.

Lze jednoduse dokazat, ze toto funguje v O(}_, ;).

Pozndmka:
Predpokladdame, ze operace se stromy jsou konstantni. Toho lze dosdhnout
bud malou abecedou, nebo vhodnym pouzitim hashovacich tabulek.

5 Prace s polynomy

Polynom je néjakd P(r) =3 7 o B2

Méjme polynomy P(x) a Q(x) (steJneho stupné). S¢itani je bez problému.
Souéin je R(x) = P(x) - Q(x), tedy r = Zé‘:opj qi—;. Toto se dé stihnout
v O(N?).

5.1 Nasobeni

Muzeme si v§imnout, ze VzR(x) = P(z) - Q(z) a polynom je urcen jeho
hodnotou v n + 1 bodech.

Vezmu body zo, ..., x2,—1 (n je stupen puvodnich polynomu). Spoé¢itam
a vynasobim hodnoty zdrojovych polynomu. Tim ziskdm body, kterymi R
prochézi, z ¢ehoz spoc¢itam R.

5.1.1 Vyhodnoceni polynomu v n bodech

BUNO n = 2™.

Rozdélime na sudé a liché koeficienty, z téch lichych vytkneme k, ¢imz
ziskdme sudé mocniny x v obou polovindch. Cimz se to zredukuje na vyhod-
noceni 2 polynomy v bodé 2. Lze vyuzit toho, ze mizeme pouzit = kladné
a zaporné (tedy ziskdme tim 2 vysledky na 1 vyhodnocovéni).

Pokud pouzijeme komplexni é&fsla, tak dokdzeme, aby i 2 mohlo byt
zaporné, atd.

Komplexni ¢isla 1ze zapsat také jako z(cos¢ + ising). Déle lze pouzit

formuli, Zze €'Y = cos¢ + isinp, coz lze hezky pouzit pfi umocnovani a
odmoctiovani. Odmocnin muze byt vice (napt. n-tych odmocnin z 1 je préavée

Komplexni ¢islo = je primitivni n-tou odmocninou z 1 < z" =
Lot a2 . an 1t £1.

Pozorovani:
Da se zjistit, ze existuje vzdy alespon jedna pro kazdé n a to ta s nejmensi
p, jeji ¢islo komplexné zdruzené je také takové. Budeme mu fikat w a @
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Pozorovani:
Pro rtizné k, j, w* # wl

Toto lze pouzit v algoritmu, stac¢i pouzivat jako & vhodnou primitivni
odmocninu z 1. Celkova casové slozitost je tedy O(N -log V).

TODO: Fourierova transformace

Pomoci FFT lze z bodu dostat opét polynom.

Lze pouzit také k zpracovani signala ¢ kompresi dat.

6 Geometrie v roviné

6.1 Hledani konvexniho obalu

M C R? je konvexni < VYa,b € M;ab C M (ab je tisecka z a do b).

6.1.1 Zametani roviny

Jede primka v néjakém sméru, sbira body a to, co uz je zametené je konvexni
obal a vzdy kdyz se potkd novy se to jen rozsiti.

Vezmeme prvni 3 body, ty tvoii trojihelnik. Kdyz potkame dalsi bod,
tak ho bud pfipojime rovnou, nebo napied nékteré starsi odebereme. To lze
zjednodusit nalezenim horni a dolni obalky, ta horni stéle zata¢i doprava,
dolni doleva. Pti pridavani odebirame staré body tak dlouho, dokud by
pridani nového porusilo tuto podminku a pak jej tam pridame.

Kazdy bod je pridan maximalné N-krat, odebirdme také tak, proto po
setfidéni to stihneme v O(N). Setfidéni ale trvé (v obecném piipadu) O(N -
log N).

6.2 Rozdéleni roviny na oblasti, které maji nékam nejblize

Koneénou mnozinu M C R?2, M = {M,..., M,} mist v roviné. Systém
mnozin My, ..., M, takovy, ze ViVj¥Vax € M;;d(x,m;) < d(x,mj) AU, M; =
R? nazveme voroneho diagram.

Pozorovani:
Vi; M; je ohranicena lomenou ¢arou a je konvexni.

Dikaz:
Kazda dvojice vrcholu si rozdéli rovinu na poloroviny, takovato oblast je jen
prunikem takovych polorovin, vzdy smérem k tomu bodu.

Kazdy segment lomené ¢ary nazveme hranou.

Pozorovani:
Vsechny body na néjaké hrané jsou stejné daleko od néjakych dvou mist.
Kiizovatky téchto hran nazveme vrcholy.

Pozorovani:
Kazdy vrchol je stejné vzdéalen alespon od 3 ruznych mist.

14



Pozorovani:
Pokud se zadné 4 body nelezi na kruznici, tak kazdy vrchol ma stupen 3.

Pozorovdni:
Pocet vrcholu + pocet hran = O(N).

Dikaz:
Pres konstrukci rovinného grafu.

6.2.1 Zametani

Nejde vzit pfimku a jednoduSe zamést, je tfeba pamatovat si bezpeéné pa-
raboly okolo oscanovanych vrchold.
Potiebujeme tyto datové struktury:

e Mame haldu udalosti
e Pobfezni linii (z téch parabol, stromeckem)

e Vysledek

6.2.2 Algorinmus
1. Ptipravime haldu udélosti, vlozime v8echny mistni udalosti.
2. Piipravime pobfezni linii P, zatim prazdna (zadné paraboly).
3. Ptipravime reprezentaci diagramu.
4. Pro kazdou udélost z haldy:

(a) Je-li na fadé mistni udalost, najdeme prusecik s pobfezim P,
vlozime dalsi parabolu a pfiddme vznik hran a piepocitame, kdy
zanikaji paraboly.

(b) Je-li udélost zaniku paraboly, smazeme parabolu, zapiseme hrany
a pfepocitame zaniky parabol.

TODO: néjak to pochopit a doplnit, tady jsem usnul :-(

6.2.3 Slozitost

Mistnich udélosti je N. Parabola vznikne jen pii mistni udélosti, proto pocet
zéniku je také linedrni.

Velikost pobfezi i haldy je maximalné linearni, vysledek také.

Celé to tedy bézi v O(N -log N). P je tiida (rozhodovacich) problému,
které jsou feSitelné v polynomidlnim ¢ase. NP je tiida (rozhodovacich)
problému, které jsou fesitelné s linedrné velkou nédpovédou (tedy, umime
to zkontrolovat v polynomidlnim case).

N P-tézky problém je takovy, na ktery lze pfevést vSsechny N P problémy.
N P-uplny problém je takovy, ktery je v NP a je N P-tézky.

15



6.3 N P-uplné dlohy
6.3.1 Logické
e SAT

e 3-SAT
e 3,3-SAT

Obvodovy SAT

6.3.2 Grafové
o Klika

e Nezavisld mnozina

e 3D-parovani

e 3-obarveni

e Hamiltnovska cesta/kruznice.

e Nejdelsi cesta

6.3.3 Ciselné
e Problém batohu

e Problém 2 loupezniku
e Ax =b, z = {0,1}", na celych &islech

e Celociselné linearni programovani

7 Reseni NP-tiplnych problémui

7.1 Stadi specialni piipad

Napiiklad nezdvislda mnozina na stromech — staci trhat od listu po vrstvéach.

Problém batohu pro malé pfirozend ¢isla — zacneme 0 predméty, budeme
zlepSovat o jeden dalsi predmét a pamatujeme si vSechny soucty, které se
tim daji ziskat.
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7.2 Priblizné reSeni

Problém obchodniho cestujiciho — pokud nam plati trojihelnikova nerovnost
a graf je uplny — najdeme minimalni kostru a objede ji, kdyz bysme nékudy
prochézeli, tak to obejdeme.

Kdyz neni trojuhelnikovd nerovnost. Pokud by existoval néjaky apro-
ximaé¢ni algoritmus, pak P = NP. Doplnime na uiplny graf tak, ze staré
hrany maji 1, nové maji co. Z toho lze potom poznat, jestli mé hamiltnov-
skou kruznici, coz je N P-uplny problém.

Problém batohu — zaokrouhlime.

8 Cela cisla

8.1 Znaceni

Libovolna ¢isla jsou vzdy cela.
e a\b& Je:b=ac
e gcd(a,b) — nejveétsi spolecny délitel a a b
ea=,ben\a—>b

e albs ged(a,b)=1

8.2 Casové slozitosti

° +,— | O(N
e x /,mod | O(N
e gcd(N?) | O(N

8.3 Algebraické struktury
Viz algebra

e Grupa G(-,1,71)

e Podgrupa

e Generator grupy

La-Grangerova véta o grupach:
Kdyz H C G pro G konec¢nou grupy, pak |H|\|G|.
Multiplikationi grupa: 7, = {z;1 <z <n;Jy :zy =1} (* mod n, 1,7 )
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8.4 ReSeni rovnic

Véta:
Rovnice ax =, b pro a,b,n € Z mé feseni < ged(a,n)b a existuje program
s ¢asovou slozitosti O(N3), které to fesenf najde.

Dukaz:
Rovnice je ekvivalentni ax — ny = b.

Oznatme si g := ged(a,n). g\az, g\ny. Pokud g L b, pak leva strana je
a prava neni délitelnd g, takze to nemad TeSeni.

Vytesi se to Euklidovym algoritmem. Kazdy mezivysledek je linedrni
kombinace typu ax + By. I vysledek musi byt zapsatelny timto zpusobem.
Zapamatujeme si « a § a to pouzijeme pro obnoveni vysledku, tyto o a
vynéasobime g a vypadne vysledek.

Eulerova funkce je p(n) = [{z;1 <z <nAxz Ln}.

Pro vsechna n je to n — 1. Mocnina prvoéisla n = pF. Pak to vyjde
(p—1)-p* 1. Pro a,b € Z,a L b;p(ab) = p(a)p(b).

Eulerova véta:
Vn,a € Z,a L n;a?™ =, 1.

Dukaz:
Bud m > 0 nejmens{ takové, Ze a™ =, 1. Vezmeme posloupnost A :=
{ao, at,a?,...,am ! } Urcité se ta posloupnost za¢ne nékdy opakovat (feknéme,

7ze pro i,j jsou stejné vysledky). Pak o/~ =, 1. A C Z%. Pouzijeme La-
Grangerovu vétu, proto m\¢(n). Mohu rozepsat jako (am)g)m =, 1% .

8.5 Fermatuv test

Vezme se vzorec "~ ! (mod n) = 1. Vezmu ndhodné éislo, zkusim, jestli

je to nesoudélné (pokud neni nesoudélné, tak to neni prvoéislo), pokud to
nevyjde jedna, tak je také slozené a jinak se nevi.

Bohuzel existuji Carmichaelova ¢isla, kterd takové ¢islo (fermatova svédka)
nemaji.
Véta:
Pokud to ¢islo neni carmichaelovo ani prvocislo, pak existuje alespon ”T_l
fermatovych svédka.

Dukaz:
Meéjme H := {a c{l,....,n—1};a™ ' (modn)=1Q,a L n} H je pod-
grupa Z;. Kazdé z nich je invertibilni. Je tam jednicka, je tam soucin dvou
takovych cisel.

Protoze to ¢islo neni carmichaelovo, musi existovat jeden svédek, velikost
H déli velikost Zy, tedy je nejvyse polovina tohoto.
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8.5.1 Vylepseni

Muzeme preskocit kontrolu soudélnosti — soudélné ¢&islo stejné hodi 0, takze
neprojde potom.

8.6 Rabin-Mulleriuv test

Vylepseny Fermatiiv, potom jesté pro véechna i;2°\n — 1. Pokud najdu ta-
kové, ze nevychézi jednicka po pouziti exponentu ";1, nasel jsem carmicha-
elovo c¢islo.
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