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1.1 Hradlové śıtě . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.1.1 Multi-or . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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2 Toky v śıt́ıch 3
2.1 Algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Dinic̊uv algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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1 Paralelńı algoritmy

1.1 Hradlové śıtě

Hradlová śıt’ je matematický model elektroniky. Děĺı se na boolovské ob-
vody (jedničky a nuly) a na kombinačńı obvody (nad libovolnou konečnou
abecedou).

Skládá se to z hradel, sestavuje se z nich graf (orientovaný). Obecně lze
považovat za funkce nebo algebraické operace. Dále zde máme vstupńı a
výstupńı porty (lze považovat za hradla bez vstup̊u nebo výstup̊u).

• Muśı to být acyklické.

• Na žádný vstup nevede v́ıce př́ıchoźıch hran.

• Vše muśı být zapojené.

Boolovský obvod je acyklický orientovaný graf s vrcholy V = I∪O∪H
a hranami E, takových:

•
∀i ∈ I : deg+ (i) = 0

•
∀o ∈ O : deg− (o) = 0; deg+ (o) = 1

•
∀h ∈ H∃f(h) : {0, 1}a(h) → {0, 1}

deg (h)+ = a(h)

vstupńı hrany jsou oč́ıslované 1 . . . a (h)

Necht’ a (h) ≤ 2.
Výpočet śıtě prob́ıhá po taktech, v 0-tém taktu jsou definované právě

všechny vstupy. V i-tém taktu vydaj́ı výstup hradla, která měla definované
vstupy v i−1-tém taktu. Když jsou definovány hodnoty všech hradel i port̊u,
śıt’ se zastav́ı a vydá výsledek.

i-tá vrstva jsou takové vrcholy {v|v ∈ H ∪ I ∪O,max ({|v, i| |∀i ∈ I}) = i}
Časová složitost śıtě je počet vrstev (tedy nejdeľśı cesta ze vstupu do

výstupu).
Prostorová složitost śıtě je počet hradel (dalo by se použ́ıt počet

hradel v největš́ı vrstvě).
Śıt’ budeme vyb́ırat dle velikosti vstupu (tedy, máme posloupnost śıt́ı

S1, S2, . . . , S∞. Zavedeme podmı́nku, že daná śıt’ muśı být vygenerovatelná
polynominálńım algoritmem z velikosti vstupu (kv̊uli omezeńı př́ılǐs silného
modelu—umělo by to jinak řešit problémy neřešitelné obvyklými algoritmy).
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1.1.1 Multi-or

Zjǐstěńı, jestli je mezi nimi alespoň jedna jednička.
Možno spárovat sousedy (dvojice), totéž s výsledky, nakonec zbyde jeden

výstup.
Lineárńı prostorová složitost, logaritmická časová.

1.1.2 Sč́ıtáńı n-bitových č́ısel

Pomoćı ,,sč́ıtáńı pod sebe“ lze udělat v lineárńım čase.
Blok může bud’ generovat přenos vždy, nebo nikdy, nebo ho zachovávat.

Tyto bloky se daj́ı skládat. Lze poskládat výhybkové stanice.

2 Toky v śıt́ıch

Śıt’ je čtveřice Orientovaný graf G, Zdroj Z ∈ VG, Stok S ∈ VG a funkce
c (EG) → R

+ udávaj́ıćı kapacitu hran.

• Hledáme maximálńı tok.

• Ve zdroji se ,,objevuje“, v stoku ,,miźı“.

• Tok na každé hraně je omezen jej́ı kapacitou.

• Nikde se to neztráćı a neobjevuje, s výjimkou zdroje a stoku.

O maximu:
Pro každou śıt’ existuje maximálńı tok.

Řez v grafu je množina hran, taková, že neexistuje cesta ze zdroje do
stoku, která nepoužije alespoň jednu z těch hran.

Hlavńı věta o toćıch:
Když S je śıt’, pak maximálńı tok je roven kapacitě minimálńımu řezu.

Lemma:
A ⊂ VG, Z ∈ A,S 6∈A. f je tok. f = f(A, VG −A)− f(VG −A,A). Důkaz:

Z definice velikosti toku a z toho, že ,,potrub́ı nikde neteče“.
Důsledek:

Když f je tok a R řez, pak velikost toku je vždy shora omezená kapacitou
libovolného řezu.

Redefinice:
Cesta od ted’ může využ́ıvat hrany i v protisměru, součet všech po směru
mı́nus rozd́ıl proti směru muśı být mezi nulou a kapacitou.

Nasycená cesta je cesta, kde existuje plně využitá hrana.
Nasycený tok je takový tok, kde je každá jeho cesta nasycená.
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Každý maximálńı tok je nasycený. Pro maximálńı tok existuje řez, který
má stejnou kapacitu.

Důkaz sporem:
Tok je maximálńı, ale neńı nasycený. Nějaká cesta se dá zvětšit, č́ımž se
zvětš́ı tok.

2.1 Algoritmus

Dokud to jde, najde nenasycenou cestu ze zdroje do ćıle a nasytit ji, když
doběhne, tak je to dobře. Problém—může se zacyklit, ale pokud je śıt’ trochu
rozumná, tak se zastav́ı. Mějme śıt’, ve které již něco teče. Śıt’ rezerv je
śıt’ popisuj́ıćı zbylé kapacity hran (tedy, ty samé vrcholy, hrany tam a zpět a
kapacity kolik zbývá a kolik už teče). Může to být multigraf ale násobnosti
max. 2 (tedy, mohou být až 2 paralelńı hrany).

Lze předefinovat Ford-Falkosn̊uv algoritmus tak, že vždy najde nenulo-
vou cestu v śıti rezerv a podle té to zvýš́ı.

Lze však zlepšit i podle toky v śıti rezerv.

2.2 Dinic̊uv algoritmus

• Začne s nulovým tokem.

• Sestroj́ı śıt’ rezerv, bez hran o kapacitě 0.

• Změř́ı nejkratš́ı vzdálenost ze zdroje do spotřebiče (pokud nekonečno,
tak je již nejlepš́ı).

• Sestroj́ı pročištěnou śıt’—ponechá jen vrcholy a hrany lež́ıćı na nej-
kratš́ıch cestách.

• Sestroj́ıme blokuj́ıćı tok G.

• Zlepš́ıme F podle G.

• Opakuje (,,otrhané“ hrany a vrcholy zase vrát́ı).

2.2.1 Pročǐstěná śıt’

Obsahuje vrstvy, zdroj je ve vrstvě 0, daľśı vrstva je ve vzdálenosti 1,
spotřebič je ve vrstvě l. Hrany vždy jdou z vrstvy k do k + 1.

Hrany lze podle nějakých pravidel vyházet (vracej́ıćı se, nevedoućı do
spotřebiče, v rámci jedné vrstvy, ty které maj́ı vstupńı nebo výstupńı hranu
nula).
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2.2.2 Blokuj́ıćı tok

Je tok, kde po každé orientované cestě ze zdroje do spotřebiče existuje ale-
spoň jedna plná hrana.

Vyraźım libovolnou cestou k spotřebiči a takovou cestu naplńım, kolik
se vejde.

Takové ,,plné“ hrany rovnou vyhazuji (a updatnu mazáńı slepých uliček).
Jedna fáze lze zhora odhadnout na O(M ∗N).
V každé fázi se l zvětš́ı alespoň o 1, lmax = N – zastav́ı se, celková

složitost je O(M ∗ N2). Nelze dokázat t́ım, že cesty délky l zablokuju –
přibývaj́ı jiné (opačné) hrany—ale vznikaj́ı t́ım jen hrany z k do k−1 vrstvy.

Lze upravit tak, že celou dobu jen snižujeme rezervy, až to bude celé
hotové, tak se ty rozd́ıly odečtou a máme správný tok. Obě čǐstěńı mohou
být pr̊uběžné. Lze také prohledáváńım do hloubky i v ne zcela pročǐstěné
śıtě a mazat při vraceńı ze slepých uliček a z neslepých updatovat rezervy
hran.

Toky v śıt́ıch lze použ́ıt např. pro hledáńı maximálńıho párováńı.

2.3 Goldberg̊uv algoritmus

Funkce f : E → R
+ je vlna v śıti, pokud nejsou překročeny kapacity a ve

vrcholech se může něco ztrácet, ale nesmı́ se objevovat.
Vrchol̊um přǐrad́ıme výštky h : V → N. Umı́me 2 operace:

• Převedeńı toku. Když mám vrchol, který má kladný přebytek a sou-
sedńı vrchol, který má menš́ı výšku a rezerva hrany do toho vrcholu
je nenulová, tak část přebytku převedeme (minimum z přebytku a re-
zervy).

• Když už žádná hrana z kopce nevede a stále je přebytek, tak vrchol o
1 zvýš́ıme.

Nastav́ıme všechny výšky na 0, až na zdroj, který nastav́ıme na N .
Počátečńı vlna je všude 0, jen ze zdroje má vlna hodnotu rovnou kapa-
citě hran. Pak opakujeme výše zmı́něné operace, dokud to jde, resp. dokud
někde něco přebývá.

2.3.1 Invariant A

f je vlna a h nikdy neklesá. f je na začátku vlna a žádným krokem to
neznič́ıme - nevyrob́ıme záporný přebytek. To že výšky neklesaj́ı, je zřejmé.
Zdroj má celou dobu výšku N a spotřebič 0.

2.3.2 Invariant S (o spádu)

Každá nenasycená hrana má spád (rozd́ıl výšek) maximálně 1. Na začátku
zřejmě plat́ı (jediný spád je N , ale ty hrany jsou nasycené). A rozb́ıt to
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nemůžeme—nikdy neklesáme a zvednout to, co už má spád 1, nesmı́me,
napřed muśıme nasytit, nebo vyprázdnit vrchol, ale prázdný vrchol ne-
zvedáme. Taktéž neodnasyt́ıme hranu, která má vyšš́ı spád, protože bychom
museli strkat vodu do kopce.

2.3.3 Lemma K (korektnost)

Když se algoritmus zastav́ı, f je maximálńı tok. Určitě je to vlna a zastav́ı
se ve chv́ıli, kdy neńı žádný přebytek ⇒ je to tok. Kdyby nebyl maximálńı,
existuje nenasycená cesta P ze zdroje do spotřebiče. Zdroj má výšku N a
spotřebič výšku 0. Ta má maximálně N − 1 hran. Na ńı je určitě hrana,
která má spád alespoň 2, tedy nemůže být nenasycená.

2.3.4 Invariant o cestě do zdroje

Je-li v vrchol na cestě ze zdroje do spotřebiče, pak existuje nenasycená cesta
z v do zdroje.

A := {u|∃ nenasycená cesta v → u}. Pokud máme nějakou hranu z b 6∈A
do a ∈ A, tak po ńı nic neteče, jinak by rezerva opačně nebyla nulová, a
tedy by tam musela být.

To co teče do A je 0, to co teče z A může být nezáporné. Tedy, ten
přebytek muśı pocházet zevnitř a může pocházet jen od zdroje.

2.3.5 Invariant H (o výšce)

∀v ∈ V ;h(v) ≤ 2N . Předpokládejme opak. Museli jsme někdy zvednout
vrchol, který má výšku alespoň 2N . Zvedali jsme ho, proto měl kladný
přebytek. Ale podle invariantu o cestě do zdroje existuje cesta do zdroje,
která neńı nasycená a ta cesta má spád alespoň N , tedy každý úsek je z
kopce. Tedy ji nemáme d̊uvod zvedat, protože z tohoto vrcholu muśı téct.

2.3.6 Lemma o zvedáńı

Každý vrchol tedy zvedneme maximálně 2N -krát. Tedy počet zvednut́ı jsou
maximálně O(N2).

Převedeńı se nazývá nasycené, pokud se nasyt́ı hrana. Převedeńı, které
neńı nenasycené, ,,vyprázdńı“ vrchol.

2.3.7 Lemma S – sytých převedeńı

Sytých převedeńı je maximálně MN . Převedeńı může nastat jen, když je
to z kopce. Pokaždé se muśı hrana překlopit na druhou stranu, překlopeńı
vyžaduje minimálně jedno zvednut́ı.
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2.3.8 Lemma N—nenasycených převedeńı

Součet výšek vrchol̊u s přebytkem (kromě zdroje a spotřebičem) nazveme
potenciál. Určitě neklesne pod nulu, na počátku je potenciál roven 0. Zved-
nut́ı vrcholu zvýš́ı potenciál o 1. Nenasycené převedeńı ho sńıž́ı bud’ o 1 nebo
o h(u). Nasycené se zvýš́ı maximálně o 2N .

Potenciál lze zvýšit (dohromady) maximálně o 2N2+2N2M , pokaždé ho
sńıž́ıme alespoň o 1, tedy nenasycených převedeńı je maximálně O(N2M).

Tedy, celý algoritmus běž́ı v O(N2M).
Můžu vždy vybrat z těch, které maj́ı přebytek, ten nejvýš.

2.3.9 Lemma N ′

Tentokrát lze dosáhnout O(N2
√
M). Lemma N ′:

V algoritmu G′ (Goldberg̊uv algoritmus se zvedáńım nejvyšš́ıho vrcholu s
přebytkem) je počet převedeńı O(N3). OznačmeH maximálńı výšku vrcholu
s přebytkem.

Rozděĺıme si běh algoritmu na fáze, každá fáze konč́ı změnou H. Počet
nenasycených převedeńı je maximálně tolik, s kolika vrcholy na nižš́ı hladině
ta fáze začala (každé převedeńı je jen o jednu hladinu dol̊u).

Fáze může skončit bud’ zvýšeńım nebo sńıžeńım H. Zvýšeńı může být
nejv́ıce O(N2), snižovat se dá jen to, co se předt́ım narostlo, takže také.

Tedy všech fáźı dohromady je O(N2), tedy všech nenasycených převedeńı
je maximálně O(N3).

Lemma N ′′:
Stejný algoritmus, lepš́ı odhad. Rozdělme si fáze na laciné a drahé, tedy ty,
které udělaj́ı nejv́ıce k převedeńı a v́ıce než k. Přévedeńı v laciných fáźıch je
O(k ·N2).

Pro odhad drahých fáźı definujme potenciál Ψ :=
∑

V −{z,s} p(v)

k
, kde p(v)

je počet vrchol̊u s přebytkem na stejné a nižš́ıch hladinách.
Na začátku je Ψ ≤ N2

k
.

Zvednut́ı může zp̊usobit, že se až N vrchol̊u dostane pod něj, tedy Ψ
může vzr̊ust až o N

k
, na ostatńıch se sńıž́ı o něco, tedy celkem se může zvýšit

až o N
k
.

Nasycené převedeńı může zp̊usobit nový vrchol s přebytkem, tedy se to
mohlo zvýšit až o N

k
.

Nenasycené převedeńı zp̊usob́ı vynulováńı jednoho vrcholu, tedy z něj
vypadne p(u)

k
a může přibýt p(v)

k
, ale v je v nižš́ı hladině. Tedy, klesne to o

p
k
, kde p je počet vrchol̊u na nejvyšš́ı hladině. Ale je to drahá fáze, takže

p ≥ k, tedy to klesne alespoň o 1. V levných fáźıch to určitě nezvýš́ı.
Dohromady potenciál naroste na N2

k
+N ·2N2

k
+N ·NM

k
= N

K

(

N + 2N2 +NM
)

=

O
(

N2M
k

)

. Tedy, počet nenasycených převedeńı v drahých fáźı je maximálně

tolik.
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Nyńı již stač́ı vybrat k =
√
M .

3 Paralelńı tř́ıděńı

Definujme komparátorovou śıt’ jako kombinačńı obvod (pracuj́ıćı ne s
dvojkovými, ale s obecnými hodnotami) a hradla budou pouze komparátory.

Komparátor je něco, co dostane dva vstupy A a B a na výstupu vydá
min a max.

Necht’ se výstupy komparátor̊u nikde nevětv́ı.
Při přepsáńı bublinek to jde udělat na O(N) hladin a O(N2) kom-

parátor̊u.
Čistě bitonická posloupnost je taková, která napřed roste a potom

klesá. Bitonická posloupnost je taková, která lze zrotovat o nějaké k,
abychom dostali čistě bitonickou.

Separátor budeme ř́ıkat komparátorové śıti, která vždy porovnává x0+k

s xn
2
+k, kde k := 0, . . . , n2 − 1.

Lemma:
Pokud vstupem komparátoru Sn je bitonická posloupnost, tak na výstupu
dostaneme 2 bitonické posloupnosti, kde všechny prvky v levé jsou menš́ı
než ty v té pravé.

Na čistě bitonickém vstupu je to vidět jednoduše. Stač́ı naj́ıt děĺıćı bod.
Pro ostatńı lze nahlédnout, že separátory lze rotovat.

Pomoćı separátor̊u lze setř́ıdit libovolná bitonická posloupnost, použ́ıváme
menš́ı a menš́ı separátory, až dojdeme k posloupnostem délky 1. Na to stač́ı
O(logN) hladin a O(N · logN) komparátor̊u.

Pomoćı bitonické tř́ıdičky lze slévat setř́ıděné posloupnosti. Pomoćı to-
hoto lze sestavit něco jako mergesort. Celková hloubka je tedy 1 + 2 + 3 +
. . .+ logN = O(log2N), celkově má O(N · log2N).

4 Hledáńı podřetězc̊u

Mějme Σ nějakou abecedu (např. a. . . z). Označme Σ∗ množinu všech slov
nad touto abecedou. Slovo bude nějaká konečná posloupnost ṕısmen z abe-
cedy. Prázdné slovo označ́ıme λ. Délka slova α je počet ṕısmen tohoto slova,
značené |α|. Zřetězeńı slov α a β budeme značit αβ.

Pozorováńı:

• λα = αλ = α

• |αβ| = |α|+ |β|

• Prázdné slovo je podslovem libovolného slovo.
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• Každé slovo je podslovo sebe sama, pokud to chceme vyloučit, ř́ıkáme
vlastńı podslovo.

Budeme indexovat jako v pythonu.

4.1 Definice problému

Mějme dvě slova, ι je hledané slovo (|ι| = J) a σ slovo prohledávané (|σ| =
S). Chceme {i;σ [i : i+ J ] = ι}.

4.2 Vyhledávaćı automat

(Knut, Moris, Pratt, neboli KMP).
Máme graf, každý vrchol je nějaký prefix hledaného slova a přechody

mezi nimi jsou hrany. Počátečńı stav odpov́ıdá λ. Hrany, které zvětšuj́ı prefix
(o 1 ṕısmeno) nazýváme dopředné hrany. Takové hrany jsou d(α, x) a to
je bud’ d(α, x) := αx, pokud αx je stav, nebo neńı definovaná. Dále jsou zde
zpětné hrany, odpov́ıdaj́ı návrat̊um v textu, když se to nenalezne. Zpětná
hrana je funkce z(α) a je definovaná pro všechny stavy kromě λ.

Vždy chceme, aby aktuálńı stav byl nejdeľśı možný prefix konč́ıćı na
aktuálńı pozici v textu. Pokud se vraćıme, tak se snaž́ıme vrátit co nejméně
tak, aby se opět dostal do nějakého stavu i po přidáńı aktuálńıho ṕısmene.

4.2.1 Algoritmus

• Vždy vezmu ṕısmeno.

• Dokud nelze j́ıt dopředu nebo nejsem na začátku, vraćım se po zpětných
hranách.

• Pokud jde dopředu, jdu dopředu.

• Pokud jsem ve stavu ι, započ́ıtám to.

4.2.2 Implementace

Neńı potřeba si pamatovat celé stavy. Mı́sto stavu si mohu pamatovat jen
č́ıslo, jak dlouhý prefix už mám. Dopředná hrana je reprezentovaná jen
ṕısmenkem, které ji podmiňuje, přič́ıtá jedničku. Zpětné hrany jsou č́ısla,
kam se vraćıme.

4.2.3 Důkaz správnosti

Stav po přečteńı po vstupu označme α(β). Tento stav je nejdeľśı sufix β ta-
kový, že je prefixem α. Pokud se podař́ı dokázat tento invariant, je správnost
jasná.
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Invariant dokážeme indukćı. Na začátku zřejmě plat́ı, tedy čteńı znaku
c. Mějme stav α(β), o kterém plat́ı, a chceme z něj dokázat, že plat́ı i pro
α(βc). Potřebujeme naj́ıt takový stav, ke kterému lze přidat c. Když to
nejde, tak ho co nejméně zkrát́ıme a zkuśıme to znovu. A tak dále, dokud
se to nepovede.

4.2.4 Časová složitost

Vyhledáváńı doběhne v čase O(S). Každé ṕısmeno přečte právě jednou. Sice
se můžeme v́ıcekrát vracet, ale to muśı vždy alespoň o jedna a kolikrát jdeme
dozadu, tolikrát jsme museli předt́ım museli j́ıt dopředu a k tomu jsme vždy
potřebovali ṕısmeno. Všech krok̊u zpět je tedy maximálně tolik, kolik je
krok̊u dopředu a tedy je jich maximálně S.

Pamět’ je také lineárńı.

4.2.5 Konstrukce zpětných hran

Zpětná hrana ze stavu α(β) muśı vést do stavu, do kterého se muśı automat
dostat bez prvńıho znaku, tedy do α(β[1 :]). (Potřebujeme alespoň o znak
kratš́ı, tak ho jednoduše usekneme) Protože α(β) je prefix ι, tedy β = ι[: i]
a tedy α(β[1 :]) = α(ι[1 : |β|]).

Toho lze využ́ıt při tvorbě automatu, jednoduše proto, že když děláme
k-tou zpětnou hranu, tak ho krmı́me vstupem ι[1 : k], jehož délka je k − 1,
tedy tuto zpětnou hranu ještě nebude určitě potřebovat a ty předt́ım už
máme z minule.

Z toho je zřejmé, že i časová složitost je také lineárńı.

4.3 Rabin & Kasp

Když si vezmeme nějakou hashovaćı funkci, tak můžeme zač́ıt porovnávat,
až když souhlaśı hash. Kdyby šel přepoč́ıtat (posunout o 1 doprava) v kon-
stantńım čase, pak by to šlo přibližně lineárně s délkou vstupu. Mohla by to
být např́ıklad lineárńı kombinace s váhami mocninami nějakého prvoč́ısla.

4.4 Vyhledáváńı množiny řetězc̊u

Máme σ seno a ι1, . . . , ιk a chceme naj́ıt všechny dvojice takové, že (i, j) :
ιi = σ [j : j + |ιi|]. Opět provedeme pomoćı vyhledávaćıho automatu.

Automat nebude cestička, bude to složitěǰśı. Např. pro tato slova bude
vypadat dle obrázku (se všemi informacemi, viz. ńıže).

• ARA

• BAR

• ARAB
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• BARABA

• BARBARA

λ

A

R

A

B

B

A

R

A

B

A

B

A

R

A

Obrázek 1: Př́ıklad vyhledávaćıho automatu

Prohledáváńı prob́ıhá stejně. Problém je ale s výpisy (výpis jen každý
vrchol, kde něco konč́ı, nestač́ı). Přidáme ještě zkratkové hrany – zpětná
hrana vedoućı do nejbližš́ıho konce slova. V každém kroku prohledám a
vyṕı̌su sebe, pokud jsem označen a všechny, kam se dá postupně dostat po
zkratkách.

4.4.1 Časová složitost

Vlastńı procházeńı funguje stejně rychle, jako s jedńım slovem.
Druhá část je lineárńı s počtem výskyt̊u (každý vyṕı̌se právě jednou a

při každém kroku po zkratkové hraně právě jeden vyṕı̌se).

4.4.2 Konstrukce automatu

Aho & Corasicková

1. Postav́ıme strom – viz trie.

2. Označ́ıme, kde konč́ı slova – lze společně se stavbou stromu.
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3. Spoč́ıtáme zpětné hrany. Stejným zp̊usobem jako minule, jen muśıme
dělat všechny slova zároveň – jednoduše po hladinách. (Lze udělat
pr̊uchodem do š́ı̌rky, č́ımž hledáme v́ıce slov najednou.)

4. Dopoč́ıtaj́ı se zkratky.

Lze jednoduše dokázat, že toto funguje v O(
∑

i ιi).

Poznámka:

Předpokládáme, že operace se stromy jsou konstantńı. Toho lze dosáhnout
bud’ malou abecedou, nebo vhodným použit́ım hashovaćıch tabulek.

5 Práce s polynomy

Polynom je nějaká P (x) =
∑n−1

j=0 B · xj .
Mějme polynomy P (x) aQ(x) (stejného stupně). Sč́ıtáńı je bez problémů.

Součin je R(x) = P (x) ·Q(x), tedy rl =
∑l

j=0 pj · ql−j . Toto se dá stihnout

v O(N2).

5.1 Násobeńı

Můžeme si všimnout, že ∀xR(x) = P (x) · Q(x) a polynom je určen jeho
hodnotou v n+ 1 bodech.

Vezmu body x0, . . . , x2n−1 (n je stupeň p̊uvodńıch polynomů). Spoč́ıtám
a vynásob́ım hodnoty zdrojových polynomů. T́ım źıskám body, kterými R
procháźı, z čehož spoč́ıtám R.

5.1.1 Vyhodnoceńı polynomu v n bodech

BÚNO n = 2m.
Rozděĺıme na sudé a liché koeficienty, z těch lichých vytkneme k, č́ımž

źıskáme sudé mocniny x v obou polovinách. Č́ımž se to zredukuje na vyhod-
noceńı 2 polynomy v bodě x2. Lze využ́ıt toho, že můžeme použ́ıt x kladné
a záporné (tedy źıskáme t́ım 2 výsledky na 1 vyhodnocováńı).

Pokud použijeme komplexńı č́ısla, tak dokážeme, aby i x2 mohlo být
záporné, atd.

Komplexńı č́ısla lze zapsat také jako x(cosϕ + i sinϕ). Dále lze použ́ıt
formuli, že eiϕ = cosϕ + i sinϕ, což lze hezky použ́ıt při umocňováńı a
odmocňováńı. Odmocnin může být v́ıce (např. n-tých odmocnin z 1 je právě
n).

Komplexńı č́ıslo x je primitivńı n-tou odmocninou z 1 ⇔ xn =
1, x1, x2, . . . , xn−1 6= 1.

Pozorováńı:

Dá se zjistit, že existuje vždy alespoň jedna pro každé n a to ta s nejmenš́ı
ϕ, jej́ı č́ıslo komplexně združené je také takové. Budeme mu ř́ıkat ω a ω
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Pozorováńı:

Pro r̊uzná k, j, ωk 6= ωj

Toto lze použ́ıt v algoritmu, stač́ı použ́ıvat jako x vhodnou primitivńı
odmocninu z 1. Celková časová složitost je tedy O(N · logN).

TODO: Fourierova transformace

Pomoćı FFT lze z bod̊u dostat opět polynom.
Lze použ́ıt také k zpracováńı signál̊u či kompresi dat.

6 Geometrie v rovině

6.1 Hledáńı konvexńıho obalu

M ⊆ R
2 je konvexńı ⇔ ∀a, b ∈ M ; ab ⊆ M (ab je úsečka z a do b).

6.1.1 Zametáńı roviny

Jede př́ımka v nějakém směru, sb́ırá body a to, co už je zametené je konvexńı
obal a vždy když se potká nový se to jen rozš́ı̌ŕı.

Vezmeme prvńı 3 body, ty tvoř́ı trojúhelńık. Když potkáme daľśı bod,
tak ho bud’ připoj́ıme rovnou, nebo napřed některé starš́ı odebereme. To lze
zjednodušit nalezeńım horńı a dolńı obálky, ta horńı stále zatáč́ı doprava,
dolńı doleva. Při přidáváńı odeb́ıráme staré body tak dlouho, dokud by
přidáńı nového porušilo tuto podmı́nku a pak jej tam přidáme.

Každý bod je přidán maximálně N -krát, odeb́ıráme také tak, proto po
setř́ıděńı to stihneme v O(N). Setř́ıděńı ale trvá (v obecném př́ıpadu) O(N ·
logN).

6.2 Rozděleńı roviny na oblasti, které maj́ı někam nejbĺıže

Konečnou množinu M ⊆ R
2,M = {M1, . . . ,Mn} mı́st v rovině. Systém

množin M1, . . . ,Mn takový, že ∀i∀j∀x ∈ Mi; d(x,mi) ≤ d(x,mj) ∧⋃

iMi =
R
2 nazveme voroneho diagram.

Pozorováńı:

∀i;Mi je ohraničena lomenou čarou a je konvexńı.

Důkaz:
Každá dvojice vrchol̊u si rozděĺı rovinu na poloroviny, takováto oblast je jen
pr̊unikem takových polorovin, vždy směrem k tomu bodu.

Každý segment lomené čáry nazveme hranou.

Pozorováńı:

Všechny body na nějaké hraně jsou stejně daleko od nějakých dvou mı́st.
Křižovatky těchto hran nazveme vrcholy.

Pozorováńı:

Každý vrchol je stejně vzdálen alespoň od 3 r̊uzných mı́st.
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Pozorováńı:

Pokud se žádné 4 body nelež́ı na kružnici, tak každý vrchol má stupeň 3.

Pozorováńı:

Počet vrchol̊u + počet hran = O(N).

Důkaz:
Přes konstrukci rovinného grafu.

6.2.1 Zametáńı

Nejde vźıt př́ımku a jednoduše zamést, je třeba pamatovat si bezpečné pa-
raboly okolo oscanovaných vrchol̊u.

Potřebujeme tyto datové struktury:

• Máme haldu událost́ı

• Pobřežńı linii (z těch parabol, stromečkem)

• Výsledek

6.2.2 Algorinmus

1. Připrav́ıme haldu událost́ı, vlož́ıme všechny mı́stńı události.

2. Připrav́ıme pobřežńı linii P , zat́ım prázdná (žádné paraboly).

3. Připrav́ıme reprezentaci diagramu.

4. Pro každou událost z haldy:

(a) Je-li na řadě mı́stńı událost, najdeme pr̊useč́ık s pobřež́ım P ,
vlož́ıme daľśı parabolu a přidáme vznik hran a přepoč́ıtáme, kdy
zanikaj́ı paraboly.

(b) Je-li událost zániku paraboly, smažeme parabolu, zaṕı̌seme hrany
a přepoč́ıtáme zániky parabol.

TODO: nějak to pochopit a doplnit, tady jsem usnul :-(

6.2.3 Složitost

Mı́stńıch událost́ı je N . Parabola vznikne jen při mı́stńı události, proto počet
zánik̊u je také lineárńı.

Velikost pobřež́ı i haldy je maximálně lineárńı, výsledek také.
Celé to tedy běž́ı v O(N · logN). P je tř́ıda (rozhodovaćıch) problémů,

které jsou řešitelné v polynomiálńım čase. NP je tř́ıda (rozhodovaćıch)
problémů, které jsou řešitelné s lineárně velkou nápovědou (tedy, umı́me
to zkontrolovat v polynomiálńım čase).

NP -těžký problém je takový, na který lze převést všechnyNP problémy.
NP -úplný problém je takový, který je v NP a je NP -těžký.
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6.3 NP -úplné úlohy

6.3.1 Logické

• SAT

• 3-SAT

• 3, 3-SAT

• Obvodový SAT

6.3.2 Grafové

• Klika

• Nezávislá množina

• 3D-párováńı

• 3-obarveńı

• Hamiltnovská cesta/kružnice.

• Nejdeľśı cesta

6.3.3 Č́ıselné

• Problém batohu

• Problém 2 loupežńık̊u

• Ax = b, x = {0, 1}n, na celých č́ıslech

• Celoč́ıselné lineárńı programováńı

7 Řešeńı NP -úplných problémů

7.1 Stač́ı speciálńı př́ıpad

Např́ıklad nezávislá množina na stromech – stač́ı trhat od list̊u po vrstvách.
Problém batohu pro malá přirozená č́ısla – začneme 0 předměty, budeme

zlepšovat o jeden daľśı předmět a pamatujeme si všechny součty, které se
t́ım daj́ı źıskat.
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7.2 Přibližné řešeńı

Problém obchodńıho cestuj́ıćıho – pokud nám plat́ı trojúhelńıková nerovnost
a graf je úplný – najdeme minimálńı kostru a objede ji, když bysme někudy
procházeli, tak to obejdeme.

Když neńı trojúhelńıková nerovnost. Pokud by existoval nějaký apro-
ximačńı algoritmus, pak P = NP . Doplńıme na úplný graf tak, že staré
hrany maj́ı 1, nové maj́ı ∞. Z toho lze potom poznat, jestli má hamiltnov-
skou kružnici, což je NP -úplný problém.

Problém batohu – zaokrouhĺıme.

8 Celá č́ısla

8.1 Značeńı

Libovolná č́ısla jsou vždy celá.

• a\b ⇔ ∃c : b = ac

• gcd(a, b) – největš́ı společný dělitel a a b

• a ≡n b ⇔ n\a− b

• a ⊥ b ⇔ gcd(a, b) = 1

8.2 Časové složitosti

• +,− O(N)

• ∗, /,mod O(N2)

• gcd(N3) O(N3)

8.3 Algebraické struktury

Viz algebra

• Grupa G(·, 1,−1 )

• Podgrupa

• Generátor grupy

La-Grangerova věta o grupách:
Když H ⊆ G pro G konečnou grupy, pak |H|\|G|.

Multiplikativńı grupa : Z∗

n = {x; 1 ≤ x < n; ∃y : xy = 1}
(

∗ mod n, 1,−1
)

.
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8.4 Řešeńı rovnic

Věta:
Rovnice ax ≡n b pro a, b, n ∈ Z má řešeńı ⇔ gcd(a, n)b a existuje program
s časovou složitost́ı O(N3), které to řešeńı najde.

Důkaz:
Rovnice je ekvivalentńı ax− ny = b.

Označme si g := gcd(a, n). g\ax, g\ny. Pokud g ⊥ b, pak levá strana je
a pravá neńı dělitelná g, takže to nemá řešeńı.

Vyřeš́ı se to Euklidovým algoritmem. Každý mezivýsledek je lineárńı
kombinace typu αx + βy. I výsledek muśı být zapsatelný t́ımto zp̊usobem.
Zapamatujeme si α a β a to použijeme pro obnoveńı výsledku, tyto α a β
vynásob́ıme g a vypadne výsledek.

Eulerova funkce je ϕ(n) = |{x; 1 ≤ x < n ∧ x ⊥ n}|.
Pro všechna n je to n − 1. Mocnina prvoč́ısla n = pk. Pak to vyjde

(p− 1) · pk−1. Pro a, b ∈ Z, a ⊥ b;ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b).

Eulerova věta:
∀n, a ∈ Z, a ⊥ n; aϕ(n) ≡n 1.

Důkaz:
Bud’ m > 0 nejmenš́ı takové, že am ≡n 1. Vezmeme posloupnost A :=
{

a0, a1, a2, . . . , am−1
}

. Určitě se ta posloupnost začne někdy opakovat (řekněme,
že pro i, j jsou stejné výsledky). Pak aj−i ≡n 1. A ⊆ Z

∗

N . Použijeme La-

Grangerovu větu, proto m\ϕ(n). Mohu rozepsat jako (am)
ϕ(n)
m ≡n 1

ϕ(n)
m .

8.5 Fermat̊uv test

Vezme se vzorec an−1 (mod n) = 1. Vezmu náhodné č́ıslo, zkuśım, jestli
je to nesoudělné (pokud neńı nesoudělné, tak to neńı prvoč́ıslo), pokud to
nevyjde jedna, tak je také složené a jinak se nev́ı.

Bohužel existuj́ı Carmichaelova č́ısla, která takové č́ıslo (fermatova svědka)
nemaj́ı.

Věta:
Pokud to č́ıslo neńı carmichaelovo ani prvoč́ıslo, pak existuje alespoň n−1

2
fermatových svědk̊u.

Důkaz:
Mějme H :=

{

a ∈ {1, . . . , n− 1} ; an−1 (mod n) = 1@, a ⊥ n
}

. H je pod-
grupa Z

∗

n. Každé z nich je invertibilńı. Je tam jednička, je tam součin dvou
takových č́ısel.

Protože to č́ıslo neńı carmichaelovo, muśı existovat jeden svědek, velikost
H děĺı velikost Z∗

n, tedy je nejvýše polovina tohoto.
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8.5.1 Vylepšeńı

Můžeme přeskočit kontrolu soudělnosti – soudělné č́ıslo stejně hod́ı 0, takže
neprojde potom.

8.6 Rabin-Muller̊uv test

Vylepšený Fermat̊uv, potom ještě pro všechna i; 2i\n− 1. Pokud najdu ta-
kové, že nevycháźı jednička po použit́ı exponentu n−1

2i
, našel jsem carmicha-

elovo č́ıslo.
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