Miuze byt Cislo skoro racionalni?

Vit ,VEJTEK® MUSIL

Entrée

Pepa: Hej Vejte, umim dokazat, ze /2 je iracionalni.
Vejtek: Vsak to je hracka: Vezmu kalkulacku, zmacknu v , pak dvojku a mrkneme
se na odmocninu ze dvou na displeji. Je jasné, Ze je iracionalni:

1.4142135¢6 2

Pepa: Co je to za kecy? Co kdyby méla periodicky desetinny rozvoj s periodou
delsi nez délka displeje? Kdyz si namackas na kalkulacku tfeba 25 déleno 17, taky
dostanes divokou posloupnost ¢islic:

1.4 70588235

A pfitom je to Cislo racionélni.

Vejtek: Na tom néco bude, nicméné pro ¢isla kolem nas moje metoda dava uspo-
kojivé vysledky. TakZe se mohu spolehnout, ze moje kalkulacka mi pomuze odhalit,
ktera cisla jsou racionélni. Pravdépodobnost chyby bude miziva.

Pepa: S tim nesouhlasim.

Kdo ma pravdu?

Zkuste se kohokoliv zeptat a kazdy fekne, Ze Pepa. KdyZ zndme devét (nebo devade-
sat ¢i devét miliontd) éislic z desetinného rozvoje néjakého ¢isla, nemtizeme ¥ict, zda
je racionalni nebo ne. Existuje nekone¢né mnoho racionalnich a iracionélnich ¢isel
se stejnym pocatecnim tisekem desetinného rozvoje.

Stejné vsak se ¢isla z predchoziho odstavce, jakkoliv se mohou zdat podobna,

v nécem zasadnim lisi. Druhé je velmi blizko racionalnimu ¢islu %, rozdil mezi 22 a

7
1.470 588235 je zhruba 3 - 10719, Naproti tomu k ¢islu 1.414 213 562 neexistuje tak

blizky zlomek s dvoucifernym jmenovatelem. Nejblize je ¢islo %, a to s chybou okolo

7-107°. Nejkratsi zlomek aproximujici v/2 s chybou 3-1071° je g; ig}, coz je o dost
25

delsi zlomek nez {>. Podstatné je, Ze tuto vlastnost, pouhym okem nerozeznatelnou,
Ize snadno odhalit jednoduchymi vypocty na kapesnim kalkulatoru.
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VIT ,VEJTEK“ MUSIL

Trik

Budeme potrebovat kalkulacku, ktera zvladne s¢itat, odéitat, nasobit a délit. Nékdo
nam dé dvé ¢isla mezi 0.5 a 1, naptiklad

0.635149023 a 0.728101457.

Jedno z téchto cisel by meélo vzniknout jako podil dvou ¢isel, kde délitel je mensi
nez 1000, druhé by mélo byt ndhodné. Tvrdime, ze s pomoci kalkulacky dokazeme
béhem minuty zjistit, které z predlozenych cisel je onen podil, a dokonce najdeme
vyjadieni ve tvaru zlomku.

Jak na to?

Podstata triku bude obsahem ptrednasky. Zjednodusené receno, jedno z vyse zminé-
nych ¢isel je skoro raciondlni, zatim co to druhé ne — af uz to znamené cokoliv.

Co je dobra aproximace?

Bud « iracionélni éislo. Na zékladé ¢eho usoudime, Ze zlomek %’ (kteryzto uvazujeme
v zékladnim tvaru) je dobrou aproximaci ¢isla a? Jednak ndm zalezi na velikosti
chyby |o¢ — §|, ktera by méla byt mald, dale chceme, aby ¢isla p a ¢ nebyla moc
velké. Citatel p zavisi na « a ne na presnosti aproximace. Chceme tedy minimalizovat
chybu ‘a — §| a jmenovatele q. Zfejmé zmensovani chyby vede k riistu jmenovatele a
naopak. Pfirozené tedy mizeme tyto pozadavky nakombinovat do ukazatele kvality
q|a — % ’ O aproximaci bychom pak fekli, ze je dobrd, pokud je q‘a — g‘ malé. K nasi
smile vSak plati nasledujici véta.

Véta 1. Pro libovolné realné cislo o a kazdé ¢ > 0 existuje nekonecné mnoho
zlomkii %7 takovych, Ze plati

p

qa—‘<5.
q

Ta tika, Ze vSechna ¢isla jsou stejné dobrd a nedava nam tedy zadnou metodu,
jak rozliSovat mezi ¢isly, kterd maji dobré racionalni aproximace a které ne.

Jako zlepsovak muzeme zkusit pouzit jiny ukazatel kvality, ktery bude klast vétsi
vahu na velikost jmenovatele ¢. Rikejme tedy, Ze aproximace % je ,dobra®, pokud je
soucin q2’a — §| maly. Nésledujici véta tika, Ze tento vybér uz je opodstatnény.

Véta 2.

(a) Pro libovolné realné cislo o existuje nekoneéné mnoho zlomki 23 takovych,
ze plati
2 p 1
Cla—=| < —.
q| V5
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNI?

(b) Existuje iracionalni ¢islo o takové, Ze pro kazdé N\ > /5 existuje pouze
koneéné mnoho zlomku g spliujicich

Které Ze je to ¢islo a z tvrzeni (b)? Jaké je nejiracionalnéjsi ze vSech iracionélnich
Cisel, nejvice se vyhybajici racionalnim aproximacim? Piekvapivé jde o ¢islo milované

generacemi malifil, sochafii a architekti, zlaty fez! 1+T\/5

Geometrie Cisel

Abychom odkryli pravdu skryvajici se za témito a mnoha dal$imi pozoruhodnymi
tvrzenimi, budeme pouzivat ¢isté geometrické argumenty. Zadné upocené poéty,
zadné kandny z teorie ¢isel, jen elementarni h¥icky s obrazky, které vystihuji pravou
podstatu problému.

Mfrizka
Jedinou, a to zakladni, ingredienci pro nas bude m#izka. Bud O bod v roviné (fikejme
mu pocatek) a u = O—/>L v = O? dvé nekolinearni sipky? (body O, A a B nelezi
v ptimce). Sipka je svym koncovym bodem déna jednoznaéné, ¢asto proto budeme
tento bod a Sipku zamétiovat. Sipky lze pfirozené séitat i nasobit redlnym &islem. Za
soucet Sipek u a v oznacime Sipku u -+ v, ktera je uréena bodem, kam ukéze sipka u
pokud ji posuneme o Sipku v, c-nasobkem Sipky u myslime Sipku cu, ktera vznikne
natazenim Sipky u c-krat.

Miizkou (generovanou u a v) rozumime vSechny mozné souéty au + bv, kde a a
b jsou celd cisla. Mrizku tak vlastné tvori vsechny body, kam se lze dostat pomoci
skladani sipek.

Snadno se nahlédne, Ze je-li K LM N rovnobéznik takovy, ze body K, L, M jsou
body mrizky, pak téz N je bodem miizky.

IToto ¢islo neni unikatni, existuji dal$i éisla v jistém smyslu podobné zlatému fezu, ktera jsou
stejné ,Spatnd“.
2Vétsinou se sipkam #ika vektory.
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VIT ,VEJTEK“ MUSIL
Vyznam miizky vyplyne z nasledujici ivahy. Volme za Sipky u a v postupné

(—=1,0) a (a, 1), kde « je obecné redlné cislo. Pro celd ¢isla p a g (vyse to byla éisla
a a b) nalezi body

p(=1,0) + q(, 1) = (qa — p,q) = (q <a - 5) ; q>

miizce. Nas ukazatel kvality je pak vzdalenost tohoto mfiZového bodu od osy .
Abychom dokézali Vétu 1, musime najit nekone¢né mnoho bodi této miizky libo-
volné blizko ose y. To nahlédneme z nésledujicich obrazk.

. . 77 . )

Bs

v
B

[y

(_150) _% -

Jak vidno, tato mfizka byla zvolena lisSdcky na miru nasemu ukazateli kvality.

Oznacme si dale pismenkem s obsah (tzv. zakladniho) rovnobézniku OACB, kde
C = A + B. Plati nasledujici.

N\

I
I
I
I
O L

3=

Tvrzeni 3. Bud KLMN rovnobéznik z miizovych bodii. Pak plati nasledujici.

(a) Obsah KLMN je roven ns, kde n je pFirozené ¢islo.
(b) Pokud rovnobéznik K LM N neobsahuje Zadné miizové body uvnitf ani na
hranici, pak je jeho obsah roven s.

Myslenku dtikazu (a) lze najit v obrazku.

N M

K L

Dukazu (b) pak v obrazku.
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNI?

Konstrukce cisel

Chceme-li objevit ty skuteéné dobré aproximace, musime si osvojit préaci s fetézo-
vymi zlomky a s Euklidovym algoritmem. Pak si uvédomime pfislusné souvislosti a
vypéstujeme si patficny nahled, pochopitelné geometricky.

Retézové zlomky

Konecény retézovy zlomek je vyraz tvaru

ap + )
a1—|—

as +

o 1
' 1

ap—1+ —
an

kde ag je celé ¢islo, a; az a, jsou kladna celd a a,, > 1. Snadno si rozmyslime, ze kazdé
racionalni ¢islo lze zapsat jako konecny fetézovy zlomek. Okamzité také pfijdeme na
algoritmus, jak ze zadaného racionalniho ¢isla r ¢isla a; dostavat. Prosté

1 1
a():['l"}, ay = r— ag y a9 = 17_a1 gee

T—amp
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Nic ndm vsak nebrani pouzit tento algoritmus i pro iracionalni ¢islo a. Dostaneme

pak nekone¢né mnoho ¢isel ag, a1, as,... Formalné piSeme
B 1
o =ag+ 1
ai + 1
a9 + —
as + .
Cisla ag, a1, as, ... nazyvame nedplnymi podily &isla o, &islo
B 1
Tn = Go + 1
@t 1
.+ I
ap-1+ —

n

pak pojmenujeme n-tym aproximantem Cisla a. Ziejmé plati

ro<ro<mrp<---<a<- - r5<rg<ri.

.....

Zavedme si jeSté Gspornéjsi znaceni [ap; a1, asg, . .. ,a,| pro koneény fetézovy zlomek

s netplnymi podily ag, a1, as, . .. ay, a [ag; ai, as, . .. ] pro nekoneény Fetézovy zlomek.
Vyjdeme-li naopak z netplnych podili, mizeme pocitat Citatele a jmenovatele

éisla r,, = L=,

an

(o)) apal + 1 apai1a2 + ag + az
y Tt = , T2 =
1 ay aias +1

P

a rychle objevime nasledujici rekurentni vztahy.
Tvrzeni 4. Plati

(a) Pn = GpPn—1 + Pn—2 (n > 2)7
(b) Qn = ApQn—1 + qn—2 (TL > 2);
(C) Pn—14n — Pndn—-1 = (*1)71, (n > 1)~

Euklidiiv algoritmus

Euklidav algoritmus vétsinou pouzivame k nalezeni nejvétsiho spolecného délitele.
Pfipometime, Ze pro dand kladné cela éisla M a N (N > M) stéle opakujeme déleni
se zbytkem podle schématu

N = aoM + by
M:a1b0+b1
b0:a2b1—|—b2

bn—2 = a'nbn—lv
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNI?

kde a; a b; jsou kladna cela cisla a
0<by_1<bp_og<---<byg< M.

Cislo b,,_1 je nejvétsi spoleény délitel ¢isel M a N.
Souvislost s fetézovymi zlomky je nasnadé.

Tvrzeni 5.
(a) Cisla ag,ai,as, ... ,a, jsou netiplné podily ¢isla %,
N
i [ao; a1, az, ... ,an].

b) Pro i-ty aproximant 2t plati
¥ ap % p

bi = (—1)"(Ng; — Mp;).

Kdybychom ¢isla NV a M nahradili obecné realnymi ¢isly 5 a -y, dostaneme neko-
necnou posloupnost rovnic (pokud je podil % iracionalni)

B = aopy +bo
v = aibo + b
bp = azb1 + by
a Tvrzeni 5 bude stéle platit (se zjevnou modifikaci, tj. g = [ag; a1, ag,...]).

Geometricka reprezentace Euklidova algoritmu

Bud O bod v roviné a ¢ bud pfimka timto bodem prochézejici (v obrazku svisld).
Zvolme body A_o a A_; ve vzdalenosti 8 a v od pfimky /¢, oba horizont4dlné nad
bodem O, A_5 vpravo a A_; vlevo.

Pti¢téme vektor OA_; k A_5 co nejvicekrat, aby vysledek neprotnul pfimku .
Koncovy bod oznacme jako Ag. V druhém kroku pfi¢teme podobné vektor OA
k bodu A; co nejvicekrat bez protnuti pfimky ¢. Dostaneme bod A;. Ve tfetim
pri¢teme 0A; k Ay, dostaneme As a tak dale. Celkem jsme vyrobili dvé lomené ¢ary
A _9AgAsA,... a A_1A1A3As ... pfimykajici se k pfimce /.

Prislusné celociselné nasobky si budeme znacit a;, plati tedy

A,QA() = a()OA,1

A,1A1 = alvo

AOA2 = a20A1
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Déle si ozna¢me vzdalenosti bodi A; od primky ¢ postupné 53, v, by, b1 a tak dale.
Z konstrukce vyse mizeme postupné vypocitavat tyto vztahy

B = aoy + bo
v = aibo + b1
bo = azby + bo

a tedy jest g = [ag; a1, a9, ...].

Poznamenejme, Ze pokud néktery z bodu A, lezi na ptimce £, je podil % racionalni
B

a plati £= [ag; a1, ag,... ,an,].
As p

Ay

As
Ao
Ay Aq
A, A

O

Pojd’me ucinit dalsi klicové pozorovani. Uvazujme mfizku generovanou vektory
OA_5 a OA_;. Potom v8echny body A; jsou body této miizky. Z Tvrzeni 3 vyde-
dukujeme nésledujici.

Tvrzeni 6. Neexistuje miizovy bod mezi lomenymi ¢drami A_5AgAsAys... a
A_1A1A3A5. ...
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNT{?
Nejlepsi racionalni aproximace

Uvazujme opét m¥izku generovanou Sipkami (—1,0) a («, 1), tj. body o soufadnicich

p(=1,0) + q(e, 1) = (g — p,q) = (q<a— ];),q).

Novy ukazatel kvality ¢° |a — §| je pak absolutni hodnota sou¢inu soutadnic mfizo-
vych bodi. Otazka poctu aproximaci %7 ¢isla a, pro které je tento ukazatel mensi nez

e, je ekvivalentni otdzce poctu miizovych boda pod grafem ,hyperbolického k¥ize
lzy| < e.

Aplikujme ptedchozi konstrukci Euklidova algoritmu pro A_o = (a,1) a A_; =
(=1,0). Vyznam bodd Ay, A1, Az ... objasiiuje nasledujici véta.

Véta 7. Budn > 0. Pak A, = (goa — pn, qn), kde p,, a q,, jsou nesoudélné citatele
a jmenovatele n-tych aproximantii cisla «.
Véta 7 spolecné s Tvrzenim 6 1ika, Ze prave tyto aproximanty tvoii prvky nejlepsi
aproximace. Forméalné si shriime tento poznatek do véty.
Véta 8. Bud ¢ > 0. Pokud existuje jen koneéné mnoho zlomkii % takovych, ze
q,%‘oz — ’q’—"’ < &, pak mnozina vsech zlomki % splriujicich qQ‘a - %’ < € je konecna.
Jiz vime, které zlomky jsou ¢islu « nejblize, nyni zaméfime svou pozornost na

odhad chyby. Fascinujici je, Ze hodnotu ukazatele kvality umime urcit presné.

Véta 9. Bud % ireducibilni n-ty aproximant redlného ¢isla o = [ag;aq,as,...].
Pak

Dn 1
QZ o — TL = E’
kde
1 1
An = an1 + . 1 * N 1
Qp, n
2 T 1

an+3 + — Ap—1 + 1
. L L
a
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K dikazu této véty budeme potfebovat jedno snadné lemma.

Lemma 10. Méjme v roviné s poc¢atkem O body A a B o soufadnicich (a1,as3) a
(=b1,b2), kde ai, as, b1, by jsou kladnd redlna ¢isla. Oznacme si C = A + B. Pak
obsah rovnobézniku OACB je roven aiby + asb;.

Diikaz lemmatu se nahlédne posunutim dvou trojihelniki.

ap

by :
: ai

0

K dtkazu Véty 9 pouzijeme podobny obrazek jako diive, navic jednu vétev z Eu-
klidovy konstrukce zobrazime stfedové podle poc¢atku. To se bude jisté hodit.

Yy
Ap Y A’f‘l
A_1 e dn .
. ..AAn 0
Tn f .
Anoy[Tnt] fr 00 Ag A Ay an
A %qnfl X :,
0 Ay

Vybaveni témito nastroji uz miizeme dokazat Vétu 2 nebo objasnit podstatu triku
a Vejtkova ,dtkazu“.

Zpét k triku

Na zacatku jsme obdrzeli dvé deviticifernd desetinna ¢isla, z nichz jedno vzniklo jako
podil dvou ¢isel s nejvyse tficifernym jmenovatelem a druhé bylo libovolné. Chceme
poznat, které je které.
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MUZE BYT CISLO SKORO RACIONALNI?
Je-li ¢islo a deviticiferna aproximace ¢isla % s tiicifernym jmenovatelem, pak

1 1 1
< — = < .
10 1000 - (10002) ~ 1000g>

q

To znamend, ze jedno z Cisel A\, je alespon tisic. Trividlné plati, ze ap11 < A <
Gn+1+2, takze a,41 musi byt vice nez tisic a odpovidajici ¢, mensi nez tisic. Otazka
je, jak velké muze byt n?

Protoze plati ¢, = angn_1 + gn_2, ¢isla ¢, rostou alespoi jako Fibonacciho ¢isla
F,,. Jelikoz Fy5 = 987, mize byt n nejvyse patnact.

Nyni zbyva jen prevést ona dvé zadana cisla na Fetézové zlomky a podivat se
nejvyse na prvnich 15 z nich.

0.635149023 = [0;1,1,1,2,1,6,13,1204,1,. . .]
0.728101457 = [0;1,2,1,2,9,1,1,1,1,3,1,15,1,59,7,1,39,...]

Ziejmé prvni z téchto ¢isel ma dobrou racionédlni aproximaci, konkrétné je to racio-

nalni ¢islo [0;1,1,1,2,1,6,13]. Snadno jiz dopoéitdme Citatele i jmenovatele.

Zavér: Prvni ¢islo je racionalni, a to %.
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