
Obrázek 1: Push

Obrázek 2: Incentive pro push Pokud hraje Levý hráč, jen si pohorš́ı. Pokud
by byl na tahu pRavý, tak např́ıklad tahem do prvńıho řádku by prohrál, protože
výnos je menš́ı, než hodnota samotné hry. Takže pRavému nezbyde nic jiného,
než zahrát v posledńım řádku.

Kombinatorická teorie her

přednáš́ı Mgr. Robert Šámal, Ph.D. a Mgr. Tomáš Valla

7 hodina: Zjednodušováńı her

pravidlo jednodchosti Když z pravidla jednoduchosti v́ıme kdo vyhraje, tak jak
má vlastně hrát? Vždy si vybereme takovou hru, která je nejzáporněǰśı (respektive
nejkladněǰśı) z hlediska incentive (výnosu).

Č́ım to může být těžké? Třeba t́ım, že hru nedokážeme převést na č́ıslo.Např́ıklad
ve hře hackenbush je nalezeńı č́ısla NP-úplný problém a to i přesto, že každá pozice
odpov́ıdá nějakému č́ıslu.

Naproti tomu pokud trochu modifikujeme pravidla hry Push tak, že pokud táhneme,
poodtlač́ıme všechny kameny vedle sebe, tak poté známe formulku na źıskáńı č́ısla.

No a daľśı sv́ızel je, že nám nemuśı vždy vycházet pouze č́ıslo. Jak v́ıme spousta
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Obrázek 3: Osa ukazuj́ıćı neporovnatelnsot 0 a ∗

her nejsou č́ısla.
Nyńı si dokážeme Simplicity rule z minulé přednášky

D̊ukaz: Chceme že G− x ∈ P . Tedy, že je prohraná pro Levého, který začne.

GL − x < 0∀gL ∈ GL, to plat́ı z podmı́nky v zadáńı.

G− xR < 0 a to dokážeme sporem. G− xR ≥ 0 tedy G ≥ xR. xR má ale
menš́ı narozeniny než x. Tedy xR nesplňuje podmı́nku ∗ a tedy ∃GR

tž xR ≥ GR Ale v́ıme GR − xR ≤ 0 A my nyńı ukážeme vyhrávaj́ıćı
tah pRavého v předpokládané pozici, tedy tah do GR − xR. �

Pro pRavého, který začne, je to analogické.

Q.E.D.

Lze také dokázat, že podmı́nky nejjednodušš́ı č́ıslo a č́ıslo s nejmenš́ımi naroze-

ninami jsou ekvivalentńı. Také existuje silněǰśı varianty věty, kdy se nemuśı jednat
pouze o č́ısla a podmı́nky mı́sto ≤,≥ jsou ⊳ |, | ⊲.

př: ∗|1 = 0 což lze použ́ıt protože ∗⊳ |0⊳ |1.

Zjednodušováńı složitěǰśıch her

”One-hand-tied principle”(pravidlo jedné ruky zavázané) Zjednodušováńı
her tak, že si hráč zakáže nějaké tahy, ale stejně i tak vyhraje. Samozřejmě poté t́ım
sṕı̌s vyhraje obecnou hru.

Věty vycházej́ıćı z ”One-hand-tied principle”:

Věta 7.2.1—Dominované tahy : když máme hru G = {A,B,C, . . . |H, I, J, . . . } a

A ≤ B, pak G = G′ = {B,C, . . . |H, I, J, . . . }.

Levý se vlastně zaváže, že nebude hrát do pozice A a t́ım je dána podmı́nka G ≥ G′

My ale muśıme dokázat rovnost.

D̊ukaz: Stač́ı když dokážeme G−G′ ∈ P

A,B,C...|H, I, J...+−H − I − J...| −B,−C

Jediná možnost, jak by to nemuselo být prohrané pro prvńıho hráče je
tah Levého do A−G′. Pravý táhne A−B a to je ≤ 0, tedy Levý na tahu
prohraje. Na ty ostańı je odpověd́ı zrcadĺıćı strategie. Simetricky i pro tahy
pRavého hráče. Pokud H ≥ I , tak lze vynechat H .

Q.E.D.

Důsledek: Zbyde nám tam nakonec nějaká množina neporovnatelných prvk̊u.

V Praze dne 16. prosince 2010 zapsal Tomáš Masař́ık. Verze 1.0
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Obrázek 4: Demonstrace ”One-hand-tied principle”na hře dominee-
ring: ”normálńı”analýza by byla poměrně složitá. Pokud si levý hráč zakáže
takové tahy, aby jeho dominová kostka přetnula jednu z červených čar a i
přesto vyhraje, tak využit́ım principu źıskáme analýzu p̊uvodńı hry. Jenotlivé
části známe jsou to hry ∗ a −∗ a posledńı je hra 1. Stač́ı už jen dokázat, že
∗ = −∗(0|0 = ∗ = −∗ = 0|0). A tak potom je součet ∗+ ∗+ ∗+ ∗+1 = 1 > 0 a
tedy hra je vyhraná pro Levého hráče.
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