1. Geometrické algoritmy

Ukézeme si ne€kolik zakladnich algoritmil na feSeni geometrickych problémi v roviné.
Pro¢ zrovna v roviné? Inu, jednorozmérné problémy byvaji trividlni a naopak pro
vyssi dimenze jsou velice komplikované. Rovina je proto rozumnym kompromisem
mezi obtiZnosti a zajimavosti.

Celou kapitolou néas bude provazet pohadka ze zZivota lednich medvédi. Poku-
sime se vytesit jejich ,kazdodenni“ problémy ...

1.1. Hledani konvexniho obalu

Daleko na severu Zili ledni medvédi. Ve voddach tamniho motre byla hojnost ryb
a jak je zndmo, ryby jsou oblibenou pochoutkou lednich medvédi. ProtoZe medvédi
z nasi pohdadky rozhodné nejsou ledajaci a ani chytrost jim neschdzi, rozhodli se
vSechny ryby pochytat. Znaji presnd mista vyskytu ryb a rddi by vyrobili obrovskou
sit, do které by je vsechny chytili. Pomozte medvédim zjistit, jaky nejmensi obvod
takovd sit miZe mit.

Obr. 1.1: Problém lednich médvéda: Jaky je nejmensi obvod sité?

Neboli v fec¢i matematické, chceme pro zadanou mnozinu bodi v roviné nalézt
jeji konvexni obal.

Definice: O mnozZiné bodd fekneme, Ze je konverni, pokud pro kazdé dva body
obsahuje i celou tisecku mezi nimi. Konvezni obal dané mnoziny bodt M je nejmensi
konvexni mnozina, ktera obsahuje viechny body mnoziny M.

(1) Nejmensi myslime vzhledem k inkluzi, tedy je to prinik vSech konvexnich mnozin
obsahujicich vSechny body z M.

Pamatujete si na linearni obaly ve vektorovych prostorech? Linearni obal mno-
ziny vektort je nejmensi vektorovy podprostor, ktery tyto vektory obsahuje. Neni
nahoda, Ze tato definice pfipomina definici konvexniho obalu. Na druhou stranu
kazdy vektor z linearniho obalu lze vyjadrit jako linedrni kombinaci danych vektori.
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Obr. 1.2: Konvexni obaly malych mnozin

Snadno si vSimneme, ze konvexni obal koneéné mnoziny bodu je vzdy néjaky
konvexni mnohotihelnik. Navic vime, Ze vrcholy lezi v nékterych ze zadanych bodi.
Pro malé pocty bodu to bude vypadat nasledovné:

Nagim tkolem tedy bude najit tento mnohothelnik a vypsat na vystup jeho
vrcholy v pofadi, ve kterém na mnohothelniku lezi (bud po sméru hodinovych rudi-
¢ek nebo proti nému). Pro jednoduchost budeme konvexni obal fikat pfimo tomuto
seznamu vrcholu.

Navic budeme predpokladat, ze viechny body maji rizné z-ové soufadnice.(?
Tim mame zajisténé, Ze existuji dva body, nejlevéjsi a nejpravéjsi, a ty urcité lezi na
konvexnim obalu.

Algoritmus na nalezeni konvexniho obalu funguje na principu, kterému se ob-
vykle ¥ikd zametdni roviny. Prochézime rovinu zleva doprava (,zametdme ji pfim-
kou“) a udrzujeme si konvexni obal téch bod, které jsme uz prosli.

Na pocatku mame konvexni obal jednobodové mnoziny, coz je samotny bod.
Necht tedy uz zname konvexni obal prvnich k — 1 bodt a chceme pfidat k-tj bod.
Ten urcité na novém konvexnim obalu bude lezet (je nejpravéjsi), ale jeho pfidani
k minulému obalu muize zptisobit, Ze hranice pfestane byt konvexni. To ale 1ze snadno
napravit — staci z hranice odebirat body po sméru a proti sméru hodinovych rucicek
tak dlouho, nez opét bude konvexni.

Napriiklad na nasledujicim obrazku nemusime po sméru hodinovych rucicek
odebrat ani jeden bod, obal je v pofaddku. Naopak proti sméru ruci¢ek musime
odebrat dokonce dva body.

Podle tohoto principu uz snadno vytvofime algoritmus. Aby se 1épe popisoval,
rozdélime konvexni obal na horni obdlku a dolni obdlku — to jsou ¢asti, které vedou
od nejlevejsiho bodu k nejpravéjsimu ,horem® a ,spodem”.

Podobné plati i pro konvexni obaly, Zze kazdy bod z obalu je konvexni kombinaci
danych bodi. Ta se 1isi od linearni v tom, Ze vSechny koeficienty jsou v intervalu
[0,1] a navic soucet vSech koeficientt je 1. Tento algebraicky pohled muze mnohé
véci zjednodusit. Zkuste dokazat, ze obé definice konvexniho obalu jsou ekvivalentni.
) To si mizeme dovolit piedpokladat, nebof se viemi body staéi nepatrné poo-
tocit. Tim konvexni obal urcité nezménime a z-ové soufadnice se jiz budou lisit.
Poradi otocenych bodu podle z-ové souradnice pritom odpovida lexikografickému
pofadi (druhotné podle soufadnice y) ptivodnich bodt. Takze sta¢i v nasem algorit-
mu vyménit tiidéni za lexikografické a bude fungovat obecné.
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Obr. 1.3: Pfidani bodu do konvexniho obalu

horni obalka

dolni obalka

Obr. 1.4: Horni a dolni obéalka konvexniho obalu

Obé obalky jsou lomené ¢ary, navic horni obalka porad zataci doprava a dolni
naopak doleva. Pro udrzovani bodu v obélkach staci dva zasobniky. V k-tém kroku
algoritmu pfiddme k-ty bod zvlast do horni i dolni obalky. P¥iddnim k-tého bodu
se vSak muze porusit smér, ve kterém obalka zataci. Proto budeme nejprve body
z obalky odebirat a k-ty bod pfiddme az ve chvili, kdy jeho pfidani smér zataceni
neporusi.

Algoritmus KONVEXNIOBAL

1. Setfidime body podle z-ové souradnice, oznac¢me body by, ..., b,.

2. Vlozime do horni a dolni obélky bod b1: H = D = (by).

3. Pro kazdy dalsi bod b = bs, ..., b,:

4. Prepocitame horni obalku:

5 Dokud |H| > 2, H = (..., hg—1,hs) a thel hy_1hgd je
orientovany doleva:

6. Odebereme posledni bod hy z obalky H.

7. Pfidame bod b do obalky H.

8. Symetricky pfepoéteme dolni obalku (s orientaci doprava).

9. Vysledny obal je tvofen body v obalkach H a D.

Rozebereme si ¢asovou slozitost algoritmu. Set¥idit body podle z-ové soufadni-
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ce dokdzeme v ¢ase O(nlogn). Piidani dalsiho bodu do obélek trv4 linedrné vzhle-
dem k poctu odebranych bodi. Zde vyuzijeme obvykly postup: Kazdy bod je ode-
bran nejvyse jednou, a tedy vSechna odebrani trvaji dohromady O(n). Konvexni
obal dokdzeme sestrojit v ¢ase O(nlogn), a pokud bychom méli seznam bodi jiz
utfideny, dokdzeme to dokonce v O(n).

Algebraicky dodatek: Jak zjistit orientaci thlu? UkéZeme si jednoduchy zpiisob zalo-
Zeny na linearni algebte. Budou se k tomu hodit vlastnosti determinantu. Absolutni
hodnota determinantu je objem rovnobéznosténu urceného fadkovymi vektory ma-
zda je levotoCiva ¢i pravotociva. Protoze nas problém je rovinny, budeme uvazovat
determinanty matic 2 x 2.

Uvazme soufadnicovy systém v rovin€, jehoz z-ova soufadnice roste smérem
doprava a y-ova smérem nahoru. Chceme zjistit orientaci thlu hy_1hib. Oznacme
@ = (21, y1) rozdil soufadnic bodi hy a hy—1 a podobné ¥ = (x4, y2) rozdil soufadnic
boda b a hy. Matici M definujeme nasledovné:

M= (T (7 om)
v T2 Y2
Uhel hj_1hb je orientovan doleva, pravé kdyz det M = x1ys — 2oy je nezéporny,
a spoc¢itat hodnotu determinantu je jednoduché. Mozné situace jsou nakresleny na

obrazku. Poznamenejme, ze k podobnému vzorci se 1ze také dostat pres vektorovy
soucin vektort 4 a 7.
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Obr. 1.5: Jak vypadaji determinanty rtznych znamének v roviné

1.2. Rychlejsi algoritmus

Také vam vrta hlavou, zda jde konvexni obal sestrojit rychleji? Obecné ne,
alesponi pokud chceme body na konvexnim obalu vydat v poradi, v jakém se na
hranici nachazeji.¢® Pokud ovSem na konvexnim obalu vétina bodd nelezi, jde to
rychleji.

3 Pak bychom totiz uméli t¥idit redlna &isla v ¢ase lepsim nez Q(nlogn), coz se
vi, Ze nejde (nads dolni odhad slozitosti t¥idéni z minulého semestru na to ovSem
nestaci). Zkuste pfevod z t¥idéni na hledani konvexniho obalu vymyslet sami.
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Na pfednésce to sice nebylo (a u zkousky nebude), ale zde si ukdZeme nejrych-
lej$i znadmy algoritmus, jehoz autorem je T. Chan a ktery funguje v ¢ase O(nlogh),
kde h znaci pocet bodti lezicich na konvexnim obalu. P¥ekvapivé bude docela snadny.

Predpokladejme, Ze bychom znali velikost konvexniho obalu h. Rozdélime bo-
dy libovolné do [n/h] mnozin Q1,...,Qx tak, aby v kazdé mnoziné bylo nejvyse h
bodt. Pro kazdou z téchto mnozin nalezneme konvexni obal pomoci vyse popsaného
algoritmu. To dokdZeme pro jednu v ¢ase O(hlog h) a pro vSechny v ¢ase O(nlogh).
V druhé fazi spustime tyto piredpocitané obaly slepime do jednoho pomoci tak zva-
ného provdzkového algoritmu. Ten se opird o néasledujici pozorovani:

Pozorovani: Usecka spojujici dva body a a b lezi na konvexnim obalu, pravé kdyz
vS8echny ostatni body lezi na téze strané primky prolozené touto tseckou.

Algoritmu se tika provazkovy, protoZze svoji ¢innosti pfipomind namotavani
provazku podél konvexniho obalu. Za¢neme s bodem, ktery na konvexnim obalu
urcité lezi, to je tfeba ten nejlevéjsi. V kazdém kroku nalezneme nésledujici bod
po obvodu konvexniho obalu. To udélame naptiklad tak, ze projdeme vSechny body
a vybereme ten, ktery svird nejmensi thel s posledni stranou konvexniho obalu.
Nové pridané usecka vyhovuje pozorovani a proto do konvexniho obalu patii. Po
h krocich se dostaneme zpét k nejlevéjSimu bodu a vypocet ukoncéime. V kazdém
kroku potfebujeme projit vSechny body a vybrat néaslednika, coz dokdzeme v Case
O(n). Celkova slozitost algoritmu je tedy O(n - h).

Obr. 1.6: Provazkovy algoritmus a jeho pouziti v predpocitaném obalu

Provazkovy algoritmus funguje, ale ma jednu obrovskou nevyhodu — je totiz
ukrutné pomaly. Kyzeného zrychleni dosdhneme, pokud pouzijeme predpocitané
konvexni obaly. Ty umozni rychleji hledat néslednika. Pro kaZdou z mnozin Q);
najdeme zvl4st kandidata a poté z nich vybereme toho nejlepsiho. Mozny kandi-
dat vzdy lezi na konvexnim obalu mnoziny @;. Vyuzijeme toho, Zze body obalu jsou
yusporadané®, i kdyz trochu netypicky do kruhu. Kandidata mtzeme hledat meto-
zjistime podle sméru zataceni konvexniho obalu. Detaily si rozmysli ¢tenar sam.

Casovd slozitost piileni je O(log h) pro jednu mnozinu. Mnozin je nejvyse O(%),
tedy nasledujici bod konvexniho obalu nalezneme v case O(7 logh). Cely obal na-
lezneme ve slibovaném ¢ase O(nlogh).
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Popsanému algoritmu schazi jedna dilezitd véc: Ve skutecnosti vétsinou ne-
zname velikost h. Budeme proto algoritmus iterovat s rostouci hodnotou h, dokud
konvexni obal nesestrojime. Pokud pfi slepovani konvexnich obali zjistime, ze kon-
vexni obal je vétsi nez h, vypocet ukonc¢ime. Zbyva jesté zvolit, jak rychle ma h
rust. Pokud by rostlo moc pomalu, budeme pocitat zbyteéné mnoho fazi, naopak pii
rychlém rastu by nés posledni faze mohla stat pfilis mnoho.

V k-té iteraci polozime h = 22" Dostavame celkovou slozitost algoritmu:
O(loglog h) O(loglog h)

> Omlog2®")= Y O(n-2m)=0(nlogh),
m=0 m=0

kde posledni rovnost dostaneme jako soucet prvnich O(loglogh) ¢lentt geometrické
fady > 2™.

1.3. Hledani pruseciku usecek

Medvédi vyresili rybi problém a hlad je jiz netrapi. Avsak na severu neZiji sami,
za sousedy maji Eskymdky. ProtoZe je rozhodné lepsi se sousedy dobre vychdzet, jsou
medvédi a Eskymdci velct prdtelé. Skoro kazdy se se svymi prateli rad schdzi. Avsak
to je musi nejprve nalézt . ..

Zkusime nejprve Eskymaktm vyfesit lokalizaci lednich medvédi.

Kdyz takovy medvéd nemd co na prdci, rdd se prochdzi. Na mistech, kde se
trasy protinaji, je zvysend sance, Ze se dva medvédi potkaji a zapovidaji — ostatneé co
byste cekali od medvéedu. To jsou ta spravnd mista pro Eskymdka, ktery chce potkat
medvéda. JenomzZe jak tato kiiZeni najit?

Pro zjednoduseni predpokladejme, Ze medvédi chodi po tiseckach tam a zpét.
Budeme tedy chtit nalézt vSechny pruseciky tsecek v roviné.

™

CROSSING

Obr. 1.7: Problém Eskyméki: Kde vSude se medvédi trasy kiizi?

Pro n tise¢ek miize existovat az (n?) prusecika. (¥ Tedy optimalni sloZitosti
by dosahl i algoritmus, ktery by pro kazdou dvojici tsecek testoval, zda se protina-
ji. Casovou sloZitost algoritmu vSak posuzujeme i vzhledem k velikosti vystupu p.

(4 Zkuste takovy piiklad zkonstruovat.
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Typické rozmisténi tiseCek miva totiz prisecikti spiSe pomélu. Pro tento pfipad si
ukazeme podstatné rychlejsi algoritmus.

Pro jednodussi popis predpokladejme, ze tsecky lezi v obecné poloze. To zna-
mena, ze zadné tfi tisecky se neprotinaji v jednom bodé a prinikem kazdych dvou
tsecek je nejvyse jeden bod. Navic predpokladejme, Zze krajni bod zadné tsecky ne-
lezi na jiné tiseCce a také neexistuji vodorovné tsecky. Na zavér si ukazeme, jak se
s témito pripady vyporadat.

Algoritmus funguje na principu zametani roviny, podobné jako hledani konvex-
niho obalu. Budeme posouvat vodorovnou piimku odshora dold. Vzdy, kdyz narazi-
me na novy prunik, ohldsime jeho vyskyt. Samoziejmé spojité posouvani nahradime
diskrétnim a pfimku vzdy posuneme do dalsiho bodu, kde se néco zajimavého déje.

Tim zajimavym jsou zacdtky usecek, konce usecek a pruseciky usecek. Dohro-
mady jim budeme fikat uddlosti. Po utfidéni zname pro prvni dva typy udalosti
poradi, v jakém se objevi. Priisec¢ikové udalosti budeme objevovat priibézné.

V kazdém kroku si pamatujeme prirez P — posloupnost tisecek zrovna protnu-
tych zametaci pfimkou. Tyto tisecky mame utfidéné zleva doprava. Navic si udrzu-
jeme kalendaf K budoucich udélosti. V ném budou naplanovany vsechny zacatky a
konce lezici pod zametaci pfimkou. Navic se pro kazdou dvojici tsecek podivame,
zda se pod zametaci pfimkou protnou, a pokud ano, tak takovy prusecik také napla-
nujeme. (Mohli bychom pfitom tsecky povazovat za polopfimky, falesné priseéiky
totiz beztak smaZzeme diive, neZ na né dojde fada.)

Algoritmus pro hledéni prunika tsecek pak funguje nésledovné:

Algoritmus PRUSECIKY

1. P« 0.

2. Do K vlozime zacatky a konce vSech usecek.

3. Dokud K # (:

Odebereme nejvyssi udalost.

Pokud je to zacatek tsecky, zatfidime novou tsecku do P.
Pokud je to konec tisecky, odebereme tisecku z P.

Pokud je to prusecik, nahlasime ho a prohodime tsecky v P.
Navic vzdy pfepocitdme napldnované prisecikové udélosti (nej-
vyse dvé odebereme a dvé nové pridame).

® NS o

Zbyvé rozmyslet, jaké datové struktury pouzijeme pro reprezentaci prirezu a
kalendare. S kalendarem je to snadné, ten muzeme ulozit naptiklad do haldy. Co
potfebujeme délat s priafezem? Vkladat a odebirat usecky, ale také k dané usecce
nalézt jejiho pfedchtidce a naslednika (to je potfeba pfi planovani priseéikovych
udélosti). Nabizi se vyuzit vyhleddvaci strom, ovSem jako kli¢e v ném nemohou vy-
stupovat z-ové soufadnice tsecek (respektive jejich priiseciki se zametaci pfimkou).
Ty se totiz pfi kazdém posunuti naseho ,kostéte“ mohou vSechny zménit.

Ulozime tedy do vrcholti misto soufadnic jen odkazy na tsecky. Ty se neméni
(a mezi udalostmi se neméni ani jejich potadi, coz je dulezité) a kdykoliv néjaka
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operace se stromem navstivi jeho vrchol, dopocitame aktudlni soufadnici tisecky a
podle toho se rozhodneme, zda se vydat doleva nebo doprava.

Prurez obsahuje vZdy nejvyse n tsecek, takze operace se stromem budou trvat
O(logn). V kalendéfi se nachézi nejvyse n zac¢atkl a konct a nejvyse n prisecikovych
udélosti (ty planujeme pro dvojice usefek sousedicich v prifezu, a téch je vzdy
nejvyse n). Operace s kalendafem proto trvaji také O(logn).

Pii vyhodnocovani kazdé udalosti provedeme O(1) operaci s datovymi struktu-
rami, takze udalost zpracujeme v ¢ase O(logn). Vech udalosti dohromady je pfitom
O(n + p), a proto cely algoritmus dobé&hne v éase O((n + p)logn).

Cviceni: Popiste, jak algoritmus upravit, aby nepotieboval predpoklad obecné polohy
tsecek. Podobné jako u konvexniho obalu, i zde staci jednoduché tpravy.

Na zavér poznamenejme, ze existuje efektivnéjsi, byt daleko komplikovandjsi,
algoritmus od Chazella dosahujici ¢asové slozitosti O(nlogn + p).

1.4. Hledani nejblizsich bodi a Voroného diagramy

Nyni se pokusime vyftesit i problém druhé strany — pomtizeme medvédim nalézt
Eskymaky.

Eskymdci travi vétsinu casu doma, ve svém igli. Takovy medvéd je na své toulce
zasnézenou krajinou, kdyZ tu se najednou rozhodne navstivit néjakého Eskymdka.
Proto se podivd do své medvédi mapy a nalezne nejblizsi igli. Md to ale jeden hacek,
gl jsou spousty a medved by ddvno usnul, nez by nejblizZsi objevil.

Popiseme si nejprve, jak vypada medvédi mapa. Medvédi mapa obsahuje ce-
lou Arktidu a jsou v ni vyznacena vsechna igli. Navic obsahuje vyznacené oblasti
tvorené body, které jsou nejblize k jednomu danému igla. Takovému schématu se
tika Voroného diagram. Ten pro zadané body x1,...,x, obsahuje rozdéleni roviny
na oblasti By, ..., B,, kde B; je mnozina bodi, které jsou blize k x; nez k ostatnim
bodim ;. Formalné jsou tyto oblasti definovany nasledovné:

B ={y € R* | Vj: p(zi,y) < plj,y)}

kde p(z,y) znadi vzdalenost bodd z a y.

Ukézeme si, ze Voroného diagram mé prekvapivé jednoduchou strukturu. Nej-
prve uvazme, jak budou vypadat oblasti B, a By pouze pro dva body a a b, jak je
naznaceno na obrazku. VSechny body stejné vzdalené od a i b lezi na pfimce p — ose
tsecky ab. Oblasti B, a By jsou tedy tvofeny polorovinami ohrani¢enymi osou p.
Tedy obecné tvofi mnozina vSech bodil blizsich k x; nez k x; néjakou polorovinu.
Oblast B; obsahuje vsechny body, které jsou soucasné blizsi k x; nez ke vSem ostat-
nim bodim z; — tedy lezi ve vSech polorovinach soucasné. Kazda z oblasti B; je
tvofena prinikem n — 1 polorovin, tedy je to (moZné neomezeny) mnohothelnik.
Priklad Voroného diagramu je naznacen na obrazku. Zadané body jsou oznaceny
préazdnymi krouzky a hranice oblasti B; jsou vyznacené cernymi ¢arami.
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Body blizsi k a nez b Voroného diagram

Neni nahoda, pokud vam hranice oblasti pfipominé rovinny graf. Jeho vrcholy
jsou body, které jsou stejné vzdalené od alespon tii zadanych bodd. Jeho stény
jsou oblasti B;. Jeho hrany jsou tvoreny ¢asti hranice mezi dvéma oblastmi — body,
které maji dvé oblasti spole¢né. Obecné prinik dvou oblasti muze byt, v zavislosti
na jejich sousedéni, prazdny, bod, tsecka, polopiimka nebo dokonce celd pfimka.
V dalsim textu si predstavme, Ze cely Voroného diagram uzavieme do dostatecné
velkého obdélnika, ¢imz dostaneme omezeny rovinny graf.

Poznamenejme, ze prerusované ¢ary tvori hrany duélniho rovinného grafu s vr-
choly v zadanych bodech. Hrany spojuji sousedni body na kruznicich, které obsahuji
alespon t¥i ze zadanych bodt. Naptiklad na obrazku dostavame skoro samé troja-
helniky, protoze vétSina kruZnic obsahuje pfesné t¥i zadané body. Avsak nalezneme
i jeden ¢tyithelnik, jehoz vrcholy lezi na jedné kruznici.

Zkusime nyni odhadnout, jak velky je rovinny graf popisujici Voroného dia-
gram. Pro rovinné grafy bez nasobnych hran obecné plati, ze maji nejvyse linearné
mnoho hran vzhledem k vrcholiim. My ovSsem nezname pocet vrcholi, nybrz pocet
stén — kazdé sténa odpovida jednomu ze zadanych bodt. Proto odhad poctu hran
pouZijeme na dual naseho grafu, ¢imz prohodime vrcholy se sténami a hran ztstane
stejné. Zadnou nasobnou hranu jsme tim nepfidali, ta by totiZz odpovidala sténé ve-
likosti 2 ve Voroného diagramu a takové neexistuji, nebot kazda sténa je ohranicena
rovnymi ¢arami.

Voroného diagram pro n zadangch bodu je tedy velky O(n). Dodejme, Ze ho
lze zkonstruovat v ¢ase O(nlogn), napiiklad pomoci zametani roviny nebo metodou
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Rozdél a panuj. Tim se v8ak zabyvat nebudeme,(®) misto toho si ukazeme, jak v jiz

spoc¢teném Voroného diagramu rychle hledat nejblizsi body.

1.5. Lokalizace bodu uvnitf mnohouhelnikové sité

Problém medvédi je najit v medvédi mapé co nejrychleji nejblizsi igld. Mame
v roviné sit tvorenou mnohothelniky. Chceme pro jednotlivé body rychle rozhodo-
vat, do kterého mnohotihelniku patii. Nase feSeni budeme optimalizovat pro jeden
pevny rozklad a obrovské mnozstvi riiznych dotazi, které chceme co nejrychleji zod-
povédét.(®) Nejprve predzpracujeme zadané mnohothelniky a vytvofime strukturu,
ktera ndm umozni rychlé dotazy na jednotlivé body.

Ukazme si pro zacatek feSeni bez pfedzpracovani. Rovinu budeme zametat sho-
ra dolt vodorovnou pfimkou. Podobné jako pfi hledani prisecikt secek, udrzujeme
si prafez primkou. VSimnéte si, ze tento prifez se méni jenom ve vrcholech mnoho-
thelnikt. Ve chvili, kdy narazime na hledany bod, podivame se, do kterého intervalu
v prufezu patfi. To ndm d& mnohothelnik, ktery nahldsime. Prifez budeme ucho-
vavat ve vyhleddvacim stromé. Takové FeSeni m4 slozitost O(nlogn) na dotaz, coz
je hrozné pomalé.

Predzpracovani bude fungovat nasledovné. Jak je naznaceno na obrazku pre-
rusovanymi ¢arami, roziezeme si celou rovinu na pasy, béhem kterych se prifez
pfimkou neméni. Pro kazdy z nich si pamatujeme stav stromu tak, jak vypadal
prufez pii prochézeni timto pasem. Kdyz chceme lokalizovat néjaky bod, nejprve
pulenim nalezneme pés, ve kterém se nachazi y-ova souradnice bodu. Poté polozime
dotaz na prislusny strom. Strom prochazime a po cesté si dopocitame souradni-
ce prufezu, az lokalizujeme spravny interval v prifezu. Dotaz dokaZzeme zodpovédét
v ¢ase O(logn). Hledany bod je na obrazku naznacen prazdnym koleckem a nalezeny
interval v prifezu je vytazeny tucné.

Kdybychom si ovSem uchovévali stavy stromu tak, Ze bychom si pro kazdy pés
poridili kopii celého stromu, spotfebovali bychom jenom kopirovanim stromu cas i
pamét ©(n?logn). Misto toho si poiidime persistentni vyhledavaci strom — ten si
pamatuje historii vSech svych zmén a umi v ni vyhledavat. Pfesnéji feceno, po kazdé
operaci, kterd méni stav stromu, vznikne nova wverze stromu a operace pro hledani
dostanou jako dalsi parametr identifikdtor verze, ve které maji hledat.

Popiseme jednu z moznjch konstrukci persistentniho stromu. Uvazujme oby-
éejny vyhledavaci strom, feknéme AVL strom. Rozhodneme se ale, Ze jeho vrcholy
nikdy nebudeme ménit, abychom neporusili zaznamenanou historii. Misto toho si po-
fidime kopii vrcholu a tu zménime. Musime ovSem zménit ukazatel na dany vrchol,

5) Pro zvidavé, kteif nemaji zkousku druhy den rano: Detaily naleznete v zépiscich
z ADS z roku 2007/2008.

{6) Pfedstavujme si to tieba tak, ze medvédém zprovoznime server. Ten jednou
schrousta celou mapu a potom co nejrychleji odpovida na jejich dotazy. Medveédi
tak nemusi v mapdach nic hledat, staci se pfipojit na server a pockat na odpovéd.
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Obr. 1.8: Mnohothelniky rozifezané na pasy

aby ukazoval na kopii. Proto zkopirujeme i jeho otce a upravime v ném ukazatel.
Tim padem musime upravit i ukazatel na otce, atd., az se dostaneme do kofene.
Kopie kofene se pak stane identifikatorem nové verze.

Zkopirovali jsme tedy celou cestu mezi kofenem stromu a upravovanym vrcho-
lem. Uchovani jedné verze nas tedy stroji ¢as O(logn) a prostor taktéz O(logn). Jes-
té nesmime zapomenout, ze po kazdé operaci nasleduje vyvazeni stromu. To ovSem
upravuje pouze vrcholy, které lezi v konstantni vzdalenosti od cesty z mista tpravy
do korene, takze jejich zkopirovanim casovou ani prostorou slozitost nezhorsime.

Obr. 1.9: Jedna operace méni pouze okoli cesty — navéSené podstromy se nemeéni.

Celkova Gasova slozitost je tedy O(nlogn) na pfedzpracovani Voroného diagra-
mu a vytvoreni persistentniho stromu. Kvili persistenci potfebuje toto predzpraco-
van{ pamét O(nlogn). Na dotaz spotiebujeme ¢as O(logn), nebot nejprve vyhleda-
me pilenim pfislusny pas a poté polozime dotaz na pfislusnou verzi stromu.

Lze to lépe? Na zavér poznamenejme, Ze spotfeba paméti ©(logn) na uloZeni jedné
verze je zbytecné vysoka. Existuje o néco chytiejsi konstrukce persistentniho stromu,
které staci konstantni pamét, alesponi amortizované. Nastinime, jak funguje.

Nejprve si poridime vyhledavaci strom, ktery pii kazdém vlozeni nebo smazani
prvku provede jen amortizované konstantni pocet strukturdlnich zmén (to jsou zmény
hodnot a ukazateli, zkratka vseho, podle ¢eho se Tidi vyhledavani a co je tedy
potieba verzovat; zména pocitadla ve vrcholu u AVL-stromu tedy strukturalni neni).
Tuto vlastnost maji tfeba 2,4-stromy nebo nékteré varianty cerveno-cernych stromii.
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Nyni ukdzeme, jak jednu strukturdlni zménu zaznamenat v amortizované kon-
stantnim prostoru. Kazdy vrchol stromu si tentokrat bude pamatovat dvé své verze
(spolu s ¢asy jejich vzniku). Pfi prachodu od kofene porovname ¢as vzniku téchto
verzi s aktudlnim ¢asem a vybereme si spravnou verzi. Pokud potfebujeme zazname-
nat novou verzi vrcholu, budto na ni ve vrcholu jesté je misto, nebo neni a v takovém
ptipadé vrchol zkopirujeme, coz vynuti zménu ukazatele v rodici, a tedy i vytvote-
ni nové verze rodice, atd. az pfipadné do korene. Identifikitorem verze celé datové
struktury bude ukazatel na aktualni kopii kofene.

Jedna operace mutze v nejhorsim piipadé zptisobit zkopirovani vSech vrcholti az
do korene, ale jednoduchym potencidlovym argumentem lze dokézat, Ze pocet kopii
bude amortizované konstantni.
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