1. Hradlové sité
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¢im dal vic vypocetniho vykonu. Rychlost a kapacita poc¢ita¢u zatim rostla exponen-
cidlné, takze se zda, ze staci chvili pockat. Jenze tento rust se urcité nékdy zastavi
— napfiiklad neni jasné, jestli puijde vyrabét transistory mensi nez jeden atom.

Jak si tedy s obrovskymi daty poradime? Jedna z lakavych moznosti je prosté
do vypoctu zaptahnout vice nez jeden procesor. Ostatné, vicejadrové procesory, které
dneska najdeme ve svych stolnich pocitacich, nejsou nic jiného nez viceprocesorovy
systém na jednom ¢ipu.

Nabizi se tedy obtiznou tlohu rozdélit na nékolik ¢asti, nechat kazdy procesor
(&1 jadro) poditat jednu z ¢asti a nakonec jejich vysledky spojit dohromady. To se
snadno Fekne, ale s vyjimkou trividlnich tloh uz obtiznéji provede.

Pojdme se podivat na nékolik zajimavych paralelnich algoritmti. Abychom se
nemuseli zabyvat detaily hardwaru konkrétniho viceprocesorového pocitace, zave-
deme si pomérné abstraktni vypocetni model, totiz hradlové sité. Tento model je
daleko paralelnéjsi nez skuteény pocitac, ale presto se techniky, které si ukazeme,
daji snadno vyuzit i prakticky. Konec koncii sama vnitini architektura procesort se
nasemu modelu velmi podoba.

1.1. Hradlové sité

Hradlové sité jsou tvofeny navzajem propojenymi hradly. Kazdé hradlo pfitom
pocita néjakou (obecné libovolnou) funkci ¥ — ¥, kde ¥ je koneén4 abeceda (stejna
pro celou sit) a k pfirozené ¢islo (pocet vstupii hradla, jinak téz jeho arita).
Priklad: Casto studujeme hradla booleovskd (pracujici nad abecedou ¥ = {0,1}).
Ta pocitaji jednotlivé logické funkce, mezi nejbéznéjsi patii:

e nuldrni funkce: to jsou konstanty (FALSE = 0, TRUE = 1),
e unarni funkce: identita a negace (NOT, —),
® binarni funkce: logicky soucin (AND, &), soucet (OR, V), ...

Propojenim hradel pak vznikne hradlovd sit. NeZ vyfkneme formdlni definici,
pojdme se podivat na piiklad jedné takové sité:

Nage sit m4 tii vstupy, pét booleovskych hradel a jeden vystup. Na vystupu
je pritom jednicka praveé tehdy, jsou-li jednicky pfitomny na alespon dvou vstupech.
Jinymi slovy vraci majoritu ze vstupt, tedy hodnotu, kterd prevazuje.

Obecné kazd4 hradlova sit ma néjaké vstupy, hradla a vystupy. Kazdy vstup
hradla je pfitom pfipojen budto na néktery ze vstupt sité nebo na vystup jiného
hradla. Vystupy hradel mohou byt propojeny na vstupy dalsich hradel (mohou se
vétvit), nebo na vystupy sité. Libovolné, jen nesmime vytvaret cykly.

Nyni totéz formalnéji:
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Obr. 1.1: Hradlov4 sit — t¥ivstupova verze funkce majorita

Definice: Hradlovd sit je urcena:

® gbecedou Y, coz je néjakd koneCnd mnozina symboli;

® po dvou disjunktnimi koneénymi mnozinami
I (vstupy), O (vystupy) a H (hradla);

e acyklickym orientovanym multigrafem (V, E), kde V = TUOUH;("

® zobrazenim F', které kazdému hradlu h € H pfifadi néjakou funk-
ci F(h) : ") — % coz je funkee, kterou toto hradlo vykonava.
Cislu a(h) fikdme arita hradla h;

® zobrazenim z : E — N, jez o hranach vedoucich do hradel fika,
kolikatému argumentu funkce odpovidaji;(2

Ptitom jsou splnény néasledujici podminky:

® Do vstupt nevedou zadné hrany.

® 7 vystupt nevedou zadné hrany a do kazdého vystupu vede pravé
jedna hrana.

® Do kazdého hradla vede tolik hran, kolik je jeho arita.

® Vsechny vstupy hradel jsou zapojeny. Tedy pro kazdé hradlo h a
kazdy jeho vstup j € {1,...,a(h)} existuje pravé jedna hrana e,
ktera vede do hradla h a z(e) = j.

Poznamka: Nékdy se hradlovym sitim také ¥ika kombinacéni obvody a pokud pracuji
nad abecedou ¥ = {0, 1}, pak booleovské obvody.

Definice: Vijpocet sité postupné prifazuje hodnoty z abecedy X vrcholim grafu. Vy-
pocet probihd po taktech. V nultém taktu jsou definovany pouze hodnoty na vstu-
pech sité a v hradlech arity 0 (konstanty). V kazdém dal$im taktu pak ohodnotime
vrcholy, jejichZz vSechny vstupni hrany vedou z vrchola s jiz definovanou hodnotou.

(1 Pro¢ potiebujeme multigraf? Napiiklad chceme-li vistup jednoho hradla piipo-
jit soucasné na vice ruznych vstupu jiného hradla.
2) Na hranach vedoucich do vystupti nechavame hodnotu této funkce nevyuzitu.
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Hodnotu hradla h pfitom spocteme funkei F(h) z hodnot na jeho vstupech
usporadanych podle funkce z. Vystup sité pouze zkopiruje hodnotu, kterd do néj
po hrané prisla.

Jakmile budou po néjakém poctu taktt definované hodnoty vsech vystup,
vypoclet se zastavi a sit vydd vysledek — ohodnoceni vystupt.

Podle pribéhu vypoctu muzeme vrcholy sité rozdélit do vrstev:

Definice: i-td vrstva S; obsahuje pravé ty vrcholy v, pro které nejdelsi z cest z libo-
volného vrcholu se vstupnim stupném 0 do v ma délku rovnou prave <.
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Obr. 1.2: Pribéh vypoctu a rozdéleni sité na vrstvy

Par pozorovani o pribéhu vypoctu:

® V i-té vrstvé jsou tedy pravé ty vrcholy, které poprvé ohodnotime
v i-tém taktu vypoctu.

e Jelikoz sit je acyklicka, tak plati, Ze jakmile vrchol ohodnotime, uz
se jeho ohodnoceni nikdy nemiize zménit.

® Kdyz se vydame z libovolného vrcholu proti sméru hran, po konec-
né mnoha krocich dojdeme do vrcholu s nulovym vstupnim stup-
ném (vstupu sité nebo konstantniho hradla). Proto kazdy vrchol
lezi v néjaké vrstve.

® Vrstvy jsou disjunktni, takZze pocet neprazdnych vrstev je nutné
kone¢ny. V kombinaci s pfedchozim pozorovanim dostaneme, ze vy-
pocet sité se vzdy zastavi.

® Navic posledni neprazdna vrstva je pravé ta, kde se vypocet zastavi
— z kazdého dalsiho vrcholu by totiz bylo mozné po hranach dojit do
vrcholu s vystupnim stupném 0 a jediné takové vrcholy jsou vystupy
sité. Ty by tedy musely také lezet v nékteré z nasledujicich vrstev,
coz ovSem neni mozné, nebot vypodet se uz zastavil.

To nas motivuje k nasledujici definici:

Definice: Casovou sloZitost sité definujeme jako poéet jejich neprazdnych vrstev.
Podobné prostorovou sloZitost polozime rovnu poctu hradel v siti.

Poznamka o aritach: Kdybychom pfipustili hradla s libovolné vysokym poc¢tem vstu-
pU, mohli bychom jakykoliv problém se vstupem délky n a vystupem délky ¢ vyfesit
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v jedné vrstvé pomoci £ kusi n-vstupovych hradel. Kazdému bychom prosté prifadili
funkci, ktera pocita ptislusny bit vysledku ze vSech biti vstupu.

To v8ak neni ani realistické, ani pékné. Jak z toho ven? Pfidame pravidlo, které
omezi arity vSech hradel néjakou pevnou konstantou, tfeba dvojkou. Budeme tedy
pouzivat vyhradné nularni, unarni a binarni hradla.

Poznamenejme jesté, ze realisticky model (byt s trochu jinymi vlastnostmi) by

vznikl také tehdy, kdybychom misto arity omezily typy funkci, feknéme na AND, OR
a NOT.
Poznamka o uniformité: Dodejme, Ze od béZnych vypocetnich modelt, jako je tie-
ba RAM, se hradlové sité lisi jednou podstatnou vlastnosti — kazd4 sif zpracovava
vyhradné vstupy jedné konkrétni velikosti. Chceme tedy najit néjaky obecny pred-
pis, ktery pro kazdou velikost vstupu sestroji prislusnou sif. Takovym vypodetnim
modeltum se ¥ikd neuniformni.

A co myslime onim pfedpisem pro sestrojeni sité? Bude to pro nas prosté ja-
kykoliv algoritmus (klasicky, neparalelni) bézici v polynomidlnim éase. (Kdybychom
dovolili i pomalejsi algoritmy, mohli bychom béhem konstrukce provadét néjaky na-
ro¢ny predvypocet a jeho vysledek zabudovat do struktury sité. To obvykle neni
zéddouci.)

Hleda se jednicka

Abychom si novy vypocetni model osahali, zkusme nejprve sestrojit obvod,
ktery zjisti, zda se mezi jeho n vstupy vyskytuje alespon jedna jednicka. To znamend
vypocitat n-vstupovou funkci OR.

Pruni teseni: Zapojime hradla za sebe (sériové). Casové i prostorova slozitost ¢ini
O(n). Zde ovSem viibec nevyuzivame toho, ze by mohlo poéitat vice hradel soucasné.

Druhé teseni: Hradla budeme spojovat do dvojic, pak vysledky téchto dvojic opét
do dvojic a tak dale. Diky paralelnimu zapojeni dosdéhneme ¢asové slozitosti ©(logn),
pri¢emz prostorovéa slozitost zistane linearni.

1.2. S¢itani binarnich éisel

Zajimavéjsi ulohou, jejiz paralelizace uz nebude tak trivialni, je obycejné s¢itani
dvojkovych ¢isel. Méjme dvé cisla x a y zapsané ve dvojkové soustave. Jejich cislice
oznadme Tp_1...%To & Yn—1 - .. Yo, Pricemz i-ty fad ma vahu 2°.

Thned se nabizi pouzit stary dobry ,Skolni algoritmus séitani pod sebou“. Ten
funguje ve dvojkové soustavé stejné dobfe jako v desitkové. S¢itame cisla zprava
doleva, vzdy seCteme x; s y; a priCteme prenos z nizsiho radu. Tim dostaneme jednu
¢islici vysledku a pfenos do vyssiho fadu. Formalné bychom to mohli zapsat tieba
takto:

2 =2; DyY; D¢,

kde z; je i-ta cislice souétu, @ znaci operaci XOR (soucet modulo 2) a ¢; je pFenos
z (i — 1)-niho fadu do i-tého. Pfenos do vyssiho fadu nastane tehdy, pokud se ndm
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Obr. 1.3: Sériové feSeni
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Obr. 1.4: Paralelni feSeni

potkaji dvé jednicky pod sebou, nebo kdyz se vyskytne alespon jedna jednicka a k to-
mu prenos z niz§iho fadu. To je tehdy, kdyZ mezi tfemi xorovanymi c¢islicemi jsou
alespon dvé jednicky — k tomu se nam hodi jiz znamy obvod pro majoritu:

Co = Oa
Civ1=(x; & y) V(i & &)V (4 & ).
O tomto predpisu snadno dokazeme, ze funguje (zkuste si to), nicméné pokud
podle n&j postavime hradlovou sit, bude pomérné pomala. Sit si miizeme predstavit

tak, Ze je slozena z n&jakych podsiti (,krabic¢ek*), které budou mit na vstupu x;, y;
a ¢; a jejich vystupem bude z; a ¢;41:
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Obr. 1.5: S¢itani skolnim algoritmem

Kazda krabicka ma sama o sobé konstantni hloubku, ovSem k vypoctu potiebu-
je prenos vypocitany predchézejici krabickou. Jednotlivé krabicky proto musi lezet
v rliznych vrstvach sité. Vrstev tedy je ©(n) a stejné tak hradel. Oproti sekvenénimu
algoritmu jsme si bohuzel ani trochu nepomohli.

Pienosy v blocich

Jak sé¢itani zrychlit? To, co néas pfi s¢itani brzdi, jsou evidentné pfenosy mezi
jednotlivymi fady. Kdybychom je dokézali spocitat rychleji, mdme vyhrano — sou-
Get uz ziskdme jednoduchym xorovanim, které zvlddneme paralelné v case ©(1).
Uvazujme tedy nad zpusobem, jak prenosy spocitat paralelné.

Podivejme se na libovolny blok v naSem souc¢tu. Tak budeme fikat ¢islim
Zj...x;ay;...y; vnéjakém intervalu indext (i, j). Pfenos ¢;1 vystupujici z tohoto
bloku zavisi mimo hodnot s¢itanci uz pouze na prenosu ¢;, ktery do bloku vstupuje.

Xox  oon| X oo X oo X
Yo Yi Yi Yo
c. Cn c Co=

Obr. 1.6: Blok souctu

Pro konkrétni séitance se tedy muZeme na blok divat jako na néjakou funkci,
kterd dostane jednobitovy vstup (pfenos zespoda) a vyd4 jednobitovy vystup (pfenos
nahoru). To je ndm milé, nebot takové funkce existuji pouze Ctyf¥i:

f(x)=0 konstantni 0, blok pohlcuje prenos

flx)=1 konstantni 1, blok vytvdri pfenos

flx)== identita (znac¢ime <), blok kopiruje prenos

flz) = negace, ukazeme, Ze u zadného bloku nenastane

Této funkci budeme fikat chovdni prislusného bloku.
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Obr. 1.7: Tabulka trivialnich bloku

SEYs

Jednobitové bloky se pritom chovaji velice jednoduse:

Blok prvniho druhu vzdy pfedavé nulovy pfenos, at uz do néj vstoupi jakykoliv
— prenos tedy pohlcuje. Posledni blok naopak sdm o sobé pienos vytvaii, at dostane
cokoliv. Oba bloky prostfedni se chovaji tak, ze samy o sobé zadny prenos nevytvori,
ale pokud do nich néjaky prijde, tak také odejde.

Veétsi bloky mizeme rozdélit na ¢asti a podle chovani ¢asti urcit, jak se chova
cely blok. Méjme blok B sloZeny z menSich podbloktt H (horni ¢ast) a D (dolni).
Chovani celku zavisi na chovani ¢asti takto:

o

0 1 <

0/0 0 O
H(1 |1 1 1
< 0 1 <

Obr. 1.8: Sklddani chovéani bloku

Pokud vyssi blok prenos pohlcuje, pak at se uz nizsi blok chovéa jakkoli, slozeni
obou blokt musi vzdy pohlcovat. V prvnim radku tabulky jsou tudiz nuly. Analo-
gicky pokud vyssi blok generuje pienos, tak ten nizsi na tom nic nezméni. V druhém
radku tabulky jsou tedy samé jednicky. Zajimaveéjsi pripad nastava, pokud vyssi blok
kopiruje — tehdy zélezi ¢isté na chovani nizsiho bloku.

Vsimnéme si, ze sklddani chovani blokl je vlastné tplné obycejné skladani
funkci. Nyni bychom mohli prohlésit, ze budeme pocitat nad t¥iprvkovou abecedou,
a ze celou tabulku dokdzeme spoditat jednim jedinym hradlem. Pojdme si pfeci jen
rozmyslet, jak bychom takovou operaci popsali ¢isté binarné.

THi stavy mtzeme zakédovat pomoci dvou biti, fikejme jim t¥eba p a q. Dvojice
(p, q) pfitom miize nabyvat hned ¢tyf mozngch hodnot, my dvéma z nich pfifadime
stejny vyznam:

(I,x)=<  (0,00=0  (0,1)=1.

Kdykoliv p = 1, blok kopiruje pfenos. Naopak p = 0 odpovida tomu, ze blok posila
do vyssiho Ffadu konstantni pfenos, a g pak urcuje, jaky. Kombinovani blokt (sklddani
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funkcf) pak mtizeme popsat nasledovné:

pB = pH & pp,
g = (—pu & qu) V (pr & qp).

A priichod pfenosu blokem (dosazeni hodnoty funkce) takto:
¢ir1=(p&ci)V(-p&aq).

Rozmyslete si, ze tyto formule odpovidaji vySe uvedené tabulce.
Paralelni sc¢itani

Od popisu chovani blokiu je uz jenom kricek k paralelnimu pfedpovidani pfe-
nost, a tim i k paralelni s¢itacce. Bez Gjmy na obecnosti budeme pfedpokladat,
Ze pocet bit vstupnich ¢isel je mocnina dvojky; jinak vstup doplnime zleva nulami.

Algoritmus bude rozdélen na dvé ¢asti:

Proni ¢ast spocita chovani vSech prirozengch bloku — tak budeme fikat bloktim,
jejichz velikost je mocnina dvojky a pozice je délitelnd velikosti (bloky téze velikosti
se tedy nepfekryvaji). Nejprve v konstantnim ¢ase stanovi chovani blokt velikosti 1,
ty pak spoji do dvojic, dvojice zase do dvojic atd., obecné v i-tém kroku spocte
chovani vSech prirozenych bloku velikosti 2°.

Druhd cast pak dopocita prenosy, a to tak, aby v i-tém kroku byly znamy
pfenosy do Fadu délitelnych 21°6~% V nultém kroku tedy pouze ¢y = 0 a c,,, ktery
spo¢itd z ¢y pomoci chovani bloku (0,7n). V prvnim kroku pomoci bloku (0,7n/2)
dopo¢ita ¢, /2, v druhém pomoci (0,7/4) spocita c,, /4 a pomoci (n/2,3/4 - n) dostane
3/4.n atd. Obecné v i-tém kroku pouzivd chovani bloki velikosti Qlogn—i,

Séitaci sit tedy bude vypadat takto:

1. ©(1) hladin vypoétu chovani bloka velikosti 1.
2. ©(logn) hladin poéitajicich chovéni v8ech pfirozenych blok.
3. ©(logn) hladin dopo¢itavajicich pfenosy ,zahustovanim®.

4. ©(1) hladin na samotné secteni: Vi : z; = z; ® y; D ¢;.

Potadibitu | 7| 6| 5| 4|3/ 2|1|0
Pnvnidislo (01| 1|10 1|0 0
Druhé &isle |00 1) 1/1 /011
gl =1 1|« «| ¢«
a 1 < <
Bloky s pfenosy 0 -
4]

Plenos [0 [1[1][1]0]o]o[0]

Obr. 1.9: Vypocet pfenosu
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Algoritmus tedy pracuje v éase O(logn). Vyuziva k tomu linedrné mnoho hra-
del: pfi vypoctu chovani blokt na jednotlivych hladinidch pocet hradel exponencialné
klesd od n k 1, béhem zahustovani pfenostl naopak exponencidlné stoupd od 1 k n.
Obé geometrické Fady se seCtou na O(n).

Paralelni nasobeni

Jesté si rozmysleme, jak rychle by bylo mozné ¢isla nasobit. Opét se inspirujeme
gkolnim algoritmem: pokud nésobime dvé n-cifernd ¢isla z a y, uvazime vSech n
posunuti ¢isla x, kazdé z nich vynasobime ptislusnou ¢islici v y a vysledky poscéitame.

X y

(01101... | & 1

(01101.... | & 0

(01101.... \ & 1

(01101.... \ & 1
a secist...

Obr. 1.10: Skolni nasobeni

Ve dvojkové soustaveé je to jesté jednodussi: nasobeni jednou d¢islici je prosty
AND. Paralelné tedy vytvorime vSechna posunuti a spocitame vSechny ANDy. To vSe
stihneme za 1 takt vypoctu.

Zbyva secist n ¢isel, z nichz kazdé ma ©(n) bitt. Mohli bychom opét sdhnout
po osvédéeném triku: séitat dvojice ¢isel, pak dvojice téchto souctl, atd. Takova sit
by meéla tvar binarniho stromu hloubky log n, jehoz kazdy vrchol by obsahoval jednu
séitacku, a na tu, jak vime, postaci ©(logn) hladin. Cely vypocet tedy bézi v case
O(log? n).

Jde to ale rychleji, pouzijeme-li jednoduchy, téméf kouzelnicky trik. Sestrojime
kompresor — to bude obvod konstantni hloubky, ktery na vstupu dostane tfi ¢isla a
vypocte z nich dvé ¢isla majici stejny soucet jako zadana trojice.

K ¢emu je to dobré? Mame-li secist n ¢isel, v konstantnim ¢ase dokdZeme tento
ukol pfevést na seéteni [2/3 - n] Eisel, to pak opét v konstantnim Gase na seéteni
[(2/3)?-n] éisel atd., az ndm po [logs » n] = O(logn) krocich zbudou dvé éisla a ta
seCteme klasickou sc¢itackou. Zbyva vymyslet kompresor.

Konstrukce kompresoru: Oznacme vstupy kompresoru z, y a z a vystupy p a q. Pro
kazdy tad i spocteme soucet x; +1; + z;. To je né€jaké dvoubitové ¢islo, takze mizeme
jeho nizsi bit prohlasit za p; a vyssi za g;41.

Jinymi slovy vsechna tii ¢isla jsme normalné secetli, ale misto abychom pfenosy
posilali do vyssiho fadu, vytvorili jsme z nich dalsi ¢islo, které méa byt k vysledku
c¢asem pricteno.
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Obr. 1.11: Kompresor

Shrnuti: Nage sif pro paralelni nésobeni pracuje v ¢ase O(logn) — nejdiive v kon-
stantnim ¢ase vytvaiime mezivysledky, pak pouzijeme ©(logn) hladin kompresori
konstantni hloubky a nakonec jednu séitacku hloubky ©(logn). Jistou vadou na
krase ovSem je, Ze na to potfebujeme ©(n?) hradel.

1.3. Tridici sité
Jesté zkusime paralelizovat jeden klasicky problém, totiz tfidéni. Budeme k to-

mu pouzivat kompardtorovou sit — to je hradlova sit sloZena z kompardtori.

Jeden komparator umi porovnat dvé hodnoty a rozhodnout, kterd z nich je
vétsi a kterd mensi. Nevraci vSak booleovsky vysledek jako bézné hradlo, ale ma dva
vystupy: na jednom z nich vraci mensi ze vstupnich hodnot a na druhém tu vétsi.

.

a

minmax

|

Obr. 1.12: Komparator

V nasem formalismu hradlovych siti bychom mohli komparator reprezentovat
dvojici hradel: jedno z nich by poc¢italo minimum, druhé maximum. Hodnoty, které
t¥idime, bychom p¥itom povazovali za prvky abecedy.(®

Jesté se dohodnéme, Ze vystupy komparatort se nikdy nebudou vétvit. Kazdy
z nich pfivedeme na vstup jiného komparatoru nebo na vystup sité. Vétveni by nam
ostatné k ni¢emu nebylo, protoze na vystupu potfebujeme vydat stejny pocet hodnot,

(3) Komparatorovou sit miiZeme také snadno prelozit na booleovsky obvod. Kazdy
prvek abecedy reprezentujeme ¢islem o b = [log, 37 bitech. Zptisobem podobnym
paralelni séitacce lze z booleovskych hradel sestrojit komparator hloubky ©(logb).
Zkuste to.
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jako byl na vstupu, a neméme zadné hradlo, kterym bychom mohli piipadngych vicero
vétvi sloucit opét do jedné.

Priklad: Zkusime do fe¢i komparatorovych siti prelozit bublinkové tridéni. Z néj
ziskdme obvod na levém obrazku (Sipky predstavuji jednotlivé komparatory). Toto
nakresleni ovSem ponékud klame — pokud sif nechdme pocitat, mnohd porovna-
ni budou probihat paralelné. Skute¢ny priubéh vypoctu znazornuje pravy obrazek,
na némz jsme vSechny operace provadéné soucasné znazornili vedle sebe. Thned vi-
dime, Ze paralelni bublinkové t¥{déni pracuje v ¢ase O(n) a potiebuje kvadraticky
pocet komparatort.

xl x2 x3 x4 x5

Obr. 1.13: Bubblesort

xl x2 x3 x4 x5

Obr. 1.14: Skute¢ny priubéh vypoctu

vvvvv

lesa“. Nejdrive vymyslime sif, kterd bude umét t¥idit jenom néco — totiz bitonické
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posloupnosti. Pak z ni teprve sestrojime obecné t¥idéni. Bez jmy na obecnosti
ptitom budeme pfedpokladat, ze kazdé dva prvky na vstupu jsou navzajem rizné a
ze velikost vstupu je mocnina dvojky.

Definice: Posloupnost zg,...,z,_1 je ¢isté bitonickd, pokud ji mizeme rozdélit na
néjaké pozici k € {0,...,n — 1} tak, Zze prvky o, ...,z tvori rostouci poslopnost,
zatimco prvky xg,...,x,_1 tvofl posloupnost klesajici.

Definice: Posloupnost zy, . . ., z,_1 je bitonickd, jestlize ji 1ze ziskat rotaci (cyklickym
posunutim) néjaké Cisté bitonické posloupnosti. Tedy pokud existuje 0 < j < n
takové, Ze posloupnost ;, Z(j11) mod ns - - - » T(j4n—1) mod n j€ Cisté bitonicka.
Definice: Separdtor 7ddu n je komparatorova sit S,, se vstupy xq, ..., T,_1 a vystupy
Yo, - - - s Yn—1, Kterd dostane-li na vstupu bitonickou posloupnost, vyda na vystup jeji
permutaci s nasledujicimi vlastnostmi:

® Yo, Yn/2—1 & Yn/2,-- - Yn—1 jsOu bitonické posloupnosti;
e y; <yj, kdykoliv 0 <i < n/2<j<n.

Jinak feceno, separator rozd€li bitonickou posloupnost na dvé polovi¢ni a navic jsou
vSechny prvky v prvni poloviné mensi nez vSechny v té druhé.

Lemma: Pro kazdé sudé n existuje separator S,, konstantni hloubky, slozeny z ©(n)
komparatori.

Diikaz tohoto lemmatu si nechame na konec kapitoly. Nejprve predvedeme,
k ¢emu jsou separatory dobré.
Definice: Bitonickd tridicka 7ddu n je komparatorova sit B,,, kterda dostane-li na
vstupu bitonickou posloupnost délky n, vyda ji setiidénou.
Lemma: Pro libovolné n = 2% existuje bitonicka tfidicka B, hloubky ©(logn)
s ©(nlogn) komparatory.
Drikaz: Konstrukce bitonické t¥idicky je snadna: nejprve separatorem S, zadanou
bitonickou posloupnost rozdélime na dvé bitonické posloupnosti délky n/2, kazdou
z nich pak separatorem S,/ na dvé ¢asti délky n/4, atd., az ziskdme jednoprvko-
vé posloupnosti ve spravném potfadi. Celkem pouzijeme logn hladin sloZenych z n

separatori, kazda hladina mé pfitom konstantni hloubku. (|
"]
| S |
l l
sy <[5 ]

[ Sn <[ Sa |<[ Sn |<[ 852 |
| | l |

Obr. 1.15: Bitonicka tfidicka B,
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Bitonické tridicky ndm nyni pomohou ke konstrukci t¥idicky na obecné po-
sloupnosti. Ta bude zaloZena na tiidéni slévanim — nejprve se tedy musime naudit
slit dvé setfidéné posloupnosti do jedné.

Definice: Slévacka 7ddu n je komparatorova sit M, s 2 x n vstupy a n vystupy,
ktera dostane-li dvé setiidéné posloupnosti délky n, vyda posloupnost vzniklou jejich
slitim.
Lemma: Pro n = 2* existuje slévacka M,, hloubky ©(logn) s ©(nlog n) komparatory.
Diikaz: Staci jednu vstupni posloupnost obratit a ,,pfilepit* za tu druhou. Tim vznik-
ne bitonicka posloupnost, jiz setfidime bitonickou ttidickou Bsy,,. O
Definice: Tridici sit vddu n je komparatorova sit 1), s n vstupy a n vystupy, ktera
pro kazdy vstup vyda jeho setfidénou permutaci.
Lemma: Pro n = 2" existuje tiidici sit T, hloubky ©(log®n) slozena z ©(nlog?n)
komparatori.
Diikaz: Sit bude t¥idit slévanim. Vstup rozdéli na n jednoprvkovych posloupnosti.
Ty jsou jisté setfidéné, takze je slévackami M; muzeme slit do dvouprvkovych setfi-
dénych posloupnosti. Na ty pak aplikujeme slévacky My, My, ..., M, 2, az vSechny
Casti slijeme do jedné, setfidéné.

Celkem provedeme logn kroki slévani, i-ty z nich obsahuje slévacky My a ty,
jak uz vime, maji hloubku ©(z). Celkovy pocet vrstev tedy ¢ini ©(1 +2+3+ ...+
logn) = O(log® n). Kazdy krok pfitom potiebuje ©(nlogn) komparatoril, coz davé

celkem ©(nlog® n) komparatort. O
| | ! ! | |
[ M | [ M | [ M | [ M ]
l l l l
| My || M, |
l l
| My |

Obr. 1.16: Tridicka Tg

Konstrukce separatoru: Zbyva dokézat, Ze existuji separatory konstantni hloubky.
Vypadaji prekvapivé jednoduSe: pro ¢ = 0,...,n/2 — 1 zapojime komparator se
vstupy i, Titn/2, jehoZ minimum pfivedeme na y; a maximum na y; 4y 2-

Proc separator separuje? Nejprve predpokladejme, Ze vstupem je ¢isté bitonicka
posloupnost. Ozna¢me m polohu maxima této posloupnosti; maximum bez Gjmy na
obecnosti lezi v prvni poloving (jinak cely dikaz provedeme ,zrcadlové“). Ozna¢me
déle k nejmensi index, pro ktery komparator zapojeny mezi zx a Zpi, /2 hodnoty
prohodi, tedy k& = min{s | ; > 1,2}
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zo T x2 . Tn—2 Tp—1

Yo n Y2 S Yn—2 Yn—1
Obr. 1.17: Konstrukce separatoru

JelikoZ maximum je jedineéné, musi platit z,, > Ty,4n/2, takZe k existuje a
navic 0 < k < m < n/2. Také plati, Ze pro kazdé i mezi k a n/2 uz komparatory musi
prohazovat, protoze od xj, je posloupnost az do konce klesajici, a proto x; > ;2.

Separator se tedy chova velice jednodusSe: prvni polovina vystupu vznikne sle-

penim rostouctho useku xg,...,zx—1 s klesajicim tsekem z,/21%,-..,Tp—1; dru-
hou polovinu tvoii spojeni klesajiciho tseku /2, .., %y /241—1, Tostouciho useku
Tk, .., T a klesajictho tseku @y, ..., Ty 0 1.

Snadno tedy ovérime, Ze se separator chova podle definice: Prvni polovina je
¢isté bitonicka a jelikoz x,,/2_1 > /2, je druha polovina bitonicka (obvykle ne
C¢isté). Navic vime, Ze nejvyssim bodem prvni ¢asti je xp a nejniz$im bodem druhé
Casti x,, /241 > T, takze vSechny prvky prvni ¢asti musi byt mensi nez vSechny v té
druhé.

0 k m 3

|3
+
-

n

Obr. 1.18: Tlustrace ¢innosti separatoru

Dopliime, co se stane, pokud vstup neni ¢isté bitonicky. Zde vyuzijeme toho,
7e separator je symetricky, tudiz zrotujeme-li jeho vstup o p pozic, dostaneme o p
pozic zrotované i obé poloviny vystupu. Podle definice ovSem pro kazdou bitonickou
posloupnost existuje jeji rotace, ktera je Cisté bitonicka, a pro niz, jak uz vime,
separator funguje. TakZe pro necistou bitonickou posloupnost musi vydat vysledek
pouze zrotovany, coz ovSem na jeho spravnosti nic neméni. O
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Zavérem: Nalezli jsme paralelni t¥idici algoritmus o ¢asové slozitosti (9(10g2 n), kte-
ry vyuziva ©(n log? n) komparatorti. Dodejme, Ze jsou zndmé i tiidici sité hloubky
O(logn), ale jejich konstrukce je mnohem komplikovanéjsi a déva obrovské multipli-
kativni konstanty, které brani praktickému pouziti.

Pomoci dolniho odhadu slozitosti t¥idéni (viz minuly semestr) navic miZzeme
snadno dokazat, ze logaritmicky pocet hladin je nejniz$i mozny. Mame-li totiz libo-
volnou t¥idici sit hloubky h, mtZeme ji simulovat po hladinach a ziskat tak sekvencni
tf¥idici algoritmus. JelikoZ na kazdé hladiné muZe leZet nejvyse n/2 komparéatort, nas
algoritmus provede maximalné hn/2 porovnani. My ovSem vime, Ze pro kazdy t¥idici
algoritmus existuji vstupy, na kterych porovna Q(nlogn)-krat. Proto h = Q(logn).
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