1. Toky v sitich

Uz jste si nékdy prali, aby do poslucharny, kde prave sedite, vedl ¢ajovod a zpfi-
jemnioval vam prednasku pravidelnymi dodavkami lahodného oolongu? Nemuselo by
to byt komplikované: ve sklepé velikanska ¢ajova konvice, vSsude po budové trubky.
Tlustsi od konvice do jednotlivych pater, pak by pokracovaly tenc¢i do jednotlivych
poslucharen. Jak ale ovérit, ze potrubi ma dostatecnou kapacitu na uspokojeni po-
zadavku vSech ¢ajechtivych studentt?
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e

Obr. 1.1: Cajovod

Podivejme se na to obecngji: Mame sit trubek prepravujicich néjakou teku-
tinu. PopiSeme ji orientovanym grafem. Jeden vyznacny vrchol funguje jako zdroj
tekutiny, jiny jako jeji spotiebi¢. Hrany predstavuji jednotlivé trubky, které se ve vr-
cholech setkévaji a vétvi. Mame na vybér, kolik tekutiny posleme kterou trubkou,
ale pfirozené chceme ze zdroje do spotiebice piepravit co nejvice.

K podobné otézce dojdeme pfi studiu pienosu dat v pocitacovych sitich. Roli
trubek zde hraji pfenosové linky, kapacita ¥ika, kolik dat pfenesou za sekundu. Linky
jsou spojené pomoci routeril a opét chceme dopravit co nejvice dat z jednoho mista
v siti na druhé. Data sice na rozdil od ¢aje nejsou spojitd (pfenasime je po bytech
nebo rovnou po paketech), ale pfi dnesnich rychlostech pfenosu je za takovd mizeme
povazovat.

V této kapitole ukdzeme, jak sité a toky v nich formalné popsat, predvedeme
nékolik algoritmt na nalezeni nejvétsiho mozného toku a také ukazeme, jak pomoci
toki Tesit jiné, zdanlivé nesouvisejici tlohy.

1.1. Toky v sitich

Definice: Si¢ je uspofadand pétice (V, E, z, s, ¢), kde:
e (V,E) je orientovany graf,
e c:FE— ]Rar je funkce pfifazujici hranam jejich kapacity,
® 2,5 € V jsou dva vrcholy grafu, kterym fikdme zdroj a stok (neboli
spotrebic).

Podobné jako v predchozich kapitolach budeme pocet vrcholt grafu znacit n a pocet
hran m.
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Mimo to budeme cCasto predpokladat, Ze graf je symetricky: je-li uv hranou
grafu, je ji i vu.‘!) Cinime tak bez jmy na obecnosti: kdyby néktera z opaénych
hran chybéla, mazeme ji pridat a pfifadit ji nulovou kapacitu.

Definice: Tok v siti je funkce f : E — RJ, pro niz plati:

1. Tok po kazdé hrané je omezen jeji kapacitou: Ve € E : f(e) < c(e).

2. Kirchhoffiv zdkon: Do kazdého vrcholu pfiteCe stejné, jako z néj
odtece (,,sit t&sni*). Jedinou vyjimku tvoii zdroj a spotfebi¢. For-
malné:

Yo e V\{zs}: Z fluv) = Z f(vu).

wuveE uvueE

Obr. 1.2: Priklad sité — ¢isla predstavuji kapacity jednotlivych hran

Sumy podobné tém v Kirchhoffové zakoné budeme psat casto, zavedeme si pro
né tedy Sikovné znaceni:

Definice: Pro libovolnou funkci f : F — R definujeme:

® fT(v) =3 ,.wwer f(uw) (celkovy pritok do vrcholu)
® f7(v) := > ucr J(vu) (celkovy odtok z vrcholu)
o fA(v):= fH(v) — f~(v) (prebytek ve vrcholu)

(Kirchhoffiiv zakon pak ¥ika prosté to, Zze f2(v) = 0 pro viechna v # z, s.)

Definice: Velikost toku f budeme znadit |f| a polozime ji rovnu souctu velikosti
toku na hranach vedoucich do spotfebi¢e minus soucet velikosti tok® na hranach
ze spotiebice ven. Jinak feceno, je to prebytek ve spotiebici: |f| := f2(s).

(1)’ Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme hranu z vrcholu u do vrcholu v znagit
uv namisto formdlnéjsiho, ale méné piehledného (u,v). Podobné u neorientovanych
hran napiSeme wv namisto {u,v}.
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Pozorovani: Jelikoz sif tésni, mélo by byt jedno, zda velikost toku méfime u spotie-
bic¢e nebo u zdroje. Vskutku, kratkym vypoctem ovéfime, ze tomu tak je:

AR+ F2(9) ZfA

Prvni rovnost plati proto, Ze podle Kirchhoffova zakona jsou zdroj a spotiebi¢ jediné
dva vrcholy, jejichz pfebytek muze byt nenulovy. Druhou rovnost ziskdme tak, zZe
si uvédomime, ze tok na kazdé hrané prispéje do celkové sumy jednou s kladnym
znaménkem a jednou se zapornym. Zjistili jsme tedy, ze prebytek zdroje a spotiebice
se lisi pouze znaménkem. O
Poznamka: Zatim jsme pominuli nékolik na prvni pohled trividlnich, ale presto za-
sadnich otazek. Predev§im by se mohlo stat, ze v néjaké siti nebude existovat vibec
zadny tok. To se ale nestane: vSude nulovd funkce (po Zddné hrané nic netece),
splnuje vSechny podminky toku.

Taktéz nevime, zda mezi vSemi toky pokazdé existuje néjaky maximalni. U ji-
nych problému (nejkratsi cesty, minimalni kostry apod.) nas zachranilo, Ze objektt,
mezi nimiz hleddme nejlepsi, je vzdy konecné mnozstvi. Toktd ale v dané siti muze
existovat nespocetné mnoho, takze by maximum nemuselo existovat. Zde by pomoh-
la matematickd analyza (viz cvifeni 1.1.2). My si poradime konstruktivné — pfed-
vedeme algoritmus, jenz takovy tok najde. Nejprve se nam to podafi pro racionalni
kapacity, pozdéji pro libovolné realné.

Cviceni:
1. Nase definice toku v siti uplné nepostihuje nas ,cajovy“ piiklad z tvodu kapi-

toly: v ném bylo totiz spotfebict vice. Ukazte, jak tento priklad pomoci naseho
modelu tokt vyftesit.

2. Dopliite detaily do nasledujiciho dikazu existence maximalniho toku: Uvazme
mnozinu v8ech tokid coby podprostor metrického prostoru R™. Tato mnozina je
omezend a uzaviend, tedy je kompaktni. Velikost toku je spojita funkce z této
mnoziny do R, takZze musi nabyvat minima i maxima.

1.2. Forduv-Fulkersomiv algoritmus

Nejjednodussi z algoritmt na hledani maximalniho toku pochéazi od Forda a
Fulkersona. Je zalozen na prosté myslence: zacname s nulovym tokem a postupné
ho budeme vylepsovat, az dostaneme maximalni tok.

Uvazujme, jak by vylepSovani mohlo probihat. Nechf existuje cesta P ze z
do s takové, ze po vSech jejich hranach tece méné€, nez dovoluji kapacity. Pak zjevné
muzeme tok upravit tak, aby se jeho velikost zvétsila. Zvolme

e :=min (c(e) — f(e)).

ecP
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Po kazdé hrané zvysime priitok o ¢, ¢ili definujeme novy tok f’ takto:

/. | fle)+e proee P
file) = {f(e) proe & P

To je opét korektni tok: kapacity nepfekro¢ime (e jsme zvolili nejvyssi mozné, aby
se to jesté nestalo) a Kirchhoffovy zékony zistanou neporuseny, nebot zdroj a stok
neomezuji a kazdému jinému vrcholu na cesté P se piitok fT(v) i odtok f~(v) zvetsi
pfesné o ¢.

Opakujme tento proces tak dlouho, dokud existuji cesty, po nichz mazeme tok
zlepSovat. AZ se algoritmus zastavi (coz by obecné nemusel, ale to nas jesté chvili
trapit nemusi), ziskdme maximélni tok? Prekvapivé ne vzdy. Uvazujme napiiklad sit
nakreslenou pod timto odstavcem. Najdeme-li nejd¥ive cestu pres svislou hranu (na
obrazku tu¢né, zlepsujeme o 1), potom jednu cestu po horni dvojici hran (zlepsujeme
0 9) a jednu po spodni dvojici (zlepSujeme také o 9), dostaneme tok o velikosti 19 a
zadna dalsi cesta ho uz nemtze zlepsit. Ovsem maximalni tok v této siti ma evidentné
velikost 20.

Obr. 1.3: Cisla pfedstavuji kapacity jednotlivich hran

Zde by ovsem situaci zachranilo, kdybychom poslali tok velikosti 1 proti sméru
prostifedni hrany — to muZzeme udélat tfeba odectenim jednicky od toku po sméru
hrany. Rozsifime tedy nas algoritmus tak, aby umél posilat tok i proti sméru hran.
O kolik mtizeme tok hranou zlepsit (af uz pfictenim po sméru nebo odeétenim proti
sméru) nam bude fikat jeji rezerva:

Definice: Rezerva hrany uv je r(uv) := c(uv) — f(uv) + f(vu).
Definice: Hrané budeme fikat nasycend, pokud méa nulovou rezervu. Nenasycend
cesta je takové, jejiz vSechny hrany maji nenulovou rezervu.

Budeme tedy opakované hledat nenasycené cesty a tok po nich zlepsovat. Po-
stupné dokazeme, Ze tento postup je konecény a ze v kazdé siti najde maximalni
tok.

Algoritmus FORDFULKERSON

Vstup: Sit.

1. f < libovolny tok, napt. vSude nulovy.
2. Dokud existuje nenasycena cesta P ze z do s, opakujeme:
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¢ < min{r(e) | e € P}.
Pro vsechny hrany uwv € P:
0 + min{f(vu),e}
F(ou)  Flou) -6

7. fuv) « f(uv)+e—96
Vystup: Maximalni tok f.

o ot

Koneénost: Zastavi se Fordiav-Fulkersontv algoritmus?

e Paklize jsou vSechny kapacity cela cisla, velikost toku se v kazdém
kroku zvétsi alespori o 1. Algoritmus se tedy zastavi po nejvice tolika
krocich, kolik je néjaké horni mez pro velikost maximélniho toku —
napi. soucet kapacit véech hran vedoucich do stoku (c*(s)).
® Pro raciondlni kapacity vyuzijeme jednoduchy trik. Necht M je
nejmensi spoleény nasobek jmenovatelti vSech kapacit. Spustime-li
algoritmus na sit s kapacitami ¢/(e) = ¢(e) - M, bude se rozhodovat
stejné jako v piivodni siti, protoze bude stéle platit f'(e) = f(e)- M.
Nova4 sit je pFitom celo¢iselnd, takze se algoritmus jisté zastavi.
® Na siti s iracionalnimi kapacitami se algoritmus chova mnohdy di-
voce, nemusi se zastavit, ba ani konvergovat ke spravnému vysledku
(viz cvideni 1.2.2).
Maximalita: Uz vime, Ze algoritmus se zastavi a vyda jako vysledek néjaky tok f.
Je tento tok maximalni? DokaZzeme to pomoci fezu.
Definice: Pro libovolné dvé mnoziny vrcholi A a B budeme znaéit F(A, B) mnoZinu
hran vedoucich z A do B, tedy F(A4,B) = EN (A x B). Je-li dle f n&jaka funkce
prifazujici hranam ¢isla, oznacime:
* f(A,B) =3 cp,p) f(€) (pritok z A do B)
e fA(A,B) := f(A,B) — f(B, A) (Cisty priitok z A do B)
Definice: Rez je usporadané dvojice mnozin vrcholt (A, B) takové, ze A a B jsou
disjunktni, dohromady obsahuji vSechny vrcholy a navic A obsahuje zdroj a B obsa-

huje stok. Mnoziné A budeme fikat levd mnoZina Tezu, mnoziné B pravd. Kapacitu
fezu definujeme jako soucet kapacit hran zleva doprava, tedy c(A, B).

Lemma: Pro kazdy fez (A, B) a kazdy tok f plati f2(A, B) = |f]|.

Diikaz: Opét sikovnym sectenim prebytkd vrcholi:

FAAB) =) A v) = F2(s).

vEB

Prvni rovnost ziskdme pocitanim pres hrany: kazda hrana vedouci z vrcholu v B
do jiného vrcholu v B prispéje jednou kladné a jednou zaporné; hrany lezici celé
mimo B neprispéji viibec; hrany s jednim koncem v B a druhym mimo prispéji
jednou, pri¢emz znaménko se bude lisit podle toho, ktery konec je v B. Druha
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rovnost je snadnd: vSechny vrcholy v B kromé spotiebi¢e maji podle Kirchhoffova
zédkona nulovy piebytek (zdroj totiz v B nelezi). O

Poznamka: Plivodni definice velikosti toku coby pfebytku spotfebice je specidlnim
pfipadem pfedchoziho lemmatu — mé&fi totiz prutok pres fez (V' \ {s}, {s}).
Dusledek: Pro kazdy tok f a kazdy fez (A, B) plati |f| < ¢(A, B). (Velikost kazdého
toku je shora omezena kapacitou kazdého fezu.)

Diikaz: |f| = f2(A, B) = f(A,B) — f(B,A) < f(A,B) < c¢(A, B). |
Dusledek: Pokud |f| = ¢(A4, B), pak je tok f maximélni a fez (A, B) minimalni.
Jinymi slovy pokud najdeme k néjakému toku stejné velky fez, mizeme fez pouzit
jako certifikdt maximality toku a tok jako certifikdt minimality fezu. Nasledujici véta
nam zaruci, ze je to vzdy mozné:

Véta: Pokud se Fordtv-Fulkersontiv algoritmus zastavi, vyda maximalni tok.

Diikaz: Necht se algoritmus zastavi. Uvazme mnoziny vrchold A := {v € V |
existuje nenasycend cesta ze z do v} a B:=V \ A.

Dvojice (A, B) je fez, nebot z € A (ze z do z existuje cesta délky 0) a s € B
(kdyby s nelezelo v B, musela by existovat nenasycend cesta ze z do s, tudiz by
algoritmus neskondéil, nybrz by po této cesté stavajici tok vylepsil).

Dale vime, zZe vSechny hrany fezu maji nulovou rezervu: kdyby totiz pro néjaké
u € A awv € B méla hrana uv rezervu nenulovou (nebyla nasycend), spojenim
nenasycené cesty ze zdroje do u s touto hranou by vznikla nenasycena cesta ze zdroje
do v, takZe vrchol v by také musel leZet v A, coz neni mozné.

Proto po v8ech hranéch fezu vedoucich z A do B tece tolik, kolik jsou kapacity
téchto hran, a po hranich vedoucich z B do A netece nic. Nalezli jsme tedy fez
(A, B) pro n&jz f2(A, B) = ¢(A, B). To znamen4, 7e tento fez je minimalni a tok f
maximéalni. O

Tim jsme dokézali vétu o spravnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu:

Véta: Pro kazdou sit s raciondlnimi kapacitami se Forduv-Fulkersontiv algoritmus
zastavi a vyda maximalni tok a minimalni fez.

Dusledek: Sit s celo¢iselnymi kapacitami mé aspoii jeden z maximalnich tokii celo-
¢iselny a Fordtv-Fulkersontv algoritmus takovy tok najde.

Diikaz: Kdyz dostane Fordtv-Fulkersoniiv algoritmus celodiselnou sif, najde v ni
maximélni tok a ten bude zase celoéiselny (algoritmus nikde nevytvaii z celych ¢isel
neceld). O

To, ze umime najit celoéiselné feSeni, neni viibec samoziejmé. (V kapitole o NP-
Uplnosti se setkdme s problémy, které jsou pro racionélni c¢isla snadné a pro celd
obtizné.) Ukazme rovnou jednu aplikaci, kterd celo¢iselnosti vyuzije.

Cviceni:
1. Najdeéte priklad sité s nejvyse 10 vrcholy a 10 hranami, na niz Fordav-Fulker-
sontv algoritmus provede vice nez milion iteraci.

2% Najdéte sit s redlnymi kapacitami, na niz Forduv-Fulkersoniiv algoritmus nedo-
béhne.
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3. Navrhnéte algoritmus, ktery pro zadany orientovany graf a jeho vrcholy u a v
nalezne nejvétsi mozny systém hranové disjunktnich cest z v do v.

4. Upravte algoritmus z ptfedchoziho cvic¢eni, aby nalezené cesty byly vrcholové
disjunktni (aZ na krajni vrcholy).

5. Jind obvykla definice fezu tika, Ze fez je mnozina hran grafu, po jejimz odebrani
se graf rozpadne na vice komponent (respektive mame-li uréeny zdroj a stok,
skonéi tyto v riznych komponentach). Srovnejme tuto definici s nasi. Mnoziny
hran uréené nasimi fezy splnuji i tuto definici a fika se jim elementdrni tezy.
Ukazte, ze existuji i jiné nez elementarni fezy. Také ukazte, ze vSechny minimalni
fezy jsou elementarni.

1.3. Hledani nejvétsiho parovani v bipartitnich grafech

Definice: Mnozina hran F' C F se nazyva pdrovant, jestlize zadné dvé hrany této
mnoziny nemaji spole¢ny vrchol. Velikosti parovani myslime pocet jeho hran.
Chceme-li v daném bipartitnim grafu (V, E) nalézt nejvétsi parovani, pfetvori-

me graf nejprve na sit (V') E’, ¢, z, s) takto:

e Nalezneme partity grafu, budeme jim fikat levd a pravd.

® Vsechny hrany zorientujeme zleva doprava.

® Ptiddme zdroj z a vedeme z néj hrany do vSech vrcholi levé partity.

e Priddme spotiebi¢ s a vedeme do néj hrany ze vSech vrcholid pravé

partity.
® Vsem hranam nastavime jednotkovou kapacitu.

Obr. 1.4: Hledani nejvétsiho parovani v bipartitnim grafu

Nyni v této siti najdeme maximalni celodiselny tok. Jelikoz vSechny hrany maji
kapacitu 1, musi po kazdé hrané téci bud 0 nebo 1. Do vysledného péarovani vlozime
pravé ty hrany puvodniho grafu, po kterych tece 1.

Dostaneme opravdu parovani? Kdybychom nedostali, znamenalo by to, Ze né-
jaké dvé hrany maji spoleény vrchol. OvSsem kdyby se setkaly ve vrcholu z pravé
partity, pfitekly by do tohoto vrcholu alespon 2 jednotky toku a ty by nemély kam
odtéci. Analogicky pokud by se setkaly nalevo, musely by z vrcholu odtéci alespori
2 jednotky, ale ty se tam nemaji kudy dostat.
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Zbyvéa nahlédnout, Ze nalezené parovani je nejvétsi mozné. K tomu si staci
v§imnout, Ze z toku vytvorime parovani o tolika hranéch, kolik je velikost toku, a
naopak z kazdého parovani umime vytvorit celo¢iselny tok odpovidajici velikosti.
Nalezli jsme bijekci mezi mnozinou vSech celoc¢iselnych tokti a mnozinou vsech paro-
vani a tato bijekce zachovava velikost. Nejvétsi tok tedy musi odpovidat nejvétsimu
parovani.

Navic dokazeme, ze Fordiv-Fulkersontiv algoritmus na sitich tohoto druhu pra-
cuje prekvapivé rychle:

Véta: Pro sit, jejiz vSechny kapacity jsou jednotkové, nalezne Fordav-Fulkersontv
algoritmus maximalni tok v ¢ase O(mn).

Diikaz: Jedna iterace algoritmu bézi v ¢ase O(m): nenasycenou cestu najdeme pro-
hledanim grafu do sitky, samotné zlepseni toku zvladneme v ¢ase linearnim s délkou
cesty. Jelikoz kazd4 iterace zlepsi tok alespoii o 1,(2) pocet iteraci je omezen velikosti
maximélniho toku, coz je nejvySe n (uvazujte fez tvofeny hranami okolo zdroje). O

Dusledek: Nejvétsi parovani v bipartitnim grafu lze nalézt v ¢ase O(mn).

Diikaz: Predvedend konstrukce vytvoii z grafu sit o n’ = n + 2 vrcholech a m’ =

m + 2n hranéch a spotfebuje na to ¢as O(m’ + n'). Pak nalezneme maximalni ce-

lo¢iselny tok Fordovym-Fulkersonovym algoritmem, coz trva O(m'n’). Nakonec tok

v linedrnim ¢ase prelozime na parovani. Ve dohromady trvda O(m'n’) = O(mn). O

Cviceni:

1. Mgjme Sachovnici R x S, z niz polickozrout sezral néktera policka. Chceme na
ni rozestavét co nejvice Sachovych vézi tak, aby se navzajem neohrozovaly. Véz

muzeme postavit na libovolné nesezrané policko a ohrozuje vsechny véze v témze
fadku i sloupci. Navrhnéte efektivni algoritmus, ktery takové rozestavéni najde.

2* Situace stejnéd jako v minulém cvideni, ale dvé véze se neohrozuji pfes sezrand
policka.

3.  Opét sachovnice po zasahu polickozrouta. Chceme na nesezrané policka rozmis-
tit kostky velikosti 1 x 2 policka tak, aby kazdé nesezrané policko bylo pokryto
pravé jednou kostkou.

4.  Dopravni problém: Uvazujme tovarny 71, ...,7, a obchody Oy, ..., O,4. VSichni
vyrabéji a prodavaji tentyz druh zbozi. Tovarna T; ho denné vyprodukuje ¢; ku-
sti, obchod O; denné spotiebuje o; kust. Navic zname bipartitni graf urcujici,
ktera tovarna muaze dodéavat zbozi kterému obchodu. Najdéte efektivni algorit-
mus, ktery zjisti, zda je pozadavky obchodd mozné splnit, aniz by se prekrocily
vyrobni kapacity tovaren, a pokud je to mozné, vypise, ze které tovarny se méa
prepravit kolik zbozi do kterého obchodu.

5* Uvazujeme o vybudovéni dold Ds,...,D, a tovaren Ti,...,T,. Vybudovani

dolu D; stoji cenu d; a od té doby dul zadarmo produkuje neomezené mnozstvi

(2) Mimochodem, miize i o 2, protoze pii jednotkovych kapacitach mohou rezervy
byt az dvojky.
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i-té suroviny. Tovarna T} potiebuje ke své ¢innosti zadanou mnozZinu surovin
(pfifazeni surovin tovarnam je déno jako bipartitni graf na vstupu) a pokud
jsou v provozu vsechny doly produkujici tyto suroviny, vydélame na tovarné
zisk t;. Vymyslete algoritmus, ktery spocita, které doly postavit, abychom po
odecteni nakladt na doly vydélali co nejvice.

1.4. Dinicuv algoritmus

V kapitole 1.2 jsme ukazali, jak pro nalezeni maximalniho toku pouzit Forduv-
Fulkersontv algoritmus. Zacali jsme s tokem nulovym a postupné jsme ho zvétSovali.
Pokazdé jsme v siti nasli nenasycenou cestu, tedy takovou, na niz maji vSechny hrany
kladnou rezervu. Podél takové cesty jsme pak tok zlepsili.

Ukazali jsme, Zze nenasycend cesta existuje praveé tehdy, kdyz tok jesté neni
maximélni. Také jsme dokazali, Ze pro raciondlni kapacity je algoritmus koneény a
vzdy najde maximélni tok. V obecném pfipadé to ovSem mize trvat velice dlouho.

Nyni ukédzeme o néco slozit€jsi, ale vyrazné rychlejsi Dinictiv algoritmus. Jeho
zékladni myslenkou je nezlepSovat toky pomoci cest, ale rovnou pomoci toki ...

Sit rezerv

Nejprve preformulujeme definici toku, aby se nam s ni lépe pracovalo. Uz né-
kolikrat se nam totiz osvédcilo simulovat zvysSeni pritoku hranou pomoci snizeni
pritoku opa¢nou hranou. To je pfirozené, nebot pieneseni z jednotek toku po hra-
né vu se chova stejné jako preneseni —z jednotek po hrané uw.

Definice: Kazdé hrané wv pfitadime jeji pritok f*(uv) = f(uv) — f(vu).

Pozorovani: Pritoky maji nasledujici vlastnosti:

(1) fH(w) = —f*(vu),

(2) f(w) < c(uwv),

(3) f(w) = —c(uwv),

(4) pro vsechny vrcholy v # z,s plati ) . . cp f(uv) = 0.

Podminka (3) pfitom plyne z (1) a (2). Suma ve (4) neni nic jiného, nez vztah
pro prebytek f2(v) piepsany pomoci (1).
Lemma: Necht funkce f* : E — R spliiuje podminky (1), (2) a (4). Potom existuje
tok f, jehoz prutokem f* je.
Diikaz: Tok f uréime pro kazdou dvojici hran uv a vu zvlast. Piedpokladejme, Ze
f*(uv) > 0; v opa¢ném ptipadé u a v prohodime. Nyni staci polozit f(uv) := f*(uv)
a f(vu) := 0. Diky vlastnosti (2) funkce f nepfekracuje kapacity, diky (3) pro ni
plati Kirchhoffiuv zakon. O
Dusledek: Misto tokt tedy staci uvazovat pritoky hranami. Tim se ledacos formalné
zjednodussi: piebytek f2(v) je prostym souctem priitoktt hranami vedoucimi do v,
rezervu r(uv) muiZzeme zapsat jako c(uv) — f*(uv). To ndm pomuZe k zobecnéni
zlepsujicich cest z Fordova-Fulkersonova algoritmu.
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Definice: Sit rezerv k toku f v siti S = (V, E, z,s,¢) je sit R(S, f) := (V,E, z,s,7),
kde 7(e) je rezerva hrany e pii toku f.
Lemma Z: (o zlepsovdni tokid) Pro libovolny tok f v siti S a libovolny tok g v siti
R(S, f) lze v ¢ase O(m) nalézt tok h v siti S takovy, Ze |h| = | f| + |g].
Diikaz: Toky primo sé¢itat nemuizeme, ale prutoky po jednotlivych hranich uz ano.
Pro kazdou hranu e polozime h*(e) := f*(e) + g*(e). Nahlédnéme, ze funkce h*
spliiuje podminky pratoku:

(1) JelikoZ tato podminka plati pro f* i ¢g*, plati i pro jejich soucet.

(2) Necht ¢g*(uv) > 0 (jinak prohodime u a v). Vime, ze g*(uv) <

r(uw) = c(uww) — f*(uv), takze h*(uv) = f*(uv) + g* (uv) < c(uv).
(3) Plyne z (1) a (2).
(4) Kdyz se sectou priitoky, sectou se i prebytky.

Zbyva dokazat, ze se spravné secetly velikosti tokt. K tomu si sta¢i uvédomit,
ze velikost toku je prebytkem spotiebice a prebytky se secetly. O
Poznamka: VSimnéte si, Ze zlepSeni po nenasycené cesté je specidlnim piipadem
tohoto postupu — odpovida totiz toku v siti rezerv, ktery je konstantni na oné cesté
a v8ude jinde nulovy.

Dinictv algoritmus

Dinictiv algoritmus bude postupné hledat néjaké pomocné toky v siti rezerv,
puvodné nulovy tok pomoci nich zlepSovat, az se dostane k maximalnimu toku. Pocet
potfebnych iteraci pritom bude zaviset na tom, jak ,kvalitni* pomocné toky sezene
— na jednu stranu bychom chtéli, aby byly podobné maximéalnimu toku, na druhou
stranu jejich vypoétem nechceme travit pfili§ mnoho ¢asu. Vhodnym kompromisem
jsou tzv. blokujici toky:

Definice: Tok je blokugjict, jestliZze na kazdé orientované cesté ze zdroje do spotiebice
existuje alespon jedna hrana, na niz je tok roven kapacite.

Definice: Sit je wvrstevnatd (proéisténd), pokud vSechny jeji vrcholy a hrany lezi
na nejkratsich cestéch ze z do s. (Abychom vyhovéli nasi definici sité, musime ke kaz-
dé takové hrané pridat hranu opac¢nou s nulovou kapacitou, ale ty algoritmus nebude
pouzivat a ani udrzovat v paméti.)

Pozorovani: Piedstavme si rozdéleni sité na vrstvy, pfiemz v i-té vrstvé lezi ty
vrcholy, jejichz vzdalenost od zdroje je rovna i. Z i-té vrstvy mohou hrany vést
pouze do vrstev 0,1,...,7,% + 1 — tedy pouze uvnitf vrstvy, zpét a o pravé jednu
vrstvu dopfedu. Po procisténi zbudou pouze hrany do nasledujici vrstvy, proto se
procisténé siti také rika vrstevnatd.

Algoritmus DiNIC

Vstup: Sit (V, E, ¢, z, ).

1. f < nulovy tok.
2. Opakujeme:
3. Sestrojime sif rezerv R a smaZeme hrany s nulovou rezervou.
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Obr. 1.5: Procistén4 sit rozdélena do vrstev

{ < délka nejkratsi cesty ze z do s v R.
Pokud ¢ = oo, zastavime se a vratime vysledek f.
Procistime sif R.
g < blokujici tok v R.
8. Zlepsime tok f pomoci g.
Vystup: Maximalni tok f.

NS G

Procedura CISTENISITE

1. Rozdélime vrcholy do vrstev podle vzdélenosti od z.
Odstranime vrstvy za s (tedy vrcholy ve vzdalenosti vétsi nez £).
Odstranime hrany do pfedchozich vrstev a hrany uvnitf vrstev.
Odstranime ,slepé ulicky“, tedy vrcholy s deg™ (v) = 0:
F « {v+#s|degt(v) =0}. (fronta vrcholii ke smazéni)
Dokud F' # (), opakujeme:
Odebereme vrchol v z F.

® NS o W

Smazeme ze sité vrchol v i vSechny hrany, které do néj ve-
dou.

9. Pokud né&jakému vrcholu klesl deg™ na 0, pfidame ho do F.

Obr. 1.6: Neprocisténd sit — obsahuje zpétné hrany, hrany uvniti vrstvy a slepé ulicky

Jak nalézt blokujici tok: Zaéneme s nulovym tokem g a budeme ho postupné zlepso-
vat. Pokazdé najdeme néjakou orientovanou cestu ze zdroje do stoku — to se ve vrs-
tevnaté siti déla snadno, stac¢i vyrazit ze zdroje a pak néasledovat libovolnou hranu.
A7 cestu najdeme, tok g podél ni zlepSime, jak nejvice to pujde.
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Pokud nyni tok na néjakych hranich dosahl jejich rezervy, tyto hrany smazeme.
Tim jsme mohli porusit procisténost — paklize né&jaky vrchol pfisel o posledni odchozi
nebo posledni pfichozi hranu. Takovych vrcholt se opét pomoci fronty zbavime a sit
dotistime. Pokra¢ujeme zlepSovanim po dalsich cestach, dokud né&jaké existuji.(®)
Celé hledani blokujiciho toku tedy vypada nasledovné:

Procedura BLokuJiciToK
Vstup: Vrstevnatd sit R s rezervami r.

1. g < nulovy tok.
2. Dokud v R existuje orientovana cesta P ze z do s, opakujeme:

3. € < min.ep (r(e) — g(e)).

4. Pro vSechny e € P : g(e) + g(e) +e.

5. Pokud pro kteroukoliv e nastalo g(e) = r(e), smazeme e z R.
6. Dod¢istime sit pomoci fronty.

Vystup: Blokujici tok g.
Analyza Dinicova algoritmu

Lemma K: (0 korektnosti) Pokud se algoritmus zastavi, vydad maximalni tok.

Diikaz: 7 lemmatu o zlepSovani toku plyne, Ze f je stdle korektni tok. Algoritmus
se zastavi tehdy, kdyZz uz neexistuje cesta ze z do s po hranach s kladnou rezer-
vou. Tehdy by se zastavil i Forduv-Fulkersoniv algoritmus, a ten, jak uz vime, je
korektni. |

Nyni rozebereme casovou slozitost. Rozdé€lime si k tomu Gcelu algoritmus na
fdze — tak budeme fikat jednotlivym priachodtm vnéjsim cyklem. Také budeme pted-
pokladat, Ze sit na vstupu neobsahuje izolované vrcholy, takze O(n +m) = O(m).
Lemma S: (o sloZitosti fdzi) Kazda faze trvd O(nm).

Diikaz: Sestrojeni sité rezerv, mazani hran s nulovou rezervou, hledani nejkratsi cesty
i koneéné zlepsovani toku trvaji O(m).

Cisténi sité (i se véemi docisfovanimi béhem hledani blokujiciho toku) pracuje
taktéz v O(m): Smazédni hrany trva konstantni ¢as, smazani vrcholu po smazani
vSech incidentnich hran taktéz. Kazdy vrchol i hrana jsou smazany nejvyse jednou
za fazi.

Hledani blokujiciho toku projde nejvyse m cest, protoze pokazdé ze sité vy-
padne alesponl jedna hrana (ta, na niZ se v kroku 3 nabyvalo minimum) a uz se tam
nevrati. Nalezeni cesty metodou ,rovnou za nosem* pfitom trva O(n). Celkem tedy
O(nm) plus ¢isténi, které jsme ale uz zapocitali.

Celd jedna faze proto dobéhne v ¢ase O(m +m + nm) = O(nm). O

3) Vsimnéte si, ze algoritmus skonéi tim, Ze smaze viechny vrcholy i hrany. Také si
v§imnéte, Ze vrcholy s nulovym vstupnim stupném jsme ani nemuseli mazat, protoze
se do nich algoritmus pii hledani cest nikdy nedostane.
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Zbyva nam jen urcit, kolik probéhne fazi. K tomu se bude hodit nasledujici
lemma:

Lemma C: (o délce cest) Délka ¢ nejkratsi cesty ze z do s vypocltend v kroku 4
Dinicova algoritmu po kazdé fazi vzroste alespon o 1.

Diikaz: Oznaéme R; sit rezerv v i-té fazi poté, co jsme z ni smazali hrany s nulovou
rezervou, ale jesté pied proc¢isténim. Necht nejkratsi cesta ze z do s v R; je dlouh4 /.

Jak se lisi R;11 od R;? Predevsim jsme z kazdé cesty délky ¢ smazali alespon
jednu hranu: kazda takova cesta totiz byla blokujicim tokem zablokovana, takze ale-
spoii jedné jeji hrané klesla rezerva na nulu, ¢im7 hrana vypadla. Zadné z ptivodnich
cest délky ¢ tedy jiz v R;y1 neexistuje.

To ovSsem nestaci — hrany mohou také pribyvat. Pokud néjakd hrana méla
nulovou rezervu a béhem faze jsme zvysili tok v protisméru, rezerva se zvétsila a
hrana se v R;;1 najednou objevila. UkdZeme ale, ze vSechny cesty, které tim nové
vznikly, jsou prilis dlouhé.

Rozdélme vrcholy grafu do vrstev podle vzdalenosti od zdroje v R;. Tok jsme
zvysovali pouze na hranach vedoucich o jednu vrstvu dopfedu, takze jediné hrany,
které se mohou objevit, vedou o jednu vrstvu zpét. OvSem kazda cesta ze zdroje
do spottebice, ktera se alesponn jednou vrati o vrstvu zpét, musi mit délku alesponi
¢ + 2 (protoZe spotfebié je v (-té vrstvé a neexistuji hrany, které by vedly o vice
nez 1 vrstvu dopfedu).

Tim je lemma dokéazano. O

Obr. 1.7: Cesta uzivajici novou zpétnou hranu

Véta: Dinicliv algoritmus najde maximélni tok v ¢ase O(n%m).

Diikaz: Jelikoz kazda cesta obsahuje nejvyse n vrcholl, z lemmatu C plyne, Ze fazi
probéhne nejvyse n. Kazda faze podle lemmatu S trva O(nm), coz dava celkovou
slozitost O(n?m). Specialné se tedy algoritmus vzdy zastavi, takze podle lemmatu K
vyda maximalni tok. O

Poznamka: Na rozdil od Fordova-Fulkersonova algoritmu jsme tentokrat nikde nevy-
zadovali racionalnost kapacit — odhad ¢asové slozitosti se o kapacity viibec neopira.
Nezavisle jsme tedy dokazali, Ze i v sitich s iracionalnimi kapacitami vzdy existuje
alespon jeden maximalni tok.

V sitich s malymi celociselnymi kapacitami se navic algoritmus chova daleko
lépe, nez fika nas odhad. Snadno se da dokazat, Ze pro jednotkové kapacity dobéhne
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v ¢ase O(mn) (stejné jako Fordtv-Fulkersontv). Uvedme bez dikazu jesté jeden

silnéjsi vysledek: v siti vzniklé pii hledani nejvétsiho parovani algoritmem z minulé

kapitoly Dinictv algoritmus pracuje v ¢ase O(y/n - m).

Cviceni:

1. Dokazte, Ze pro jednotkové kapacity Dinictiv algoritmus dobéhne v ¢ase O(mn).

2. Blokujici tok lze také sestrojit pomoci prohledavani do hloubky. Pokazdé, kdyz
projdeme hranou, pfepocitame pribézné minimum. Pokud najdeme stok, vra-
cime se do kofene a upravujeme tok na hranach. Pokud narazime na slepou
ulicku, vratime se o krok zpét a smazeme hranu, po niz jsme ptisli. Dopliite
detaily.

1.5. Goldberguv algoritmus

Predstavime si jesté jeden algoritmus pro hledani maximalniho toku v siti. Bu-
de daleko jednodussi nez Diniciiv algoritmus z pfedchozi kapitoly a po par snadnych
upravach bude mit stejnou, nebo dokonce lepsi ¢asovou slozitost. Jednoduchost algo-

vvvvv

Vliny a prebytky
Zmnaceni z minulych kapitol, které se ndm bude hodit:

e sit S = (V,E,z,s,¢): V je mnoZzina vrcholl, F mnoZina hran,
z zdroj, s spotrebi¢ a c funkce udavajici kapacity hran.

® 1, udava pocet vrcholu grafu, m pocet jeho hran.

e f2(v) je prebytek vrcholu v pii ohodnoceni hran funkei f, tedy
soucet hodnot f na hranich vedoucich do v minus soucet na hranach
vedoucich z v ven.

o r(uv) = c(uv)— f(uv)+ f(vu) je rezerva hrany wv; ta Fikd, kolik jed-
notek toku miiZeme po této hrané jesté poslat, a to bud p¥i¢tenim po
sméru hrany nebo odec¢tenim proti sméru. Hrandm s kladnou rezer-
vou fikame nenasycené, stejné fikdme cestam sloZzenym ze samych
takovych hran.

Predchozi algoritmy zacinaly s nulovym tokem a postupné ho zlepsSovaly, az se
stal maximalnim. Goldbergiv algoritmus naproti tomu za¢ne s ohodnocenim hran,
které ani nemusi byt tokem, a postupné ho upravuje a zmensuje, az se z néj stane
tok, a to dokonce maximalni.

Definice: Funkce f : E — R{ je vlna v siti S, spliiuje-li obé nasledujici podminky:
e Vee E: f(e) < c(e) (vlna nepfekroéi kapacity hran),
o Vv e V\{zs}: f2v) >0 (prebytek ve vrcholech je nezdporny).
Kazdy tok je tedy vlnou, ale opa¢né tomu tak byt nemusi — potfebujeme se

postupné zbavit nenulovych prebytki ve vSech vrcholech kromé zdroje a spotiebice.
K tomu nam bude slouzit néasledujici operace:
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Definice: Prevedent prebytku po hrané uv, pficemz f2(u) > 0 ar(uv) > 0, provedeme
tak, Ze po hrané uv posleme § = min(f* (u),r(uv)) jednotek toku, podobné jako
v predchozich algoritmech bud pfi¢tenim po sméru nebo odec¢tenim proti sméru.

Pozorovani: Prevedeni zméni pfebytky a rezervy nésledovné:

Fou) = f2(u) =6

Bv)=FA0) +0
r’(uv) = r(uv) — &
r'(vu) = r(vu) + 6

R4di bychom postupnym prevadénim vSechny prebytky bud prepravili do spo-
tfebic¢e nebo, pokud je vlna prili§ velka, je pfelili zpét do zdroje. Chceme se ovSem
vyhnout pfelévani prebytkd tam a zase zpét, takze vrcholim ptifadime vysky — to
budou né&jaké ptirozend ¢&isla h(v).

Prebytek pak budeme ochotni prevadét pouze z vyssiho vrcholu do nizsiho. Po-
kud se stane, Ze nalezneme vrchol s prebytkem, ze kterého nevede zadna nenasycena
hrana smérem dolii, budeme tento vrchol zvedat — tedy zvySovat mu vysku po jedné,
nez se dostane dostatecné vysoko, aby z néj prebytek mohl odtéci.

Ziskame tak nasledujici algoritmus:

Algoritmus GOLDBERG

Vstup: Sit.
1. Nastavime pocéateéni vysky: (zdroj ve vysSce n, ostatni ve vysce 0)
2 h(z) < n
3. h(v) < 0 pro vSechny v # z
4. Vytvorime pocéateéni vinu: (vSechny hrany ze z na maximum, jin-
de 0)
5. f < vSude nulova funkce
6. f(zv) « ¢(2v), kdykoliv zv € E
7. Dokud Ju € V \ {z,s} : f2(u) > 0:
8. Pokud Fv € V : wv € E, r(uv) > 0 a h(u) > h(v),
prevedeme prebytek po hrané uv.
9. V opa¢ném piipadé zvedneme u: h(u) < h(u) + 1.

Vystup: Maximalni tok f.
Analyza algoritmu

Algoritmus je jednoduchy, ale na prvni pohled neni vidét ani to, Ze se vzdy
zastavi, natoz ze by mél vydat maximalni tok. Postupné o ném dokazeme néko-
lik invariant a lemmat a pomoci nich se dobereme k dikazu spravnosti a casové
slozitosti.

Invariant A (zdkladni):

1. Funkce f je v kazdém kroku algoritmu vlna.
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2. Vyska h(v) zaddného vrcholu v nikdy neklesé.
3. h(z) =n a h(s) = 0 po celou dobu b&hu algoritmu.

Diikaz: Indukei dle po¢tu prachodt cyklem (7. — 9. krok algoritmu):

® Po inicializaci algoritmu je vSe v poradku: pfebytky vSech vrcholt
mimo zdroj jsou nezaporné, vysky souhlasi.
® Pii prevedeni prebytku: Z definice pfevedeni pfimo plyne, ze nepo-
rusuje kapacity a nevytvaii zaporné prebytky. Vysky se nemeéni.
® Pii zvednuti vrcholu: Tehdy se naopak méni jen vysky, ale pouze
u vrcholti rtiznych od zdroje a stoku. Vysky navic pouze rostou. 0

Invariant S (o Spadu): Neexistuje hrana uv, kterd by méla kladnou rezervu a spad
h(u) — h(v) vétsi nez 1.

Dikaz: Indukci dle béhu algoritmu. Na zac¢atku maji vSechny hrany ze zdroje rezervu
nulovou a vSechny ostatni vedou mezi vrcholy s vyskou 0. V pribéhu vypoctu by
se tento invariant mohl pokazit pouze dvéma zpusoby:

® Zvednutim vrcholu u, ze kterého vede hrana uwv s kladnou rezervou
a spadem 1. Tento pfipad nemiize nastat, nebot algoritmus by dal
prednost prevedeni pirebytku po této hrané pred zvednutim.

® Zvétsenim rezervy hrany se spadem vétsim nez 1. Toto také nemiize
nastat, nebot rezervu bychom mohli zvétsit jediné tak, Ze bychom
poslali néco v protisméru — a to nesmime, jelikoz bychom prevadéli
prebytek z nizsiho vrcholu do vyssiho. O

Lemma K (o Korektnosti): Kdyz se algoritmus zastavi, je f maximalni tok.
Diikaz: Nejprve ukazeme, ze f je tok: Omezeni na kapacity spliiuje tok stejné jako
vlna, takZe postaci dokazat, Ze plati Kirchhofftv zékon. Ten poZaduje, aby prebytky
ve vSech vrcholech kromé zdroje a spotiebice byly nulové. To ovSem musi byt, protoze
nenulovy prebytek by musel byt kladny a algoritmus by se dosud nezastavil.

Zbyva zduvodnit, ze f je mazimdlni: Pro spor predpokladejme, ze tomu tak
neni. Ze spravnosti Fordova-Fulkersonova algoritmu plyne, ze tehdy musi existovat
nenasycena cesta ze zdroje do stoku. Uvazme libovolnou takovou cestu. Zdroj je
stale ve vySce n a spotfebi¢ ve vysce 0 (viz invariant A). Tato cesta tedy prekondva
spad n, ale mize mit nejvyse n — 1 hran. Proto se v ni nachéazi alespon jedna hrana
se spadem alespon 2. Jelikoz je tato hrana soucasti nenasycené cesty, musi byt sama
nenasycena, coz je spor s invariantem S. Tok je tedy maximalni. |

Lemma C (Cesta do zdroje): M&jme vrchol v, jehoz piebytek f2(v) je kladny. Pak
existuje nenasycené cesta z tohoto vrcholu do zdroje.

Diikaz: Bud v vrchol s kladnym pfebytkem. Uvazme mnozinu A := {u € V |
existuje nenasycend cesta z v do u}. UkdZeme, Ze tato mnoZina obsahuje zdroj.

Pouzijeme uz mirné okoukany trik: seCteme prebytky ve vSech vrcholech mnozi-
ny A. VSechny hrany lezici celé uvnitt A nebo celé venku piispéji dohromady nulou.
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Nenulou mohou pfispét pouze hrany vedouci ven z A nebo naopak zvenku dovnitf.

Ziskame:
Yorfw= Y fea) - > fa) < o

u€A ba€E(V\A,A) abEE(A,V\A)

=0 >0

Ukazme si, pro¢ je prvni svorka rovna nule. Mé&jme hranu ab (a € A, b € V'\ A).
Ta musi mit nulovou rezervu — jinak by totiz i vrchol b patfil do A. Proto po hrané
ba nemuze nic téci.

Obr. 1.8: Obréazek k dikazu lemmatu C

Druhé svorka je evidentné nezadporné, protoze je to soucet nezapornych ohod-
noceni hran.

Proto » ,ca f2(u) < 0. Zaroveii viak v A lezi aspoii jeden vrchol s kladnym
prebytkem, totiz v, tudiz v A musi byt také néjaky vrchol se zapornym piebytkem
— a jediny takovy je zdroj. Tim je dokazano, ze z lezi v A, tedy Ze vede nenasycena
cesta z vrcholu v do zdroje. |
Invariant V (Vyska): Pro kazdy vrchol v je h(v) < 2n.

Diikaz: Kdyby existoval vrchol v s vyskou h(v) > 2n, mohl se do této vysky dostat
pouze zvednutim z vysky alespoii 2n. Tehdy musel mit kladny piebytek f2(v) > 0
(jinak by nemohl byt zvednut). Dle lemmatu C musela existovat nenasycend ces-
ta z v do zdroje. Tato cesta nicméné prekondvala spad alespon n, ale mohla mit
nejvyse n — 1 hran (na cestdch se vrcholy neopakuji). Tudiz musela obsahovat ne-
nasycenou hranu se spadem alespon 2, coz je spor s invariantem S. O

Lemma Z (poéet Zvednuti): Bshem vypoctu nastane nejvyse 2n? zvednuti.

Dikaz: Z predchoziho invariantu plyne, Ze kazdy vrchol mohl byt zvednut nejvyse
2n-krat. Vrchold je n. O

Ted ndm jesté zbyva urdit pocdet provedenych prevedeni. Bude se ndm hodit,
kdyz prevedeni rozdélime na dva druhy:

Definice: Rekneme, 7e pfevedeni po hrané uv je nasycené, pokud po pievodu rezer-
va r(uv) klesla na nulu. V opa¢ném piipadé je nenasycené, a tehdy urcité klesne
piebytek f2(u) na nulu (to se nicméné miiZe stat i pii nasyceném pievedent).
Lemma S (naSycena pFevedeni): Pocet vSech nasycenych pfevedeni je nejvys nm.
Diikaz: Pro kazdou hranu uv spoéitejme pocet nasycenych prevedeni (tedy takovych
prevedeni, Ze po nich klesne rezerva hrany na nulu). Abychom dvakrit nasycené
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prevedli prebytek (nebo jeho ¢ast) z vrcholu u do vrcholu v, tak jsme museli u
mezitim alespon dvakrat zvednout:

Po prvnim nasyceném pievedeni z vrcholu v do vrcholu v se vynulovala rezerva
hrany uv. Uvédomme si, Ze pfi této operaci muselo byt u vyse nez v, a dokonce vime,
7e bylo vyse pfesné o 1 (viz invariant S). Nez nastane dalsi pfevedeni po této hrané,
musime jeji rezervu z nuly opét zvysit. Jediny zpusob, jak toho lze dosdhnout, je
prevést ¢ast prebytku z v zpatky do w. K tomu se musi v dostat (alespoii o 1)
vySe nez u. Po preliti bude rezerva uv opét kladna. A abychom provedli nasycené
prevedeni znovu ve sméru z u do v, musime zase u dostat (alespoii o 1) vySe nez v.
Proto musime u alespon o 2 zvednout — nejprve na Groven v a pak jesté o 1 vyse.

Ukazali jsme tedy, Zze mezi kazdymi dvéma nasycenymi prevedenimi musel byt
vrchol u zvednut alespon dvakrat. Podle lemmatu V se u mohlo zvedat maximalné
2n-krat za cely vypocet, takze vSech nasycenych prevedeni po hrané uv je nejvyse n
a po vSech hranach dohromady nejvyse nm. O
Potencialova metoda: Predchozi dvé lemmata jsme dokazovali ,,lokalnim* zpisobem
— zvednuti jsme poditali pro kazdy vrchol zvlast a nasycend prevedeni pro kazdou
hranu. Tento pfistup pro nenasycena pfevedeni nefunguje, jelikoz jich lokalné mize
byt velmi mnoho. Podafi se ndm nicméné omezit jejich celkovy pocet.

Jedim ze zpusob1, jak takova ,globalni“ tvrzeni o chovani algoritmu dokazovat,
je pouzit potencidl. To je néjakd nezdpornd funkce, kterda popisuje stav vypoctu.
Pro kazdou operaci pak stanovime, jaky vliv mé& na hodnotu potencialu. Z toho
odvodime, Ze operaci, které potencidl snizuji, nemtze byt vyrazné vice nez téch,
které ho zvysuji. Jinak by totiz potencidl musel nékdy béhem vypoctu klesnout pod
nulu.

S timto druhem dukazu jsme se vlastné uz setkali. To kdyz jsme v kapitole o vy-
hledavani v textu odhadovali pocet prichodt po zpétnych hranach. Roli potencidlu
tam hralo ¢islo stavu.

V nésledujicim lemmatu bude potencidl trochu slozitéjsi. Zvolime ho tak, aby
operace, jejichZ poéty uz znadme (zvednuti, nasycené pievedeni), pfispivaly nanejvys
malymi kladnymi ¢isly, a nenasycend prevedeni potencial vzdy snizovala.

Lemma N (Nenasycen4 pfevedeni): Pocet viech nenasycenych pievedeni je O(n?m).

Diikaz: Dtikaz provedeme potencidlovou metodou. Uvazujme néasledujici potencial:

P = Z h(v).

v#£z,8
F2(v)>0
Nyni se podivejme, jak se nas potencial béhem algoritmu vyviji:

® Na pocatku je & = 0.

e Béhem celého algoritmu je ® > 0, nebof potenciél je soudtem neza-
pornych ¢lent.

e Zvednuti vrcholu zvysi @ o jednic¢ku. (Aby byl vrchol zvednut, musel
mit kladny prebytek, takze vrchol do sumy jiz pfispival. Ted jen
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prispé&je ¢islem o 1 vyssim.) Jiz vime, Ze za cely pritbéh algoritmu
je viech zvednuti maximalné 2n2, proto zvedanim vrchold zvysime
potencial dohromady nejvyse o 2n2.

e Nasycené prevedeni zvysi ® nejvyse o 2n, protoze bud po prevo-
du hranou uv v u zustal néjaky prebytek, takze se mohl potencial
zvyS$it nejvyse o h(v) < 2n, nebo je pfebytek v u po pfevodu nulo-
vy a potencidl se dokonce o jedna snizil. Podle lemmatu S nastane
nejvyse nm takovych nasycenych prevedeni a ta celkové potencial
zv¥sl maximéalné o 2n’m.

e Konecné kdyz prevadime po hrané uv nenasycené, tak od potencidlu
uréité ode¢teme vysku vrcholu u (nebot se vynuluje piebytek ve vr-
cholu u) a mozné pii¢teme vysku vrcholu v. Jenze h(v) = h(u) — 1,
a proto nenasycené prevedeni potencial vzdy snizi alespon o jedna.

Potencial celkové stoupne o nejvyse 2n? + 2n2m = O(n?m), klesa pouze pii nenasy-
cenych prevedenich a pokazdé alespon o 1. Proto je vSech nenasycenych prevedeni
O(n’m). O

Implementace

Zbyvéa vytesit, jak sit a vysky reprezentovat, abychom dokédzali rychle hledat
vrcholy s pfebytkem a nenasycené hrany vedouci s kopce.

Budeme si pamatovat seznam P vSech vrcholi s kladnym prebytkem. Kdyz
ménime prebytek néjakého vrcholu, miizeme tento seznam v konstantnim case aktu-
alizovat — budto vrchol do seznamu pfidat nebo ho naopak odebrat. (K tomu se hodi,
aby si vrcholy pamatovaly ukazatel na svou polohu v seznamu P). V konstantnim
Case také umime odpovédeét, zda existuje néjaky vrchol s prebytkem.

Déle si pro kazdy vrchol w € V budeme udrZzovat seznam L(u). Ten bude
obsahovat vSechny nenasycené hrany, které vedou z u dolt (maji spad alespor 1).
Opét pfi zménach rezerv mizeme tyto seznamy v konstantnim case upravit.

Jednotlivé operace budou mit tyto slozitosti:

e Inicializace algoritmu — trivialngé O(m).

e Vybér vrcholu s kladnym piebytkem a nalezeni nenasycené hrany
vedouci doltt — O(1) (staci se podivat na pocéatky pfislusngch sezna-
mit).

e Prevedent prebytku po hrané uv — zmény rezerv r(uv) a r(vu) zptso-
bi pepoéitani seznamt L(u) a L(v), zmény pebytktl f2(u) a f2(v)
mohou zpusobit zménu v seznamu P. Ve v ¢ase O(1).

® Jwvednuti vrcholu v — musime obejit vSechny hrany do u a z u, kte-
rych je nejvyse 2n, porovnat vysky a pfipadné tyto hrany uv odebrat
ze seznamu L(v) resp. piidat do L(u). To trvad O(n).

Vidime, ze kazdé zvednuti je sice drahé, ale je jich zase pomérné malo. Naopak
prevadéni prebytki je castd operace, takze je vyhodné, ze trva konstantni cas.
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Véta: Goldbergiiv algoritmus najde maximalni tok v ¢ase O(n?m).

Driikaz: Inicializace algoritmu trvd O(m). Pak algoritmus provede nejvyse 2n? zved-
nuti (viz lemma Z), nejvyse nm nasycenych pievedeni (lemma N) a nejvyse n?m
nenasycenych pfrevedeni. Vynasobenim slozitostmi jednotlivych operaci dostaneme
¢as O(n3 + nm + n?m) = O(n*m). Podle lemmatu K po zastaveni vyd4 maximalni
tok. ]

Vylepseni Goldbergova algoritmu

Zakladni verze Goldbergova algoritmu tedy dosahla stejné slozitosti jako Di-
nictv algoritmus. Nyni ukdzeme, ze pokud budeme volit vrchol, ze kterého budeme
prevadét prebytek, sikovnéji — totiz jako nejvyssi z vrchold s nenulovym prebytkem —,
slozitost se jesté zlepsi.

V &asové slozitosti ptivodniho algoritmu byl nejvyznamnéjsi élen O(n?m) za ne-
nasycend prevedeni. Pokusme se jejich pocet ve vylepSeném algoritmu odhadnout
tEsnéji.

Lemma N’ (Nenasycena pfevedeni): Goldbergiv algoritmus s volbou nejvyssiho vr-
cholu provede O(n?) nenasycenych pievedeni.

Diikaz: Dokazovat budeme opét pomoci potencidlové metody. Vrcholy rozdélime

do hladin podle vysky. Specialné nas bude zajimat nejoyssi hladina s prebytkem:
H :=max{h(v) |v # 2,5 & f*(v) > 0}.

Rozdélime béh algoritmu na faze. Kazda faze konci tim, Ze se H zméni. Jak se mize
zménit? Bud se H zvysi, coz znamend, Ze néjaky vrchol s prebytkem v nejvyssi
hladiné byl o 1 zvednut, nebo se H snizi. Uz vime, Ze v pribéhu vypoctu nastane
O(n?) zvednuti, coz shora omezuje pocet zvyseni H. Zaroveii si miizeme uvédomit,
7ze H je nezdporny potencidl a snizuje se i zvySuje piesné o 1. Pocet snizeni bude
proto omezen poctem zvyseni. Tim padem nastane vieho viudy O(n?) fazi.

Béhem jedné faze pritom provedeme nejvyse jedno nenasycené prevedeni z kaz-
dého vrcholu. Po kazdém nenasyceném pievedeni po hrané uv se totiz vynuluje
prebytek v u a aby se provedlo dalsi nenasycené pfevedeni z vrcholu u, muselo by
nejdiive byt co prevadét. Muselo by tedy do u néco pritéci. My ale vime, Ze pre-
vadime pouze shora dold a u je v nejvyssi hladiné (to zajisti pravé ono vylepSeni
algoritmu), tedy nejdiive by musel byt néjaky jiny vrchol zvednut. Tim by se ale
zménilo H a skoncila by tato faze.

Proto pocet vSech nenasycenych prevedeni béhem jedné faze je nejvyse n. A jiz
jsme dokazali, Ze fazi je O(n?). Tedy pocet viech nenasycenych pievedeni je O(n?). O

Tento odhad je hezky, ale stale neni tésny a algoritmus se chova lépe. Dokazme

.....

Lemma N” (Nenasycena prevedeni): Pocet nenasycenych pievedeni je O(n?,/m).

Poznamka: Tato Casova slozitost je vyhodné napiiklad pro ridké grafy. Ty maji totiz
pomérné maly pocet hran.
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Diikaz: Zavedme faze stejné jako v dikazu pfedchozi verze lemmatu a rozdélme
je na dva druhy: laciné a drahé podle toho, kolik se v nich provede nenasycenych
prevedeni. Pro kazdy druh fazi pfitom odhadneme celkovy pocet prevedeni jinym
zpusobem.

Necht & je néjaké kladné ¢islo, jehoz hodnotu uréime pozdé&ji. Lacin€ fdze budou
ty, béhem nichz se provede nejvySe k nenasycenych pievedeni. Drahé fdze budou ty
ostatni, tedy takové, ve kterych se provede vice jak k nenasycenych prevedeni.

Ted potiebujeme odhadnout, kolik nds budou stat oba typy fazi. Zacnéme té-
mi jednodus$imi — lacinymi. Jejich pocet shora odhadneme poctem vsech fazi, te-
dy O(n?). Nenasycenych pievedeni se béhem jedné laciné faze provede nejvice k.
Béhem vsech lacingch fazi dohromady jich proto bude O(n?k).

Pro pocet nenasycenych prevedeni v drahych fazich si zavedme novy potencidl:

U= Y pv),
v#£2,8
F2(v)#£0
kde p(v) je pocet vrcholl u, které nejsou vyse nez v. Neboli:

p(v) = {u € V[ h(u) < h(v)}].

Tedy plati, ze p(v) je vZdy nezdporné nikdy nepiesdhne pocet vSech vrcholt n. Pro-
to ¥ bude také vzdy nezdporné a nepiekroéi n?. Rozmysleme si, jak bude potenciél
ovliviiovan operacemi algoritmu:

o Inicializace: Po¢atedni potenciél je nejvyse n2.

e Zvednuti vrcholu v: Hodnota p(v) se zvysi nejvySe o n a vSechna
ostatni p(w) se budto nezméni, nebo klesnou o 1. Bez ohledu na
prebytky vrcholt se tedy potencidl zvysi nejvyse o n.

® Nasycené prevedeni po hrané uv: Hodnoty p(...) se nezméni, ale
meéni se prebytky — vrcholu u se snizuje, vrcholu v zvysuje. Z poten-
cidlu proto muZe zmizet ¢len p(u) a naopak pfibyt p(v). Potencidl ¥
tedy vzroste nejvyse o n.

e Nenasycené prevedeni po hrané uv: Hodnoty p(...) se opét neméni.
Piebytek v u se vynuluje, coz snizi ¥ o p(u). Pfebytek v se naopak
zvysi, takze pokud byl pfedtim nulovy, ¥ se zvysi o p(v). Celkové
tedy U klesne alespoil o p(u) — p(v).

Ted vyuzijeme toho, Ze pokud pfevadime po hrané uv, mé tato hra-
na spad 1. Vyraz p(u) — p(v) tedy udéva pocet vrcholi na hladiné
h(u), coz je nejvyssi hladina s prebytkem. Z predchoziho dikazu
vime, ze téchto vrcholi je alespon tolik, kolik je nenasycenych pte-
vedeni béhem dané faze.

Z toho plyne, Ze nenasycend prevedeni provedenda béhem drahych
fazi snizi potencial alesponn o k. Ty v lacinych fazich ho nesnizuji
tak vyrazné, ale urcité ho nezvysi.
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Potencial ¥ se tedy miize zvétsit pouze pii operacich inicializace, zvednuti a na-
syceného pievedeni. Inicializace p¥ispéje n?. Vech zvednuti se provede celkem O(n?)
a kazdé zvysi potencidl nejvyse o n. Nasycenych pfevedeni se provede celkem O(nm)
a kazdé zvysi potencial taktéz nejvyse o n. Celkem se tedy ¥ zvysi nejvyse o

n? +n-0(Mm?) +n-O0(nm) = On®+n’m).

Ted vyuzijeme toho, Ze ¥ je nezaporny potencial, tedy kdyz ho kazdé nena-
sycené prevedeni v drahé fazi snizi ¥ alespon o k, muze takovych prevedeni nastat
nejvyse O(n3/k+n?*m/k). To nyni se¢teme s odhadem pro laciné fize a dostaneme,
7e vSech nenasycenych prevedeni probéhne

3 2 2
9 n n‘my 9 n’m
O(nk+k+ k)—@(nk‘-i— k)

(vyuzili jsme toho, ze v souvislych grafech je m > n, a tedy n?m > n?).

Tento odhad ovSem plati pro libovolnou volbu k. Proto zvolime takové k, aby
byl co nejnizsi. Jelikoz prvni ¢len s rostoucim k roste a druhy klesa, asymptotické
minimum nastane tam, kde se tyto ¢leny vyrovnaji, tedy kdyz n’k = n?m/k.

Nastavime tedy k = v/m a ziskdme kyzeny odhad O(n?y/m). O
Cviéeni:

1. Rozeberte chovani Goldbergova algoritmu na sitich s jednotkovymi kapacitami.

Bude rychlejsi nez ostatni algoritmy?

2.  Navrhnéte implementaci vylepseného Goldbergova algoritmu se zvedanim nej-
vyssiho vrcholu s prebytkem. Snazte se dosdhnout ¢asové slozitosti O(n?/m).

3. Co by se stalo, kdybychom v inicializaci algoritmu umistili zdroj o 1 nize?
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