1. Binomialni haldy

V této kapitole popiseme datovou strukturu zvanou binomialni halda. Zakladni
funkcionalita binomialni haldy je podobna binarni haldé, nicméné ji dosahuje jiny-
mi metodami a navic podporuje funkci BHMERGE, kterd umi rychle sloucit dvé
binomidalni haldy do jedné.

Shriime na zac¢atek podporované operace spolu s jejich ¢asy. Cislo N udava
pocet prvkt v haldé a haldu zde chapeme jako minimovou.

Operace Cas Komentar

BHINSERT O(log N), ©6%(1) Vlozi novy prvek.

BHGETMIN O(1) Vrati minimum mnoziny.
BHEXTRACTMIN  ©(log N) Vrati a odstrani minimum mnoziny.
BHMERGE O(log N) Slouéi dvé haldy do jedné.
BHBUILD O(N) Postavi z N prvka haldu.
BHDECREASEKEY ©(log N) Snizi hodnotu klice prvku.
BHINCREASEKEY O(log?® N) Zvysi hodnotu klice prvku.
BHDELETE O(log N) Smaze prvek.

Notaci ©*(1) rozumime amortizovanou slozitost.

1.1. Zavedeni binomialni haldy

Namisto jediného stromu (jako méa bindrni halda) sestdva binomidlni halda ze
sady tzv. binomialnich stromi.

Binomialni stromy

Definice: Binomidlni strom fddu k (zna¢ime By,) je zakofenény strom, pro ktery plati
nasledujici pravidla.

1 strom By (fadu 0) obsahuje pouze kofen

2 strom By pro k > 0 ma kofen, ktery ma pravé k syni, pricemz tito

synové jsou zaroven kofeny binomialnich stromu po fadé By, By az
Br_1.

Nahled na strukturu binomialniho stromu ziskdme z obrazku 1.1. Také se po-
divejme, jak budou vypadat nékteré nejmensi binomialni stromy (viz obr. 1.2).

By By B» B3 By
T ] /} ﬁ

Obr. 1.2: Pfiklady binomialnich stromut
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By,

By B Br—2  Bp-1

Obr. 1.1: Binomidlni strom fadu k

Podame jesté jednu definici binomidlnich stromt (tzv. rekurzivni definici bino-
mialnich stromti), pro niz nésledné ukézeme jeji ekvivalenci s predchozi definici.

Definice: Zakofenéné stromy Bj jsou definovany takto: B; obsahuje pouze kofen a
pro k > 0 se By, sklad4 ze stromu Bj,_;, pod jehoZz kofenem je napojeny dalsi strom
B;_,.

B
By By

Obr. 1.3: Rekurzivni definice binomialniho stromu

Lemma 1: Stromy By a Bj, jsou izomorfni.

Diikaz: Postupujme matematickou indukci. Pro & = 0 tvrzeni zjevné plati. Zvolme
k > 0. Pod kofenem stromu Bj jsou dle definice zavéSeny stromy By,..., Bg_1.
OdtrZzenim posledniho podstromu By_1 od By vSak dostavame strom Bj_;. To dava
presné definici stromu Bj,. Naopak, uvazime-li strom By, z indukce vyplyva, ze Bj_,
je izomorfni By_1, pod jehoz kofen jsou dle definice napojeny stromy By, ..., Bx_o.
Pod kofen By, jsou tudiZ napojeny stromy By, ..., Bg_1. O

Lemma 2: Pocet hladin stromu By, je roven k + 1 a pocet jeho vrcholi je roven 2F.

Dikaz: Dokédzeme matematickou indukci. Strom By mé jisté 1 hladinu a 2° = 1
vrchol. Zvolme k > 0. Z indukéniho predpokladu vyplyva, Ze hloubka Bi_; je k
a pocet vrcholtl je 2F~1. Uzitim pfedchoziho lemmatu dostavame, Ze strom By je
slozeny ze dvou stromil Bj_1, z nichz jeden je o hladinu nize nez druhy, coz dava
pocet hladin k + 1 stromu Bj,. Slozenim dvou stromu Bj,_; dostdvame 2 - 2F~1 = 2k
vrcholt. O

Dusledek: Binomidlni strom s N vrcholy mé hloubku O(log N) a pocet synt kofene
je taktéz O(log N).
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Od stromu k haldeé

Z binomidlnich stromi nyni zkonstruujeme binomialni haldu. Pro ulozeni N =
2¢ prvki staéi zvolit strom By. Pro N # 2¢ vyuzijeme vlastnosti dvojkového zépisu
¢isla N: haldu sestavime z binomialnich stromi takovy Fadi, pro néz jsou nastaveny
prislusné bity v cisle N.

Definice: Binomidlni halda obsahujici N prvku se sklada ze souboru stromt 7 =
Tl, S ,Tg, kde

1 Uchovavané prvky jsou ulozeny ve vrcholech stromi T;. Prvek ulo-
zeny ve vrcholu v € V(T;) znacime h(v).

2 Pro kazdy strom T; plati tzv. haldovd podminka, neboli pro kazdy
v € V(T;) a jeho syny s1,...,s, plati h(v) < h(s;),j=1,...,k.

3 Kazdy strom T; je binomialni strom.

4 V souboru T se zaddné dva fady binomialnich stromt nevyskytuji
dvakrat.

5 Soubor stromti T je usporadan vzestupné podle fadu binomialniho
stromu.

Jako vhodny zpusob uloZeni souboru stromt 7 tedy poslouzi napiiklad spojovy
seznam. Ve spojovém seznamu lze i jednoduse udrzovat seznamy syni jednotlivych
vrchold v binomialnim stromé.

Tvrzeni: Binomialni strom Fadu & se vyskytuje v souboru stromit N-prvkové binomi-
alni haldy pravé tehdy, kdyz je v dvojkovém zapisu ¢isla N nastaveny k-ty nejnizsi
bit na 1.

Drikaz: Z definice binomialni haldy vyplyvé, Ze binomiélni stromy dohromady déavaji
Zle b;2" = N, kde k je maximalni fad stromu v 7 a b; = 0 nebo b; = 1. Z vlastnosti
zapisu ¢isla v dvojkové soustavé vyplyvé, ze pro dané N jsou ¢isla b; (a tim i Fady
binomialnich stromt v 7°) uréena jednoznacéné. Cisla by, by_1, ..., b; tedy tvoii zapis
N v dvojkové soustavé. O

Dusledek: N-prvkova binomialni halda sestava z O(log N) binomialnich stromd.

1.2. Operace s binomialni haldou

Nalezeni minima

Jak jsme jiz ukazali u binarni haldy, pokud strom spliuje haldovou podminku,
musi se minimum v ném ulozené nachazet v jeho kofeni. Minimum cele haldy se
tedy musi nachazet v jednom kofend stromu 7;. Operaci BHGETMIN tedy postaci
projit seznam 7T, coZ bude trvat ¢as O(log N).

Operaci BHGETMIN lze urychlit na ¢as ©(1) tim, Zze binomialni haldu rozsitime
o ukazatel na globalni minimum. Pfi kazdé dalsi operaci nad binomialni haldou
potom tento ukazatel prepocitame, napiiklad prichodem seznamu 7. Ctenaf necht
si povsimne, Ze s vyjimkou amortizovaného BHINSERT na to kazda operace bude
mit dostatek casu.
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Slévani

Operaci BHMERGE ponékud netypicky popiseme jako jednu z prvnich, protoze
ji budeme nadale pouzivat jako podproceduru ostatnich operaci.

Algoritmus slévani vezme dvé binomialni haldy a vytvori z nich jedinou, ktera
obsahuje prvky obou hald a pfitom zachovava vsSechny vlastnosti haldy popsané
vyse. V prvni fazi provedeme klasické sliti dvou usporadanych seznamii. Takto slity
seznam bude obsahovat stromy z obou hald, takzZe se miize stat, ze od nékterych rada
budou v seznamu stromy dva. V druhé fazi provedeme konsolidaci, kterd pospojuje
stromy stejnych fadd tak, aby zbyl od kazdého nejvyse jeden.

Konsolidace bude probihat nasledovné. Pripravime pomocné pole obsahujici
[log, N1+1 piihradek (¢islovanych od 0). Stromy ze seznamu rozdélime do piihrddek
tak, ze v i-té prihradce jsou vSechny stromy radu i. Poté projdeme vSechny pfihradky
pocinaje od 0. Pokud v nékteré nalezneme alespon dva stromy, spojime tyto stromy
do jednoho o fad vétsiho stromu a novy strom vlozime do pfihradky s o jedna vyssim
indexem. Na konec obsahy prihradek pospojujeme ve spravném poradi do vysledného
spojového seznamu.

Algoritmus BHMERGE
Vstup: Binomidlni haldy H,, Hs
Vystup: Binomialni halda H,,; poskladana z prvka H; a Hs

1. Pokud H; nebo Hj je prazdna:
2. Vyfesime trividlné a skonéime. (Slévdni se nekona.)
3. Slij seznamy H; a Hy setiidéné do Hypy,p.
4. Ptiprav pole P[0... [logy |Himp|]] spojovych seznami.
5. Pro vSechny stromy s € Hyp,p:
6. Odtrhni s ze seznamu Hypp.
7. Vloz s do P[rdd(s)].
8. Hyyt < nova prazdné halda
9. Pro v8echny ptihradky ¢ v P (po¢inaje od 0):
10. Pokud mé P[i] alesponi dva stromy:
11. b1, by < odtrhni prvni dva stromy z Pl[i].
12. b < BHMERGE Tree (b1, bs)
13. Vloz b do P[i + 1].
14. Obsah P[i] pfipoj na konec Hys.

15. Piepocitej v H,y; ukazatel na minimalni prvek

Spojeni dvou stromu, které pouzivame v predchozim algoritmu je velice jedno-
duché. Pti spojovani je potfeba napojit kofen jednoho stromu jako posledniho syna
kofene druhého stromu. Pfitom musime dat pozor, aby zistala zachovana haldo-
va podminka, takze vidy zapojujeme kofen s véts$im prvkem pod koren s mensim
prvkem.
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Procedura MERGETREE
Vstup: Stromy by, by z binomialni haldy (7dd(b;) = 7dd(bs))
Vistup: Vysledny strom b,

1. Pokud kofen(by) < koten(by):

2. Pfipoj kofen(b2) jako posledniho syna pod koven(by).
3. bout < b1

4. Jinak:

5. Pfipoj kofen(by) jako posledniho syna pod koven(bs).
6. bout < b2

Tvrzeni: Algoritmus BHMERGE je korektni a jeho ¢asova slozitost je ©(log N).

Dikaz: Algoritmus konsolidace pouzivd pouze cykly pevnych délek (pfes vSechny
prvky resp. pfes vSechny piihradky), takZe je zcela jisté koneény.

Ukazme, Ze po konsolidaci nebudou ve vysledném spojovém seznamu dva stro-
my stejného fadu: V kazdé prihradce se nikdy nevyskytuji vice nez tii stromy. Na
zac¢atku mohou byt nejvyse dva a nejvyse jeden mutze byt pfidan po slévani z pii-
hradky s o jedna mensim indexem. Diky tomu je jasné, ze po prichodu prihradkami
bude v kazdé nejvyse jeden strom, takze ve vysledné haldé se nemohou vyskytovat
dva stromy se stejnym radem.

Slozitost slévani je primo timérna poctu prihradek, které vytvorime. V kazdé
prihréddce jsou nejvySe 3 stromy (tedy konstantni pocet) a za kazdou pfihradku
provedeme také nejvyse jedno spojeni stromti. Celkova slozitost v nejhorsim pfipadé
bude tedy ©(log V). O

Vkladani prvkua a postaveni haldy

Operaci BHINSERT vyfesime snadno. Vytvofime novou binomialni haldu ob-
sahujici pouze vklddany prvek a nasledné zavolame slévani hald.

Snadno nahlédneme, Ze pouhé preusporadani stromu pii pridani nového prvku
tak, aby v seznamu nebyly dva stromy stejného fadu, mize v nejhorsim piipadé
vyzadovat ¢as O(log N) operaci.

Algoritmus BHINSERT

Vstup: Binomidlni halda H, vkladany prvek z

Vystup: Binomialni halda H s vlozenym prvkem

1. Vytvof binomiélni haldu Hiy,,, s jedingym prvkem z.
2. H < BHBHMERGE(H, Hyy,,)

Tvrzeni: Operace BHINSERT mé ¢asovou slozitost O(log V) worst-case. Pro na po-
¢atku N-prvkovou haldu trva libovolnd posloupnost K volani operace BHINSERT
¢as O(N + K); BHINSERT m4 tedy amortizovanou ¢asovou slozitost ©(1).

vvey

prace bude ve slévani hald. Slévani zvlddneme v ¢ase ©(log N), tedy i vkladani prvku
bude mit v nejhorsim piipadé logaritmickou ¢asovou slozitost.
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Slévani dvou hald skutecné pracuje v logaritmickém case, avSak prfi vkladani
ma jedna ze slévanych hald pouze jeden prvek. V nejhorsim piipadé se samoziejmé
mize stit, Zze ptivodni halda ma vsechny stromy od By aZ po Biog, N1-1, takZe pii
slévani dojde k fetézové reakci a postupné se vSechny stromy slou¢i do jediného,
coz si vyzadda O(log N) operaci. Nicméné pokud je napiiklad pocet prvki v pivodni
haldé sudy, pak strom By v jejim spojovém seznamu chybi a slévani s jednoprvkovou
haldou je mozné provést v konstantnim case.

Poznamenejme jesté, ze pfi slévani puvodni a nové jednoprvkové haldy, lze spo-
jeni seznami provést v konstantnim case, takze nas budou z hlediska asymptotické
slozitosti zajimat pouze operace spojeni dvou stromt.

Pro amortizovanou analyzu vyuzijeme skutecnosti dokézanych pro binarni sci-
tacku. Pfipomenme, Ze posloupnost K inkrementt v N-bitové binarni séitacce trva
¢as O(N + K). Nyni si v§imnéme, Ze sliti dvou binomidlnich stromt pfesné na-
stane v okamziku, kdy se v inkrementované binarni sc¢itacce dojde k souctu dvou
jednickovych bitu. Pocet bitovych zmén je tak tmérny poctu spojeni binomialnich
strom1i.

Z toho uz jednoduse vyplyva celkova ¢asova slozitost O(N + K) pro K volani
operace BHINSERT. O

Predesla amortizovand analyza operace BHINSERT déva navod na realizaci
rychlé operace BHBUILD pro postaveni binomialni haldy opakovanym volanim ope-
race BHINSERT.

Dusledek: Posloupnost N volani operace BHINSERT trva ¢as ©(IV).

Vsimnéme si, ze narozdil od binarni haldy, jejiz rychla stavba vyzadovala spe-
cidlni postup, zde ndm pro rychlé postaveni binomialni haldy stacilo pouze 1épe
analyzovat ¢asovou slozitost.

Odstranéni minima

Odstranéni minima je nepatrné komplikovanéjsi nez vkladani prvki, nicméné
opét pouzijeme operaci BHMERGE. Pii odstranovani nejprve nalezneme strom M,
jehoz koren je minimem, a tento strom odpojime z haldy. Nasledné odtrhneme vSech-
ny syny (véetné jejich podstromt) kofene M a vlozime je do nové binomidlni haldy.
Tato operace je pomérné jednoduchd, nebot se mezi syny dle definice binomiélniho
stromu nikdy nevyskytuji dva stromy stejného fadu. Na konec slijeme novou haldu
s puvodni, ¢imz se odtrzené prvky zacleni zpét.

Algoritmus BHEXTRACTMIN

Vstup: Binomidlni halda H

Vystup: Binomialni halda H s odstranénym minimem

1. m < strom s nejmensim kofenem v haldé H.
2. Odeber m z H.

3. Vytvof prazdnou binomidlni haldu Hyy,).

4. Pro kazdého syna s kofene stromu m:
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5. Odtrhni podstrom s kofenem v s a vloz jej do Hipyp.
6. Odstran m. (Zbyde ndm jen kofen, ktery odstranime.)
7. H < BHBHMERGE(H, Hyy,,,)

Tvrzeni: Casova slozitost operace BHEXTRACTMIN v N-prvkové binomialni haldé
je ©(log N). Lepsi ¢asové sloZitosti nelze dosdhnout.

Drikaz: Vytvoreni docasné haldy pro podstromy odstranovaného kofene zabere nej-
vyse tolik ¢asu, kolik podstromi do ni vklddame — tedy O(log N). Slévani hald ma
také logaritmickou slozitost, takze celkova slozitost algoritmu v nejhor$im piipadé
je O(log N). NemuZeme ¢init zadné pfedpoklady o tom, kolik syni mé kofen ob-
sahujici minimum (nejvyse vSak O(log N), takze na rozdil od vkladani zde bude
amortizovand slozitost rovna slozitosti v nejhorsim ptipadé.

Dolni odhad slozitosti odstraniovani minima ziskame z dolniho odhadu slozitosti
tfidéni. Kdyby existoval rychlejsi algoritmus na odstranéni minima, zkonstruovali
bychom rychlejsi t¥idici algoritmus nez O(N log N) vlozenim tfidénych prvkia operaci
BHBUILD do haldy a nésledné N-nasobym odstranénim minima, coz by dalo lepsi
¢asovou slozitost nez O(N log N). O

V tvodu této kapitoly jsme uvedli jesté operace BHDECREASEKEY, BHINCREASEKEY
a BHDELETE, které dostanou ukazatel na binomialni haldu a ukazatel na prvek v ni,
a provedou po fadé snizeni jeho klice, zvysSeni klice a smazani prvku. Tyto operace
prenechame ¢tenaii jako cviceni 1.2.7, 1.2.8 a 1.2.9.

Implementace a srovnani s regularni haldou

Nyni je spravny cCas zeptat se, jaké vyhody nam pfinese binomialni halda oproti
napf. klasické binarni. Pomineme-li, Ze binomialni haldy jsou zajimavé z hlediska
teoretického, zbyvaji ndm pomérné jasné ukazatele kvality — Casovd a pamétova
slozitost. Casové slozitosti zdkladnich operaci prehledné shrnuje nasledujici tabulka
(hvézdickou jsou oznafeny amortizované slozitosti).

Operace binarni d-regularni binomialni
Piistup k minimu 0(1) O(1) O(1)

Vkladani prvku O(log N) ©O(log,; N) O(log N), ©%(1)
Odstranéni minima |©(log N) ©(dlog;N) ©(logN)

Binomialni halda se od klasické binarni haldy lisi pouze v amortizované slo-
zitosti vkladani. Zde se jesté slusi pripomenout, Zze binarni haldu umime postavit
v linedrnim case, takze pokud bychom prvky nejprve vkladali do prazdné haldy a
az po vlozeni vSech prvkid je zacali odebirat, dostaneme se i s bindrni haldou na
konstantni amortizovanou slozitost vkladani. Binomiélni halda mtze mit na druhou
stranu navrch v situacich, kdy se ¢asto stfidaji operace vkladani a vypousténi prvku.

Abychom mohli f4dné porovnat pamétové naroky, potfebujeme nejprve upres-
nit jak reprezentovat binomialni strom v paméti. Reguldrni haldy jsme bez potizi
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zvladli ulozit do pole. Pokud bychom se pokusili vtésnat do pole binomidlni strom,
nékteré operace (napf. spojeni dvou stromtl) ndm znacéné podrazi co do ¢asové slo-
zitosti. Zkusime tedy pfimocary pfistup. Jednotlivé uzly stromu budou dynamicky
alokované struktury, které provazeme ukazateli. Kazdy uzel pak bude obsahovat
jeden prvek a pole odkazl na vSechny své syny.

Na prvni pohled by se mohlo zdat, Zze na takovou reprezentaci budeme po-
tfebovat pomérné velké mnozstvi paméti. Kazdy uzel miize mit az O(log N) synt,
takze cely strom pak zabere O(N log N) paméti. Pozorny ¢tenaf uz jisté tusi, Ze se
jedna pouze o hruby horni odhad a Ze by mohl jit jesté vylepsit. Pravé polovina
uzli jsou! totiz listy a nepotiebuji tedy z4ddnou pamét na odkazy na syny. Naopak
pouze jeden uzel (kofen) bude mit log, N synti. Zkusme se podivat, kolik takovych
ukazateld bude v jednom binomialnim stromé. Na kazdy prvek odkazuje pravé jeden
ukazatel, takZe bez ohledu na to, kolik mé ktery uzel synd, v celém stromsé je ©(N)
ukazateli. Celkova slozitost pak bude ©(NN) na reprezentaci stromi a ©(log N) na
spojovy seznam kofent, coz je ve vysledku O(N + log N) = O(N). V asymptotic-
ké pamétové slozitosti si tedy binomiélni halda v ni¢em nezadd s klasickou, avSak
kvili potiebé ukazateli na prvky bude mit binomidlni halda horsi multiplikativni
konstantu.

Posledni véc, kterou je tfeba vzit v iivahu je slozitost implementace. Napro-
gramovat operace na klasické haldé je mnohem snazsi, nez naprogramovat haldu
binomialni. Je tedy potfeba zvazit, zda se tato prace navic vyplati.

Cviceni:

1. Preformulujte vSechny definice a operace pro maximovou haldu.

2. Dokazte, ze libovolné prirozené ¢islo x lze zapsat jako konecény soucet mocnin
dvojky 2k +2F2 | tak, 7e kazdé k; # k; pro rtzna ¢, j.

3. Ukazte, 7e s¢itancii v pfedchozim cviceni je nejvyse [log, ]

Upravte algoritmus BHMERGE tak, aby nepotieboval pole ptrihradek, ale vy-

stac¢il s konstantni pomocnou paméti. Casovou sloZitost musite pochopitelné

zachovat.

5. U binomialni haldy jsme naznaéili, Ze minimum (pfesnéji referenci na kofen
obsahujici minimum) muiZeme udrZovat stranou, abychom k nému mohli pfistu-
povat v konstantnim case. Upravte operace sliti, vkladani prvkid a vypousténi
minima tak, aby zaroven udrzovali odkaz na minimum. UkaZte, Ze tato prace
navic nezhorsi ¢asové slozitosti operaci.

6. Meéjme modifikaci binomialni haldy, ve které jsou stromy setfidéné sestupné

podle fadu (nikoli vzestupné). Opravte operaci slévani hald pro tuto reprezen-

taci, abyste pfitom zachovali jeji ¢asovou i pamétovou slozitost.

Navrhnéte operaci BHDECREASEKEY s ¢asovou slozitosti ©(log V).

Navrhnéte operaci BHINCREASEKEY s Casovou slozitosti ©(log? N).

© ® N

Navrhnéte operaci BHDELETE s ¢asovou slozitosti ©(log V).

(1 Pokud mé4 strom Fad alespori 1.
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1.3. Lina binomialni halda

Alternativou k ,,pilné“ binomidlni haldé je tzv. lind (,lazy“) binomiélni halda.
Jeji princip spociva v odlozeni né€kterych tikond pfi vklddani prvkd a odstranéni
minima, dokud nejsou opravdu potieba.

Zmény v reprezentaci

Lina binomialni halda se téméf nelisi od pilné. Pouze povolime, Ze se ve v sou-
boru stromt miize vyskytovat vice stromi stejného fadu. Pro jednoduchost budeme
navic predpokladat, ze soubor stromi je uloZzen v obousmérném kruhovém seznamu.
Podivejme se, jaké vyhody ndm to pfinese.

Operace sliti dvou hald, kterou vyuziva vkladani prvku i vypusténi minima se
znacné zjednodusi. Vzhledem k tomu, zZe se stromy mohou v haldé opakovat, sliti
neni ni¢im jinym nez spojenim dvou seznamt, coz jisté zvladneme v konstantnim
case. Aby ale halda nezdegenerovala v obyéejny spojovy seznam, musime ¢as od
Casu provést konsolidaci a stromy sloucit tak, aby jich bylo v seznamu co nejméné.

wevs

vSechny stromy v seznamu, takze je mizeme zaroven spojovat.

Pozorny ¢tenar jisté nad predchozim odstavcem pozvedne oboc¢i. Pro¢ bychom
nemohli pouzit stejny trik jako u pilné haldy a pamatovat si neustale ukazatel na
strom s nejmensim kofenem? Takové vylepSeni by bylo samoziejmé mozné a kon-
solidaci bychom pak provadéli pfi odstranéni minima (misto pfi hledani). Timto
vylepSenim se vSak nebudeme zabyvat a ponechame jej na rozmyslenou do cviceni.

Konsolidace

Konsolidace je velice podobna druhé fazi algoritmu MERGE. VSechny stromy
rozdélime do [log N| + 1 piihradek (&islovanych od 0) tak, Zze v i-té piihradce se
budou nachazet vSsechny stromy fadu i. Bohuzel jiZ nemtzeme ¢init zadné predpo-
klady o poctech stromt v jednotlivych prihradkach. Z kazdé prihradky budeme tedy
odebirat stromy po dvou a slucovat je dokud to bude mozné (zbude pouze jeden
nebo zadny strom).

Algoritmus LAZYHEAPCONSOLIDATION
Vstup: Lind implementace binomidalni haldy H o N prvcich
Vystup: Zkonsolidovana halda H

[

Pokud je H prazdna: Konec.
Pfiprav pole P[0... [log N'|] spojovych seznam.
Pro vSechny stromy s v H:
Odtrhni s z H.
Vloz s do P[rdd(s)].
Pro v8echny ptihradky i v P:
Dokud mé P[i] alespoii dva stromy:
b1, by < odtrhni prvni dva stromy z PJ[i].
b < BHBHMERGE Tree(by, bs)

© 0N O W
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10. Vloz b do Pli + 1.
11. Pokud v PJi] zbyl strom s:
12. Odtrhni s z P[i] a vloz jej do H.

Funké¢nost algoritmu dokézeme velmi podobné, jako u slévani hald. V kazdé
prihrddce nam zbude nejvys jeden strom, takze se ve vysledné haldé nemohou na-
chazet dva stromy stejného fadu. O néco komplikovanéjsi bude analyzovat ¢asovou
slozitost.

Casova sloZitost konsolidace

Tvrzeni: Casova slozitost konsolidace liné binomialni haldy je ©(N) v nejhorsim
pripadé a ©(log N) amortizované.

Dikaz: Pokud jsme do haldy jen vkladali, bude se skladat z N jednoprvkovych
stromtl. VSechny stromy musime nejprve vlozit do spravnych pfihradek (coz nadm
zabere®(N)). Néasledné kazdy strom bud slouc¢ime s jinym (tzn. zapojime pod kofen
jiného stromu), nebo jej vlozime do vysledného spojového seznamu. Na to budeme
potiebovat opét pravé ©(N) operaci. Samoziejmé bychom neméli zapomenout na
inicializaci a prochézeni vSech pfihradek, avsak to ndm zabere pouze ©(log N), coz
je mensi nez vysledna linearni slozitost.

Na prvni pohled vidime, 7e ziidka kdy bude konsolidace skuteéné trvat ©(N).
Vzdy musime alespon inicializovat a projit vSechny prihradky, takze konsolidace
bude trvat nejméné Q(log V).

Amortizovanou slozitost analyzujeme penizkovou metodou. Zavedeme pravidlo,
7e kazdy strom v haldé musi mit neustale ulozen na svém uctu jeden peniz. Za tento
peniz zvladne zaplatit libovolnou konstantni operaci‘®. Spo¢teme, kolik operaci se
bude s kazdym stromem provadét pii konsolidaci.

Nejprve vlozime kazdy strom do p¥islusné pfihradky, coZ je urcité trvd ©(1). Na
nasledné spojovani strom® mizeme nahlizet tak, ze napojujeme jeden strom pod jiny
(tedy jeden zanikne a jeden se pouze zvétsi). Praci za toto napojeni a nasledny presun
vzniklého stromu do nové prihradky zaplatime penizem stromu, ktery je napojovan.
ODbé tyto operace jsou konstantni a kazdy strom muze byt napojen nejvyse jednou.
Kazdy strom tedy ze svého konta zaplati nejvyse konstantni pocet operaci.

Na konci je potieba jesté presunout zbyvajici stromy do spojového seznamu
a také zajistit, aby na svych kontech mély znovu jeden peniz. Na to jiz nemame
nikde nasetfeno a budeme muset tuto slozitost vykazat. Zbyvajicich stromi je vSak
jiz nejvys O(log N). Ptiprava a uklid pfihrddek ndm zabere také logaritmicky cas,
takZe i vykazana slozitost bude ©(log V). O

Na zavér se jesté podivejme, jak se ndm promitnou tyto predpoklady do ostat-
nich operaci (vkladani prvku a odstranéni minima).

{2) Dokonce libovolné (konstantni) mnozstvi konstantnich operaci, nebot k- (1) =

o(k) = O(1).
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Disledek: Casova slozitost vkladani prvku do N-prvkové liné binomialni haldy je
©(1) worst-case a ¢asova sloZitost odstrafiovdni minima je ©*(log N) amortizované.

Dikaz: Pti vkladani prvku vytvorime jeden strom By, kterému dame do vinku jeden
peniz, a ten vlozime do haldy. VSechny tikony zvlddneme v konstantnim case, takze
celkovi slozitost vkladani je ©(1). Zde bychom méli zdiraznit, Ze se jedna o sloZitost
v nejhorsim pfipadé, nikoli o amortizovanou slozitost, jako tomu bylo u pilné haldy.

P1i odstranovani minima budeme predpokladat, Ze neustale udrzujeme uka-
zatel na strom s nejmensim kofenem. Po odebrani minima a opétovném zaclenéni
odtrzenych podstromt do haldy provedeme konsolidaci, pti které ukazatel na mini-
mum aktualizujeme. Po odtrzeni syni nejmensiho kofene musime kazdému z nich
dat na konto jeden peniz a vlozit je do spojového seznamu. To nam zabere praveé
O(log N) casu. Néasledna konsolidace bude trvat nejdéle ©(N), aviak amortizované
pouze ©(log N), jak jsme jiz ukdzali diive. O

Srovnani pilné a liné binomialni haldy

Lina binomialni halda ma na rozdil od pilné rychlejsi vkladani prvkd a garan-
tuje, ze i v nejhorsim piipadé nebudeme potfebovat na vlozeni vic nez konstantné
mnoho casu. Naproti tomu odebrani minima se mize diky konsolidaci zpomalit az
na O(N) v nejhorsim pfipadé. Nastésti amortizovana slozitost odebirani zustane
na O(log N). Pro ptfehlednost se podivejme do nésledujici tabulky (hvézdickou jsou
oznadeny amortizované sloZitosti):

Operace Pilna halda Lina halda
Vkladani prvku O(log N), ©*(1) ©6(1)
Odstranéni minima | ©(log N) O(N), ©*(log N)

Vyznam liné binomialni haldy vzroste predevsim v dalsi kapitole, kde slouzi
jako predstupen pro navrh tzv. Fibonacciho haldy.

Cviceni:

1. Zjistéte, jak by se zménily slozitosti jednotlivych operaci, kdybychom v imple-
mentaci pouzivali misto obousmérného kruhového seznamu pouze jednosmérny
linearni.

2. Zjistéte, jak by se zménily slozitosti jednotlivych operaci, kdybychom v imple-
mentaci pouzivali misto obousmérného kruhového seznamu pouze jednosmérny
linearni a udrzovali zaroven ukazatel na posledni prvek seznamu.

3. Predpokladejme, ze bychom chtéli neustale udrzovat ukazatel na strom obsahu-
jici minimum jako v pilné implementaci. Upravte podle toho vSechny operace
s haldou.

4. Ukazte, ze provedené modifikace nezhorsily ¢asové slozitosti jednotlivych ope-
raci.
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