1. Vyhledavaci stromy

V této kapitole budeme postaveni pied néasledujici problém. Je dano néjaké uni-
verzum prvkt U a nasim tkolem bude navrhnout datovou strukturu, kterd udrzuje
kone¢nou mnozinu prvktt X C U. Pod univerzem si mtizeme piedstavit naptiklad
pfirozena disla, tedy univerzum muze byt nekonecné na rozdil od X.

Na nasich datech budeme chtit provadét nasledujici operace:

® [nsert — vlozit novou polozku
® Delete — smazat polozku
® Find — najit polozku

Zpisob realizace jednotlivych operaci a jejich casova slozitost se bude zjev-
né odvijet od vlastnosti prvkd univerza. V nasem piipadé budeme chtit udrzovat
slovnik, tedy mnozinu dvojic (k,v) kde k € U se nazyvéa kli¢ a v hodnota. Déle pfed-
pokladejme, Ze univerzum U je linedrné uspotfadané (dulezitd vlastnost!) a s k1ici i
hodnotami pracujeme v konstantnim case.

Po slovniku budeme chtit:

o Insert(k, v)— vlozit novou hodnotu spolu s kli¢em (pfedpoklddame,
7e ve struktufe dosud tento kli¢ neni pfitomen)

® Delete(k) — smazat polozku podle klice
e Find(k)— najit polozku podle klice

Tyto operace je mozné realizovat nad mnozstvim raznych datovych struktur,
od jednoduchych po znacné slozité. Vérime, ze ¢tenafi nedéla vétsi problém vymys-
let, jak by pozadované operace realizoval naptiklad nad set¥idénych ¢i nesetiidénym
polem, setfidénym ¢i nesetfidénym spojovym seznamem. Hlavnim cilem této kapi-
toly je popsat datovou strukturu vyhledavaciho stromu, nicméné nez se pustime do
bliz§iho vysvétlovani, uvedeme jesté srovnani casovych slozitosti operaci nad vyhle-
davacimi stromy a nad jednoduchymi datovymi strukturami.

Insert Delete Find
pole o(1) O(n) O(n)
set¥idéné pole O(n) O(n) O(logn)
Spojovy seznam 0(1) O(n) O(n)
setfidény seznam — ©(n) O(n) O(n)
vyhledavaci stromy ©(logn) O(logn) O(logn)

1.1. Definice binarniho vyhledavaciho stromu

Zavzpominame nyni, jak funguje algoritmus vyhledavani prvku ptlenim inter-
valil nad setfidénym polem. Zvolime prvek uprostied pole, porovname s hledanym
a podle vysledku porovnani se zaméfime budto na levy nebo na pravy interval, kde
opakujeme stejny algoritmus.
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Stejnou myslenku je mozné zopakovat s jinym ulozenim dat nez je pole. Pred-
stavme si, ze mame binarni strom s prvky ulozenymi ve vrcholech, jehoz jednotlivé
podstromy ztotoznime s intervaly, nad kterymi pracuje ptlici vyhledavani, a vrcholy
stromu ztotoznime se zvolenymi prvky pole, se kterymi pulici algoritmus porovnava
hledany prvek. Jeden prubéh ptliciho vyhledavani potom odpovida prichodu timto
stromem z kotfene doltt do néjakého listu.

Dale si povSimnéme, ze pro spravnou funkci vyhledavaciho algoritmu nebylo
potfeba volit vzdy prostfedky intervali, staci volit libovolny vnitini prvek interva-
lu. Tato volba se projevi pouze na case, v jakém bude vyhledavéani probihat. Ani
prislusny ztotoznény strom tedy nemusi byt stejné pravidelny jako

Tyto postfehy nyni pretavime do pfesné definice binarnich vyhledavacich stro-
md.

Definice: Strom T nazveme bindrnd, pokud je zakofenény a kazdy vrchol v € V(T)
ma nejvyse dva syny, u nichz rozlisujeme, ktery je levy a ktery pravy.
Definice: Pro vrchol v binarniho stromu 7" zna¢ime:

e ((v) a r(v) — levy a pravy syn vrcholu v

e L(v) a R(v) — levy a pravy podstrom vrcholu v

¢ p(v) — otec vrcholu v (pokud existuje)

e T'(v) — pfislusny podstrom s kofenem v

® d(v) — hloubka stromu T'(v) — délka nejdelsi cesty z kofene do listu

Definice: Binarni strom T nazveme bindrni vyhleddvaci strom (BVS), pokud v kaz-
dém vrcholu T je uloZena dvojice (kli¢, hodnota) [ztotoznime vrchol s kli¢em] a pro
kazdy vrchol v € V(T') plati:

(Vu e Lw) :u<v)&(Yue R(v):u>v).

Poznamenejme jesté, ze pravé zavedena podminka na usporadani prvka uvnity
bindrniho vyhleddvaciho stromu je velmi silna, nebot davd kompletni informaci o
usporadani prvki reprezentované mnoziny.

Pro lepsi ilustraci definice BVS uvedme na obr. 1.1 nékolik piikladii.

Obr. 1.1: Priklady binarnich vyhleddvacich stromu
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1.2. Operace nad BVS

Nyni popiseme operace nad binarnim vyhledavacim stromem. Operaci vyhle-
davani prvku jsme uz nastinili v neformalnim avodu. Zacneme v kofeni, kli¢ v ném
uloZeny porovname s hledanym prvek. Budto jsme méli $tésti a kli¢ nagli, nebo vime,
ze se kli¢ mize byt jen v levém nebo naopak pravém podstromu, kde cely postup
zopakujeme.

Algoritmus FIND
Vstup: kofen BVS v, vyhleddvany kli¢ x
Vystup: ukazatel na vrchol obsahujici z (nebo )

1. Pokud v = ), vrat 0.
2. Pokud v = z, vraf v.
3. Pokud v < z, vrat FIND(r(v), z).
4. Pokud v > x, vrat FIND({(v), x).

Vkladani nového prvku funguje velmi podobné jako vyhledavani, s tim roz-
dilem, ze v okamziku, kdy by vyhledévaci algoritmus mél prejit do neexistujiciho
vrcholu, tento novy vrchol vytvoiime a vlozime do néj vkladany prvek.

Algoritmus INSERT

Vstup: kofen BVS v, vkladany kli¢ x

1. Pokud v = z, skon¢i. (Pfipadné néjak vyfes duplicitu prvki.)

2. Pokud v < z, s < r(v), jinak s < £(v).

3. Jestlize s = 0, vytvot novy vrchol s kli¢em z, napoj ho pod p(s) a
skon¢i.

4. Jinak zavolej INSERT(s, x).

Algoritmus DELETE
Vstup: ukazatel na mazany vrchol v

1. Pokud v je list, jednoduse list utrhni.

2. Pokud v m4 jednoho syna s, napojime s pod p(v) namisto v a vrchol
v zrusime.

3. Jinak mé v oba syny, potom do vrcholu v vlozime minimum z R(v)
nachézejici se ve vrcholu m. Vrchol m umime smazat protoze je to
bud list nebo m4 jen pravého syna.

Poznamka: Pokud mé vrchol v pii operaci Delete oba syny, je vloZeni minima z R(v)
ekvivalentni s vlozenim maxima z L(v).

Priklady operaci INSERT a DELETE aplikovanych na BVS ilustrujeme na obr. 1.2.11

Ctenafi ponechavame ve cvi¢eni 1.2.1 k rozmysleni, jak vSechny vys$e uvedené
operace realizovat i bez pouziti rekurze. To je ve vétSiné imperativnich programo-
vacich jazykid i podstatné rychlejsi a jednodussi implementace. Zaroven si vSak po-
vSimnéme, ze rekurzivni povaha BVS i operaci nad nim z néj ¢ini pfirozenou datovou
strukturu k pouziti v ¢isté funkcionalnich programovacich jazycich.
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Obr. 1.2: Priklad operaci INSERT a DELETE aplikovanych na strom vlevo

V priubéhu vsech tii operaci se kra¢i od kofene v nejhorsim pripadé az do
nejhlubsiho listu. Hloubka N-prvkového stromu mtize byt O(N), kdyZ strom bude
(témé¥) linedrni spojovy seznam. Takovéto degenerované stromy vzniknou snadno,
napiiklad pridavanim setiidéné posloupnosti. Naopak kdyz bude strom pékné vyva-
7ené vystavény, dostaneme slozitost ©(log N). Vidime tedy, Ze slozitost operaci stoji
a pada s hloubkou stromu. Shrneme tedy slozitost v nasledujicim tvrzeni.

Dusledek: Pro N-prvkovy binarni vyhledavaci strom 7T je casova slozitost operaci
FIND, INSERT a DELETE ©(hloubka T).

Uvedeme nyni podminku, ktera zajistuje dobrou hloubku stromu.

Definice: Binarni vyhledavaci strom T nazveme dokonale vyvdZeny, pokud pro kazdy
jeho vrchol v plati
IL(v)| = [P(v)|| < 1.

Dokonale vyvazeny binarni strom bude mit urcité logaritmickou hloubku. Jak
Ize takovy strom konstruovat nebo dokonce pribézné udrzovat pfi mazani a vkladani
prvki? Odpovéd neni snadnd; budto strom zkonstruujeme naraz staticky, anebo se
smifime s tim, Ze operace na ném budou pomalejsi nez ©(log N). Algoritmus pro
postaveni dokonale vyvazeného BVS ze setfidéného pole ponechdme ctenari jako
cviceni.
Lemma: Bud operace vkladani nebo operace mazani v dokonale vyvazeném BVS
trvd Q(N).
Diikaz: Necht N = 2F — 1 je pocet vrcholtt BVS T'. Pak mé dokonale vyvazeny BVS
T urceny tvar a je jednozna¢né, ktera hodnota je ve kterém vrcholu. Necht nejmensi
¢islo v T je x a nejvétsi je x + N — 1.

Provedme posloupnost operaci
Insert(x + N), Delete(x), Insert(z + N + 1), Delete(z + 1), . ..
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Za kazdou dvojici operaci se aspon polovina listi posune o patro vys. Vime, ze listd

ve stromé T je (N + 1)/2. Tedy aspoii jedna z operaci INSERT nebo DELETE trva

Q(N). |
Poznamenejme jesté, ze ve skutecnosti obé operace INSERT i DELETE soucasné

musi trvat Q(N), ale dtikaz je o trochu obtiznéjsi.

Cviceni:

1. Operace FIND, INSERT a DELETE jsme popsali rekurzivné. Navrhnéte, jak je
délat bez pouziti rekurze.

2. Navrhnéte algoritmus, ktery ze setfidéného pole vyrobi v linedrnim case doko-
nale vyvazeny BVS.

3. Navrhnéte algoritmus, ktery ze setfidéného pole vyrobi v linedrnim case doko-
nale vyvazeny BVS.

4. Navrhnéte algoritmus, ktery dostane dva BVS T7 a T3 sloudi jejich obsah do
jediného BVS. Algoritmus by mél pracovat v ¢ase O(|T1| + |13]).

5.  Navrhnéte operaci Split, kterd dostane BVS T a hodnotu s, a rozdéli strom na
dva BVS T7 a T, takové, Ze hodnoty v T7 jsou mensi nez s a hodnoty v 75 jsou
vetsi nez s.

1.3. Zavedeni AVL stromu

Vidime tedy, ze dokonale vyvazené stromy nejsou vhodné. Potfebovali bychom
totiz, aby se strom dal také efektivné udrzovat. Zavedeme proto slabsi podminku.

Definice: Binarni vyhledavaci strom T nazveme hloubkové vyvdZeny, pokud pro kaz-
dy jeho vrchol v € V(T') plati

[h(L(v)) = h(P(v))] < 1.

Stromtim s hloubkovym vyvazenim se ika AVL stromy(1).
Diilezitou vlastnosti AVL stromt je jejich logaritmicka hloubka.
Tvrzeni: AVL strom na N vrcholech mé hloubku ©(log N).

Drikaz: Definujme cisla
Ay = miniméalni pocet vrchold AVL stromu hloubky k.

Stac¢i nyni ukazat, Ze posloupnost Ay roste exponencialné.

Jak bude vypadat minimélni AVL strom o k& hladindch? S poétem hladin uréité
poroste pocet vrcholi, proto pro kazdy vrchol budeme chtit, aby se hloubky jeho
synt lisily. Tedy kofen v bude mit syna a hloubky k£ — 1 a syna b hloubky k — 2

(1) Navrhli je rusti matematikové G. M. Adélson-Velskij a E. M. Landis, podle nichz
jsou také pojmenovany.
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takové, Ze stromy T'(a) a T'(b) jsou minimélni AVL stromy o po¢tu hladin k£ — 1 a
k—2.

Pro mald k dokazeme urcit Ay rucné, pro vétsi k jsme prave sestrojili rekurentni
vztah.

Ag=1
A =2
Ay =4
As =7

Ap =14+ Ap_1 + Ap_2.

Rekurentni vzorec jsme dostali rekurzivnim stavénim stromu hloubky k: novy
kofen a 2 podstromy o hloubkich £ — 1 a k — 2.

Lze pomérné snadno dokazat, ze A, = F,,12 — 1 (kde F,, je n-té Fibonacciho
¢islo). My se v8ak bez analyzy Fibonacciho posloupnosti obejdeme, protoze ndm staci
dokazat, ze Aj rostou exponencidlné a nepotifebujeme presny vzorec pro hodnotu
Ay. Tento fakt prenechame ¢tenafi do cviceni 1.4.1.

Indukei dokézeme, ze Ay > 2% . Prvni indukéni krok jsme jiz ukazali. Pro k > 2
plati

Ap =1+ Ap 1+ Apo>27 +2"7 =25 . (273 +271) =25 . 121 > 25,
Timto jsme dokazali, ze na kazdé hladiné je minimalné exponencialné vrcholi,
coz nadm zarucuje hloubku O(log N). Druhou nerovnost nahlédneme zkouménim
By, maximalniho poctu vrcholtt AVL stromu hloubky k. Ta je vSak shora omezena
pocétem vrcholtt v dokonale vyvaZeném stromé, ktery je ©(log V), z éehoz vyplyva

vyslednd hloubka AVL stromt ©(log N). O

1.4. Operace nad AVL stromy

Operace vyhledani prvku je naprosto stejna jako FIND v bindrnich stromech.

Duraz klademe na operace INSERT a DELETE, protoze pfi nich musime osSetfit
udrzeni struktury AVL stromii. Prvni nutnou podminkou je pro navrh téchto operaci
je, ze v kazdém vrcholu AVL stromu budeme udrzovat informaci o vyvazeni hloubky
jeho podstromii. Protoze definice AVL stromt povoluje v rozdily hloubek pouze o 1,
vystacime s tfemi symboly.

Dostaneme tedy tii typy vrcholtt AVL stromu, pro které budeme pouZivat né-
sledujici znaceni:

e Vrchol typu @, pokud je pravy podstrom hlubsi
® Vrchol typu &, pokud je levy podstrom hlubsi a
e Vrchol typu @ (nula), ktery ma oba podstromy shodné hloubky.
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Stromové rotace

V pribéhu algoritmti vkladani a mazani prvku bude néjak tfeba pribézné
udrzovat vyvazenost AVL stromti. Dosdhneme toho tzv. rotacemi. Jde v zasadé
o prevraceni hrany mezi ptivodnim otcem (kofenem podstromu) a nevyvdZenym
vrcholem tak, aby byli i po preskupeni synové vzhledem k otctim spravné uspotradani.

My budeme pouzivat dva typy rotaci: jednoduchou a dvojitou. Namisto slovniho
popisu tentokrat ¢tenare odkdzeme na popis obrizkem. Jednoduché rotace je na
obr. 1.3 a dvojitd na obr. 1.4.

() )
(¥) A" /a (x)
/a\ /B\ /B\ /o\

Obr. 1.3: Jednoduché rotace

Obr. 1.4: Dvojita rotace

Vkladani do AVL stromu

Novy prvek vlozime jako list. Novy list ma vzdy ,,znaménko“ nula ®. Pfedpo-
kladame, ze patii nalevo od posledniho otce. Podivame se na znaménko jeho otce:

e mél ® (nemél syna) — ted md ©, po struktufe stromu nahoru po-
silame informaci, Ze se podstrom prohloubil o 1, coZ miize mit sa-
moziejmé vliv na znaménka vrcholli na cesté ke kofeni.

e mél & (mél pravého syna, ktery je listem) — ted md ©, hloubka
podstromu se neméni

® mél © — nenastane, protoze v bindrni struktuife nemohou byt dva
levi synové

Ptipadne-li pfidany list napravo, fesime zrcadlové.
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Prohloubil-li se strom vloZenim nového listu, musime pracovat s vyvazenim:

® Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu typu ©® — méni
jej na vrchol se znaménkem & a informace o prohloubeni je tfeba
poslat o troven vys.

e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu typu & — méni jej
na vrchol se znaménkem ®, hloubka je vyrovnana, dal nic neposi-
lame.

e Informace o prohloubeni pfisla zleva do vrcholu s & —
rozebereme na t¥i pripady podle znaménka vrcholu, ze kterého piisla
informace o prohloubeni:

e Informace prisla z vrcholu typu & — provedeme rotaci do-
prava tak, ze novym kofenem se stane vrchol y, ze kterého
prisla informace o prohloubeni.

h—1 h-1

Pozorovdni 1: znaménko vrcholi y a = je ®
Pozorovdni 2: hloubka pred vkladanim byla h + 1 a nyni
je také h + 1, tedy nemusime déle posilat informaci o pro-
hloubeni a mizeme skoncit
e Informace prisla z vrcholu typu &
® uvazme jeste vrchol z jako pravého syna vrcholu y,
ze kterého pri§la informace o prohloubeni, a jeho
podstromy B a C
® vrcholy B a C maji hloubku h nebo h—1 — oznac-
me ji tedy h— (to zfejmé protoZe vrchol y m4 zna-
ménko @, tedy jeho pravy podstrom s kofenem z
m4 hloubku h+ 1)
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e provedeme dvojrotaci tak, Ze novym korenem se
stane vrchol z

[h+ 2]

Pozorovani 1: znaménko vrcholu z bude ®
Pozorovdni 2: znaménka vrcholu = a y se dopocitaji v za-
vislosti na hloubce B a C
Pozorovdni 3: rozdil hloubky pravého a levého podstromu
bude u téchto vrcholi 0 nebo 1
Pozorovani 4: hloubka pred vkladanim byla i + 2 a nyni
je také h + 2, tedy nemusime déle posilat informaci o pro-
hloubeni a muzeme skonéit

e informace prisla z vrcholu typu ® — to nemiiZe nastat, pro-
toze v tom pripadé by neslo o prohloubeni

Delete — odebrani vrcholu z AVL stromu Bud maZeme list nebo mazeme vrchol,
ktery mél néjaké syny.
® pokud mazeme list, podivime se na typ otce. Predpokladame ma-
zani levého syna.
¢ byl typu © (nemél pravého syna) — zméni se na @ (vrchol
ted nemé z4dné syny)
¢ byl typu ® (mél oba syny) — zméni se na @
(mazeme-li pravy list, feSime zrcadlové)
e maZeme vrchol s jednim (levym nebo pravym) synem — syn nastu-
puje na misto otce a ziskdva typ ©
V obou pripadech posilame informaci o zméné hloubky stromu...

e mazany vrchol mél oba syny (listy) — vybereme jednoho ze synii
na misto smazaného otce. Hloubka se neméni.

® mazany vrchol mél syny podstromy — na jeho misto vezmeme nej-
vétsi prvek levého podstromu (nebo nejmensi prvek pravého pod-
stromu) a od odebraného (nahrazujiciho) listu kontrolujeme vyvé-
zeni podstromu.

Uprava vyvazZeni stromu po odebrani listu z podstromu
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e informace o zméné hloubky pfisla z levého podstromu do vrcholu
typu ® — vrchol se zméni na @ a dal se hloubka neméni

¢ informace pfisla zleva do vrcholu s © — méni se na ® a posilame
informaci o zméné hloubky.

Fo Pt
& frek

® problémova situace nastava, kdyz informace o zméné piisla zleva
do vrcholu se znaménkem &

Rozebereme na tfi pfipady podle znaménka pravého syna nevyvazeného vrcholu

® pravy syn je typu @ — provedeme rotaci vlevo, novym kofenem
se stavd y (pravy syn), oba vrcholy zméni typ na © a posilame
informaci o zméné hloubky.

[h+ 3]

. h+2 0
[h+ 1] -
+ h+1 0
h+1
A B
h  h+1 h h

® pravy syn je typu ® — provedeme opét rotaci vlevo, kofenem se sta-
va 1y, nasledné se u y zméni typ na & , u vrcholu x se typ neméni.
Hloubka stromu se neméni, tudiz neni tfeba posilat informaci.

h+1
B
h+1 h+1 h h+1

® pravy syn je typu © — v tomto pripadé uvazujeme jesté vrchol z
jako levého syna vrcholu y, s podstromy B a C, podstromy B a C

10 2014-03-27



maji hloubku A nebo h — 1. Provedeme dvojrotaci, napifed vpravo
rotujeme vrcholy z a y, potom vlevo vrcholy x a z tak, Ze se z stane
novym kofenem, typ vecholu x bude potom © nebo ®, typ y @
nebo ® (podle toho, jaké znaménko mél ptvodné vrchol z), typ z
bude ® a opét posilame informaci o zméné hloubky stromu.

Cviceni:
1. Dokazte, Ze pro minimalni velikost Ax AVL stromu hloubky & plati vztah Ay =
Fyio — 1 (kde F,, je n-té Fibonacciho éislo).
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