1. Ukladani mezivysledku

V predchozi ¢asti knihy jsme potkali fadu algoritmt. Nékteré z nich pristupo-
valy k tloze naprosto primocafe — naptiklad algoritmy pro praci s dlouhymi ¢isly
pouze formalné popisovaly, jak jsme s ¢isly odedavna zvykli zachazet. Jen jsme si pii-
tom prenosy mezi fady nemumlali pod vousy, ale sporadané ukladali do pomocnych
proménnych.

Casto se oviem ukazalo, e umime dosdhnout daleko lepsi ¢asové sloZitosti.
Neékdy pomohl Sikovny trik, jindy zase stacilo podivat se na problém odlisnym zpt-
sobem. Napfiklad jsme zavedenim haldy zrychlili ti¥idéni z ©(N?) na ©(N log N)
krokti. Takovy algoritmus miize na prvni pohled pfipominat kouzelnické ¢islo — mis-
tr magie vytahl kréalika z klobouku a na nas je, abychom mlcky obdivovali.

Obdiv je samozifejmé na misté, nebot pékny algoritmus mé mnoho spoleéného
s fortelnym Femeslem i s uménim. Pojdme se ale raddji naucit néco o tom, jak
elegantni algoritmy vytvafet sami. Zadny ,univerzalni recept na dokonald FeSeni
tloh® sice nezname, ale i tak lze nalézt celou fadu obecnych navrhovych technik.

vvvvv

Zacnéme tou nejsnazsi, zalozenou na prostém odstranéni opakovanych vypoctia
ukladanim vhodnych mezivysledki.

1.1. Pridavani na konec

Usek s maximalnim souctem

Akcionéfi firmy O. Skubal a synové méli jisté podezieni, Ze firma v poslednich
letech neprosperuje tak, jak by si predstavovali. Hlavni ticetni se je nicméné rozhodl
presvédcit o opaku. Vypsal si posloupnost ziskt v jednotlivych dnech minulého roku
(nékteré mohou samoziejmé byt zadporné) a chce v ni nalézt takové obdobi, aby
celkovy zisk v ném dosazeny byl co mozna nejvétsi.

Resime tedy nésledujici tlohu: mame zadanou néjakou posloupnost z1, ...,z N
celych ¢isel a chceme v ni nalézt dsek (tim myslime souvislou podposloupnost), jehoZ
soucet je nejvétsi mozny. Takovému tseku budeme fikat nejbohatsi. Jako vystup nam
postaci hodnota jeho sou¢tu, nebude nutné ohlasit pfesnou polohu tseku.

Nejprve si rozmyslime trividlni pfipady: Kdyby se na vstupu nevyskytovalo
zadné zaporné ¢islo, ma evidentné maximalni soucet celd vstupni posloupnost. Pokud
by naopak byla vSechna x; zaporna, nejlepsi je odpovédét prazdnym tsekem, ktery
ma nulovy soucet; vSechny ostatni iseky maji soucet zaporny.

Obecny pripad bude komplikovanéjsi: naptiklad v posloupnosti
1,-2,4,5,-1,-5,2,7

najdeme dva useky kladnych ¢isel se souc¢tem 9 (totiz 4,5 a 2,7), ale dokonce se hodi
spojit je pres zaporna ¢isla —1, —5 do jediného tseku se souc¢tem 12. Naopak hodnotu
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—2 se pouzit nevyplaci, jelikoz pfes ni je dosazitelna pouze pocatecni jednicka, takze
bychom si o 1 pohorsili.

Nejpiimocarejsi mozny algoritmus by témér doslovné kopiroval zadéni: Vy-
zkousel by vSechny moznosti, kde muze tsek zacinat a koncit, pro kazdou z nich by
spod¢ital soucet prvkid v tseku a pak nasel z téchto souc¢t@t maximum. Casovou slo-
zitost nenf t&zké odhadnout: mame fadové N? dvojic (zacdtek, konec) a pro kazdou
z nich v éase O(N) spocitame soucet a upravime pribézné maximum. To je celkem
O(N?3).

Algoritmus MAXSOUCET1

Vstup: Posloupnost X = x1,...,xn uloZené v poli.

Vystup: Soucet M nejbohatsiho tseku v X.

1. M+ 0 (zatim jsme potkali jen préazdny tsek)
2. Proi=1,...,N opakujeme: (i je zacdtek tseku)
3. Pro j =4,..., N opakujeme: (j je konec tseku)

4. s+ 0 (soucet useku)

5. Pro k od ¢ do 5 opakujeme:
6. S s+ xp

7. M + max(M, s)

Podivejme se nyni, ¢im tento algoritmus travi nejvice Casu. Jisté€ pocitanim
souctt. Napriklad scitd jak tsek x;,...,z;, tak z;,...,;41, aniz by vyuzil toho,
ze druhy soucet je o x;41 vySSi nez ten prvni. Nabizi se tedy zvolit pevny zacitek
aseku ¢ a vyzkouSet vSechny mozné konce j od nejlevéjsiho k nejpravéjsimu. Kazdy
dalsi soucet pak dovedeme spocitat z predchoziho v konstantnim c¢ase. Pro jedno ¢
tedy stravime ¢as O(N), celkové pak O(N?).

Algoritmus MAXSOUCET2

Vstup: Posloupnost X = z1,...,zyx ulozena v poli.

Vystup: Soucet M nejbohatsiho tseku v X.

1. M+ 0 (zatim jsme potkali jen prazdny tsek)
2. Proi=1,...,N opakujeme: (i je zacatek tseku)

3. s <0 (soucet useku)

4. Pro j =4,..., N opakujeme: (j je konec tseku)
o. s+ s+

6. M + max(M, s)

Myslenka pribézného prepocitavani se ale da vyuzit i lépe, totiz na celou tlo-
hu. Uvazme, jak se zméni vysledek, kdyz ke vstupu z1,...,zy pfidame jesté zny1.
Vsechny tseky z ptivodniho vstupu zlistanou zachovany a navic k nim pfibudou nové
useky x;,...,Tn41. Stadi tedy ovérit, zda soucet nékterého z novych tsekd nepre-

krocil dosavadni maximum, ¢ili porovnat toto maximum se sou¢tem nejbohatsiho
koncového tiseku v nové posloupnosti.

Nejbohatsi koncovy tisek neumime najit v konstantnim case, ale umime ho vel-
mi snadno pii rozsifeni vstupu piepocitat. Pokud pfidame x 1, prodlouzi se o tento
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novy prvek vSechny dosavadni koncové tiseky a navic se objevi novy jednoprvkovy
usek. Maximélni soucet proto ziskdme budto pfi¢tenim z 11 k pfedchozimu maxi-
mélnimu souctu, nebo jako hodnotu z 41 samotnou. (To druhé muze byt vyhodnéjsi
napiiklad tehdy, mély-li zatim vSechny koncové tseky zaporné soucty.)

Oznacime-li si tedy K maximélni soucet koncového tseku, pfidanim nového
prvku se tato hodnota zméni na max(K + zn,zn) = x5 + max (K, 0). Jinymi slovy
pocitdme pribézné soucty, jen pokud soucet klesne pod nulu, tak ho vynulujeme.
Hledany maximalni soucet M je pak maximem ze vSech pribéznych soucti. Timto
principem se fidi nas tfeti algoritmus:

Algoritmus MAXSOUCET3
Vstup: Posloupnost X = z1,...,zyx ulozena v poli.
Vystup: Soucet M nejbohatsiho tseku v X.

1. M+ 0 (prdzdny tsek je tu vzdy)

2. K <+ 0 (maximalni soucet koncového tuseku)
3. Proiod 1 do N opakujeme:

4. K + max(K,0) + z;

5. M <+ max(M, K)

V kazdém prichodu cyklem nyni travime prepocitanim proménnych K a M
pouze konstantni ¢as. Celkem mé tedy nas algoritmus ¢asovou slozitost O(N). Hod-
noty ze vstupu navic potrebuje jen jednou, takze je muize ¢ist postupné a vystaci si
tudiz s konstantni paméti.

Dvojice s danym souctem

V minulém pfikladu se ndm osvédcilo fesit tlohu tak, Ze jsme zacali s prazdnym
vstupem a prislusnym trividlnim vystupem, nacez jsme postupné ptridavali dalsi
prvky vstupu a prepocitavali vystup. Nakonec jsme dospéli k celému zadani, a tedy
i k celé odpovédi. To je pomérné Casty pristup, vyslouzil si dokonce svij vlastni
nazev inkrementdlni algoritmus. Vyzkousime si ho proto jesté na jednom problému.

Znamé hrackarska firma Déd Vsevéd a vnukové vyrabi mechanické krokodyly
na miru. Maji pripraveno M hlav o rozmeérech 7 < ... < zpr a N ocast délek
y1 < ... < yn. Kdyz pfijde zdkaznik a preje si krokodyla délky D, hrackari najdou
ve svych zasobach vhodnou hlavu a ocas tak, aby jejich délky daly dohromady pravé
urcené D.

Ponékud matematic¢téji bychom situaci mohli popsat tak, ze mame zadané dvé
rostouci posloupnosti ¢isel a ptame se, zda lze z kazdé z nich vybrat po jednom
prvku tak, aby soucet téchto prvki byl roven danému cislu D.

Zacneme opé€t naivnimi algoritmy: Mame M moznosti, jak zvolit prvni ¢islo,
a N moznosti, jak zvolit druhé, takze v ¢ase O(M N) hrubou silou vyzkousime vSech-
ny dvojice. To je pomérné pomalé, ale jesté jsme nevyuzili toho, ze ¢isla na vstupu
jsou setfidéna. Staci probirat vSechna z; a pro kazdé z nich zjistit, zda se mezi
ocasy (totiz ypsilony) nachdzi hodnota D — z;. Jelikoz délky ocasii tvofi rostouci
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posloupnost, miizeme prizvat na pomoc binarni vyhledavani a to nam odpovi v Case
O(log N). Celkové tedy provedeme O(M log N) krokii.

Predchozi algoritmus v sobé skryva zarodek inkrementédlni tivahy, kterd nas
dovede az k linedrnimu TeSeni. VSimnéte si, ze zac¢iname vstupem, v némz je jedna
hlava a vSechny ocasy, a postupné pridavame dalsi hlavy. Pojdme tedy pfi pridavani
hlavy xn41 vyuzit néceho, co jsme si zapamatovali béhem piidavani x .

To néco bude pozice, na které jsme se zastavili pfi hledani D — xy mezi ypsi-
lony. Nepouzijeme tentokrat binarni vyhledavani, nybrz budeme ocasy prochézet
od nejdelsiho jeden po druhém a zastavime se, jakmile jejich délka klesne pod D—x .
Kdyz nyni hleddme D — xn 41, vSimneme si, Ze se nemiize nachazet mezi ocasy, kte-
ré jsme uz prosli. To proto, Zze xn4+1 > xn, takze D — zny1 < D — zn. Postaci
tedy pokracovat v hledani od bodu, kde jsme se zastavili minule. Zde je hotovy
algoritmus:

Algoritmus KROKODYLI
Vstup: Posloupnosti 1 < ... < xp, y1 < ... < yn v polich, ¢islo D.
Vistup: Indexy i, j takové, Ze x; +y; = D, nebo zpréva, Ze neexistuji.

1. j«< N

2. Pro i od 1 do M opakujeme:

3. Dokud j > 1 a x; +y; > D, snizujeme j o 1.

4 Je-li z; + y; = D, ohlasime dvojici (4, j) a zastavime se.
5. Oznamime, ze hledana dvojice neexistuje.

Spocitejme ¢asovou slozitost. Na prvni pohled se sice zd4, ze dosahuje ©(M N),
protoze vnéjsi cyklus probéhne M-krat a vnitini cyklus az N-krat. Snadno ovSem na-
hlédneme, Ze slozitost je ve skutec¢nosti linedrni. Index j se totiz pri kazdém prichodu
vnitinim cyklem snizi o 1 a nikdy se nezvysuje, tudiz vnitfnim cyklem projdeme do-
hromady nejvySe N-krat. Travime tam proto ¢as O(N), ve zbytku algoritmu O(M),
a celkem tedy O(M + N).

Cviéeni:

1. Upravte algoritmus MAXSOUCET3, aby oznamil nejen maximalni soucet, ale
také polohu prislusného useku.

2. Krokodyli algoritmus bychom mohli zapsat i pékné symetricky: Zacneme s ¢ = 1
aj = N a pak podle toho, zda je zrovna x;+y; mensi nebo vétsi nez D, vzdy bud
zvysime ¢ nebo snizime j. UkazZte, Ze i tento algoritmus dava spravny vysledek.

3. Jak by vypadala sada co nejmensiho poctu hlav a ocasi, z nichz by sli slozit
vsichni krokodyli délek 1,... N7

4. Uloha s nejbohatsim tisekem byla pro kladné vstupy trividlni. VSimnéte si, Ze
v tloze o krokodylech na znaménkach nezalezi. Ukazte, jak libovolny vstup
snadno upravit na takovy, ve kterém jsou pouze kladna ¢isla, aniz by se zménila
poloha hledané dvojice.
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5.  Usek posloupnosti je vyvdzeny, pokud se v ném vyskytuje stejnj pocet kladnych
¢isel jako zapornych. Vymyslete algoritmus na nalezeni nejdelsiho vyvazeného
aseku.

6* Usek je k-hladky (pro k > 0), pokud se kazdé dva jeho prvky lisi nejvyse o k.

vevs

Popiste co nejefektivnéjsi algoritmus pro hledani nejdelsiho k-hladkého tseku.
7. Jak spocitat kombinaéni &islo (})? Vypoétu pitmo podle definice bréni potenci-
alné obrovské mezivysledky (az N!), které se nevejdou do celoé¢iselné proménné.
Navrhnéte algoritmus, ktery si vystaci s ¢isly nejvyse rovnymi N-nasobku vy-
sledku.
8* Navrhnéte algoritmus, ktery spocita (JZ ) mod M a vystaci si pritom s disly,
ktera nepiekrodi max(M?, N).

9** Jak vyftesit predchozi cvideni efektivnéji, vime-li, Ze M je mnohem mensi nez N?

1.2. Predvypocet

Usek s danym souétem

U inkrementalnich algoritmu jsme se opakovanych vypoctt zbavili tim, Ze jsme
tlohu rozdélili na podilohy, které si byly podobné. Mohli jsme tak z odpovédi na jed-
nu podilohu rychle spoéitat odpovéd na tu nasledujici. Timto zplisobem prelstime
nejeden zakefny problém, ale casto je potfeba hledat i jiné podilohy nez jenom rizné
dlouhé ¢4sti ptivodniho vstupu. Pojdme si to vyzkouSet na prikladu.

Jak uz se v této kapitole stava tradici, je opét zadana néjakd posloupnost
ai,...,an, tentokrat kladnych ¢isel, a ¢islo S. Chceme zjistit, zda v této posloupnosti
existuje usek, jehoz soucet je roven S.

Zamysleme se nejdfive nad tseky zacinajicimi prvkem a; — tém budeme Fikat
prefizy posloupnosti. Soucty téchto tseku p; = a; + ... + a; spocitame lehce v Case
O(N), jelikoZ p;+1 = p; + ai+1 a po = 0 (prazdny prefix).

Jakmile zname soucty vSech prefixi, mtiZzeme z nich spocitat soucty vSech ostat-
nich tsekd. Libovolny tsek totiz mizeme vyjadfit jako rozdil dvou prefixii:

ai—l—aiﬂ—i—...—&-aj:(a1+a2—|—...—|—aj)—(a1—|—a2+...+ai_1):pj—pi_l.

Prvky ai,...,a;—1 jsme jednou pricetli a jednou odecetli, a proto vysledek neovlivni.
Nesmime zapominat na prazdny tsek, ten ziskame, kdykoliv i = j + 1.

Pro nalezeni tseku se souctem S tedy stac¢i hledat dvojici indexti ¢, j takovych,
ze pj—pi—1 = S. Tedy témer — skryva se tu jisty hacek: zatimco soucet kazdého tGseku
odpovida néjakému rozdilu prefixti, opacné to neplati. Pokud ¢ > j + 1, dostaneme
pj —pi—1 = —(pi=1 —pj) = —(aj+1 + ...+ a;—1). To je ,Gsek naruby“, jehoz soucet
ma opacné znaménko nez soucet néjakého skute¢ného useku. Zachrani nas vsak, ze
vSechna zadana ¢isla jsou kladna, takze tiseky naruby maji zaporné soucty a ty se
jisté nebudou rovnat S.
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Ulohu jsme tedy pievedli na p¥ipad podobny problému s krokodyly. Dostaneme
posloupnost prefixovych souctt a hledame v ni dvé hodnoty s danym rozdilem. Navic
je tato posloupnost uspofaddand vzestupné (opét pomdhd, Ze a; jsou nezdpornd).
A vskutku — algoritmus pro krokodyli problém miiZzeme vyuzit. Staci poloZit x; = p;,
Y; = —PN-it+1, D = S a dostaneme dvé neklesajici posloupnosti, pro néz x; +
y; = D odpovida nasemu hledanému p; — py—;+1 = S, ¢ili seku on_j42,...,2;
se souctem S.

Zopakujme si, co jsme udélali: Nejprve jsme pro zadanou posloupnost spocitali
jeji prefixové soucty. Pak jsme z nich vytvorili vstup pro krokodyli problém. Ten jsme
nasledné vyftesili a jeho vysledek nam ukazal, jak vypada tsek s hledanym souctem.
Vsechny tyto kroky umime provést v linedrnim case, takze cely algoritmus je také
linearni.

Algoritmus USEKSESOUCTEM

Vstup: Posloupnost a1, ...,an kladnych cisel, ¢islo S > 0.

Vystup: Indexy i, j takové, Ze a; + aj+1 + ... + a; = S, nebo zprava, ze

neexistuji.

1. Spocitame prefixové soucty:
2. po 0
Prot=1,...,N:p; < pi_1+ as
Pfevedeme na zndmy problém:
Prot=0,...,N: yi11 < pPN—¢
(k,0) < KROKODYLI(D1, ..., DN} Y1y - -+, YN+1;5)
Pokud (k, ¢) neni definovéno, odpovime, Ze FeSeni neexistuje.
Jinak vratime jako vysledek dvojici (N — ¢+ 2, k).

X NSOk w

Co kdyz povolime zaporna ¢isla?

Jak se predchozi priklad zméni, pripustime-li, aby vstup obsahoval i zdporna
¢isla? Jednak se jiz nemuzeme spolehnout na to, Ze je posloupnost prefixovych souctt
setfidéna, jednak se budeme muset postarat o ,iseky naruby“, protoze nyni mohou
mit soucet rovny S. Myslenku odecitani prefixii ale piesto mizeme vyuzit.

Kdybychom na chvili na tiseky naruby zapomnéli, stacilo by posloupnost pre-
fixovych souctii setfidit a pak v ni pro kazdé ¢ = 1,..., N + 1 bin4rné hledat p;
rovné S + p,—1. Jak ale zafidit, aby bylo j vétsi nebo rovné i, kdyz jsme t¥idénim
o vSechny informace o poloze prefixu pfisli? Postaci misto hodnot p; tfidit dvojice
(pj,J) lexikograficky — tedy nejdiive podle hodnoty, pak podle pozice — a ze vSech
dvojic se stejnou hodnotou si zapamatovat tu nejpravéjsi. Kdyz pak najdeme dvojici
(pj,J), pro niz p; = S + p;_1, ovéfime, zda je vpravo od p;_i1. Pokud neni vpravo,
zadna jind dvojice s toutéz hodnotou také nebude.

Cely algoritmus bude vypadat nasledovné:

Algoritmus USEKSESOUCTEMZ
Vstup: Posloupnost a1, ...,an celych ¢isel, ¢islo S > 0.
Vystup: Indexy 1, j takové, ze a; + aj4+1 + ... + a; = S, nebo zprava, ze
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neexistuji.

1. Spocitame prefixové soucty po, ..., pn jako v predchozim algoritmu.
2. Vytvofime posloupnost P < (pg,0),..., (pn, N).

3. Setridime posloupnost P lexikograficky.

4. Ponechame v posloupnosti P jen nejpravéjsi vyskyt kazdé hodnoty.
5. Proi=0,..., N opakujeme:

6. Binarné najdeme v P dvojici (pj, j) s hodnotou S + p;.

7. Pokud existuje a j > 4, ohlasime feSeni (i 4 1, j) a skonéime.

8. Pokud jsme se dostali az sem, odpovime, ze hledany tisek neexistuje.

Jak je toto feSeni rychlé? Prvni dva kroky stihneme linearné, t¥idénim stravime
¢as O(N log N), probirani hodnot v nasledujicim kroku stihneme linedrné. Hlavnim
cyklem projdeme N-krét a pokazdé stravime ¢as O(log N) bindrnim vyhledavanim.
Celkové ma tedy nas algoritmus ¢asovou slozitost O(N log N).

Cviéeni:
1. Vyfeste tlohu o tseku s maximalnim souc¢tem pomoci prefixovych soucti. Po-
rovnejte své feSeni s algoritmem MAXSOUCET3.

2. Vymyslete algoritmus, ktery v posloupnosti celych ¢isel najde tsek se souctem
co nejbliz§im danému d¢islu.

3. Navrhnéte dvojrozmérnou analogii prefixovych sou¢ti: Pro matici M x N pfed-
poditejte v éase O(M N) udaje, pomoci nichz piijde v konstantnim ¢ase vypocist
soucet hodnot v libovolné souvislé obdélnikové podmatici.

4* Jak by vypadaly k-rozmérné prefixové soucty?

1.3. Nejvétsi prazdna podmatice

.....

obou technik z této kapitoly.

V Duchovanech se rozhodli postavit novou jadernou elektrarnu. Pozemky za
méstem, kde by se dalo stavét, se rozkladaji az k dalekému obzoru, le¢ je tu jisty
zadrhel — na nékterych pozemcich strasi duchové davnych majitelt. Jelikoz bezpec-
nostni normy pro jaderné elektrarny pritomnost strasidla v objektu pfisné zakazuji,
nezbyva nez najit dostatecné velkou oblast prostou duchi.

Situaci popiSeme matici A velikosti M x N. Kazdé jeji policko bude odpovi-
dat pozemku 100m x 100m a bude obsahovat jednicku, pokud na pozemku strasi,
a jinak nulu. Nasim tikolem bude najit v této matici nejvétsi prazdnou podmatici,
tedy takovou, kterd obsahuje samé nuly. Velikost pritom méfime poctem policek
podmatice.

Nabizi se vyzkouSet vsechny mozné podmatice a pro kazdou ovérit, zda je
prazdna. Kazda podmatice je jednoznac¢né urcena polohou levého horniho a pravého
dolnfho rohu, takze existuje celkem ©(M?N?) podmatic. Jak v konstantnim case
zjistit, zda je podmatice prazdna?
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Zvolime vzdy pevné levy horni roh (z, y) a postupné budeme prochazet viechny
mozné polohy (4,j) pravého dolniho rohu, a to po fadcich shora dolt, v kazdém
zleva doprava. Pribézné budeme upravovat ¢islo S; ; — soucet prvkd v podmatici
(x,y)—(4, ). Pro kazdy fadek za¢neme matici nulové sitky (S;; =0 proj=y—1) a
postupné ji rozsirujeme doprava. Kdyz zvysime j o 1, musime pri¢ist vSechna policka
v nové pribyvsim sloupecku: S; j41 = Sij + A jr1 + Aetrj41 + ... + Aij41. Ta
dokazeme secist v konstantnim c¢ase, pokud si pro kazdy sloupecek predpocitame
prefixové soucty. (Jinou moznost, jak s¢itat podmatice, déva cviceni 1.2.3.)

Tak ziskdme nasledujici algoritmus. Pro piehlednost pocitame pouze velikost
nalezené matice, opét by bylo snadné algoritmus upravit, aby hlasil i jeji polohu.

Algoritmus PRAZDNAPODMATICEL

Vstup: Matice A tvaru M x N.

Vystup: Velikost V nejvétsi prazdné podmatice.

1. Spocitdme vSechny prefixové soucty X; ; = A1+ Ao j + ...+ Ai ;.

2. V<0 (zatim maximalni nalezena velikost)

3. Proxz=1,...,M ay =1,...,N opakujeme: (volime levy horni
roh)

Pro i =x,..., M opakujeme: (spodni iddek)

S <0 (soucet hodnot v podmatici)
Pro j =y,..., N opakujeme: (pravy sloupec)
S+ S+ Xi,j — Xxfl’j
8. Pokud S =0: V ¢ max(V,(i —z+1)-(j —y+1))

Jaké casové slozitosti jsme dosdhli? Pro kazdou z M N poloh levého horniho
rohu vyzkousime vSechny polohy pravého dolniho rohu v ¢ase ©(M N). Celkem tedy
spotiebujeme ¢as O(M2N?).

Premyslejme, kterd ¢ast algoritmu zdrzuje nejvice. Vhodnym kandidatem je
cyklus v kroku 6. Pokud v ném pro néjaké j zjistime, ze matice mé nenulovy soucet,
nema jiz smysl j zvySovat — vSechny S$irsi podmatice také nebudou prazdné — a
rovnou muzeme prejit na dalsi ¢. Navic pokud podmatice (x, y)—(i, j) nebyla prazdn4,
podmatice (x,y)—(i + 1, j) taktéz nebude. Proto sta¢i pfi zvyseni ¢ uvazovat pouze
snizovani j.

NS o

Tento trik uz zname z ulohy s krokodyly. Vede na algoritmus se slozitosti
O(M?N), jiz samozfejmé miizeme zlepsit na O(M N -min(M, N)), pokud v piipadé,
ze M je vétsi nez N, prohodime fadky a sloupce.

Ke stejné slozitosti ale miizeme dospét i primocareji. Pfedpocitame si hodnoty
P; ;, které budou fikat, kolik poli¢ek od policka (i,j) doprava je prazdnych. To
zvlddneme pro kazdy radek linearnim prichodem zprava doleva. Pak budeme volit
v8echny polohy levého horniho rohu (z,y) a v8echny mozné spodni fadky i. Pro
kazdy z nich posléze spoc¢itdme maximdlni $itku s;, pro kterou je podmatice (z,y)—
(i,y + s; — 1) jesté prézdna.

Tyto sitky mizeme pocitat inkrementalné: pokud prejdeme od i — 1 k i, pak

-----
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lezi alespon s;_1 nul), nebo se zuzi (pokud je nul méné). S pomoci predpoéitanych
hodnot tak dojdeme ke vztahu s; = min(si,l,PZ"y). Hotovy algoritmus mutzeme
zapsat naptiklad takto:
Algoritmus PRAZDNAPODMATICE2
Vstup: Matice A tvaru M x N.
Vystup: Velikost V' nejvétsi prazdné podmatice.
1. Pokud by bylo M > N, prohodime fadky a sloupce a také M a N.
2. Predpoc¢itame pocéty P; ; prazdnych policek vpravo od (i, ):
3 Proi=1,..., M opakujeme:
4 Pnt1=0
5. Pro j = N,...,1 opakujeme:
6. Pokud A; ; =1, polozime P; ; < 0.
7 Jinak Pi,j — [)i,j+1 + 1.
8. V<« 0 (zatim maximalni nalezena velikost)
9. Prox=1,...,May=1,...,N opakujeme: (levy horni roh)

10. s« N (zatim maximalni Sitka)

11. Proi=,..., M opakujeme: (spodni Fddek)
12. s < min(j, P; ,)

13. Ve max(V,(i —x+1)-s)

Zkontrolujeme ¢asovou slozitost: Zkousime O(MN) levych hornich roht, pro
kazdy z nich O(N) dolnich fadkt a vZdy v ¢ase O(1) aktualizujeme j;. Celkem tedy
O(M?N), respektive O(MN - min(M, N)).

Ani zde se jeSté na na$i pouti za optimélnim FeSenim nezastavime. UvaZujme
takto: hledanad maximalni dira urcité svym hornim okrajem prtiléha k néjaké jednicce
(nebo k hornimu okraji, tak si pomiizeme ordmovanim matice jednickami). Budeme
tedy namisto levych hornich roht vybirat vSechny jednicky a pro kazdou z nich
hledat nejvétsi prazdnou podmatici, kterd k této jednicce ptiléha.

Postupné vyzkousime vSechny mozné vysky podmatice a budeme udrzovat ma-
ximélni §itku podmatice podobné jako v minulém algoritmu, ovSem zvlast doleva a
doprava od osy podmatice, tedy od sloupce, v némz lezi zvolena jednicka. Oboji
dokézeme po pridani fadku aktualizovat v konstantnim c¢ase — staci, kdyz si pred-
pocitame jak pocet nul vpravo od policka, tak vlevo od néj.

tak jako tak budou vychéazet nulové.

Algoritmus PRAZDNAPODMATICE3

Vstup: Matice A tvaru M x N.

Vystup: Velikost V nejvétsi prazdné podmatice.
1. Doplnime do matice A fadky ¢islo 0 a M + 1 plné jednicek.
2. Predpocitame poéty P, ; prazdnych poliek vpravo od (i, 7).
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3. Predpoc¢itame pocéty L; ; prazdnych policek vlevo od (i, j).
4. V + 0 (zatim maximélni nalezend velikost)
5. Prox=0,...,M—1ay=1,...,N opakujeme: (pozice jednicky)
6. Pokud A, , = 1:
7. {+ N,p+« N (sitka podmatice doleva a doprava od osy)
8. i< x+1 (spodni Fddek)
9. Dokud A;, = 0, opakujeme:
10. £+ min(¢, L; )
11. p < min(p, P; )
12. Vemax(Vi(i—ax+1)- (U4 p—1))
13. 14+—1+1

Zbyva rozebrat ¢asovou slozitost. Zkousime O(M N) poli¢ek s jedni¢kami, pro

kazdé z nich O(M) vysek a jednu vysku otestujeme v konstantnim case. To opét
vede na O(M?N) — tak kde je slibované zlepseni? Pomtize zaraZeni se o jednicku
na ose v kroku 9. Diky nému totiz pro kazdou jednicku vyzkousime presné tolik
vysek, kolik lezi nul bezprostfedné pod touto jednickou. To je dohromady za celou
dobu béhu algoritmu rovné celkovému poétu nul v matici, ¢ili O(MN). A to je také
Casova slozitost celého algoritmu.

Kombinaci technik predvypoctu a inkrementalniho pocitani jsme tedy dokazali

Casovou slozitost hledani nejvétsi prazdné podmatice postupné snizit az na linearni
s plochou matice, coz je nejlepsi mozné (viz cviceni 1.3.2).

Cviceni:

1. Navrhnéte, jak algoritmus MAXSOUCET3 upravit, aby si vystacil pouze s line-
arnim mnozstvim paméti, nepocitame-li vstupni matici.

2. Dokazte, ze algoritmus MAXSOUCET3 je optimalni. Naleznéte pro kazdé M, N
matici, v niz je Q(MN) poli¢ek takovych, Ze zménou kteréhokoliv z nich se
zméni odpovéd algoritmu. Algoritmus proto musi v8echna tato policka predist.

3. Co kdyby duchovansti radni védéli, jak velky pozemek potiebuji, a hledali proto
v matici v8echny prazdné podmatice predem urcené velikosti?

4. . co kdyby znali pouze jeden z rozmért podmatice?

Jak nalézt nejvétsi ¢tvercovou podmatici ze samych nul?
Co kdybychom misto nejvétsi prazdné podmatice hledali podmatici s maximal-
nim sou¢tem? Zadané velikosti? Ctvercovou?

7. Je déna ostfe rostouci celociselnd posloupnost x1,...,xn. Naleznéte index i
takovy, ze x; = 1.

8. Je déna matice celoCiselnd matice A tvaru N x N, ostfe rostouci v kazdém

fadku i sloupci. Naleznéte alespon jednu dvojici indext (i, ), pro které plati
A; j =i+ j. Podobné jako v cviceni 1.3.2 dokazte, Ze vaSe feSeni je nejrychlejsi
mozné.
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9. Upravte algoritmus z pfedchoziho cvifeni, aby nahlasil v8echny dvojice (i, )
spliiujici podminku. S vhodné zvolenym formatem vystupu se nezhorsi ¢asova
slozitost.

10* Dokazte, Ze podminka celoc¢iselnosti je v cvi¢enich 1.3.7 a 1.3.8 zdsadni — v opac-
ném piipadé tlohu nelze fesit rychleji nez linedrné s velikosti vstupu.
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