1. Vyhledavani a tridéni

1.1. Uvod do problematiky

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat problémem, ktery je pro programé-
tory kazdodennim chlebem — vyhledavani a tfidéni tidajt. Ttidéni je ovSsem ponékud
zavadéjici pojem. Nechceme udaje rozdélovat do riznych t¥id, nebo je jinak klasi-
fikovat, ale nasim cilem bude data sefadit. Spravny termin by mél byt tedy spiSe
razent, avSak slovo tfidéni se jiz vzilo do ceského néazvoslovi natolik, Ze jej budeme
pouzivat i zde.

Nez se za¢neme vénovat realnym tfidicim algoritmtm, prozkouméame nasledu-
jici problém. Jsou dany rovnoramenné vahy a 3 kulicky a, b, ¢ riznych hmotnosti. Na
kazdou misku vah mtzeme polozit jednu kulicku a vahy daji odpovéd <, =, > podle
toho, zda prvni kulicka je lehéi, stejné tézka nebo tézsi nez druha kulicka. Ukolem
je usporadat kulicky a, b, c podle velikosti. Kolik nejméné vazeni k tomu budeme
potifebovat? A co se zméni, pokud je kolem pouze najit nejtézsi kulicku?

Porovnejme nejprve a s b. Pokud vyslo a < b nebo a = b, jsou kulicky v poradi
(a,b). V opa¢ném piipadé jsou kulicky v poradi (b,a). Pfedpoklddejme nyni, ze
napiiklad vysla druhd moZnost. Do pofadi (b,a) nyni musime zafadit kulicku c.
Porovname ¢ s a, pokud vyjde > nebo =, je spravné pofadi (b,a,c). V opatném
pripadé je tieba jesté jednim vézZenim rozhodnout, zda spravné poradi je (b,c,a)
nebo (¢, b, a).

Ctenaf necht si povsimne, Ze na méné nez tii porovnani nelze tlohu Fesit: pro
kazdy vysledek porovnani dvou prvki, které algoritmus porovna jako prvni, totiz
jesté musi nutné probéhnout aspon jedno vazeni obsahujici zbyvajici tfeti prvek,
které vsak miize dopadnout tak, Ze neposkytne plnou informaci o vztahu tfetiho
prvku s dvéma prvky vazenymi nejdiive. Algoritmus pouzivajici jen 2 vazeni tedy
nemtze existovat a nas algoritmus je tedy nejrychlejsi mozny.

Pokud je tkolem pouze najit nejtézsi kulicku, zvazime a a b, zapamatujeme si
tu tézsi, se kterou jesté porovname kulicku c; t€zsi kulicka tohoto vazeni je vysledek.
Méame tedy algoritmus na 2 vazeni, ktery je zjevné nejrychlejsi mozny, protoze pii

Uloha s kulickami je velmi jednoduché a jisté ji dokéze vymyslet i ¢tenai bez
znalosti pokrocilych tfidicich algoritmi. Pfes svou jednoduchost vSak slouzi jako
dobré ilustrace problémi, které budeme v nasledujicim textu potkavat: je dan kom-
pardtor (v naSem piipadé rovnoramenné vahy) a prvky, které umime pouze porov-
navat komparatorem a zadné dalsi operace s nimi neumime. Tomuto modelu se fika
porovndvaci model tridénd. (1

(1) Pro znalce knihovnich funkci nékterjch vyssich programovacich jazyki uréengch
k tridéni dat dodavame, ze tyto funkce typicky vyzaduji jako argument porovnavaci
funkci dvou prvkl — to je pfesné komparator naseho modelu.
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Protoze neporovnatelné prvky by se obtizné znazornovaly pti popisech algorit-
mi této kapitoly, budeme v ukazkach typicky t¥idit celé ¢isla a na ¢tenaii ponechame,
aby si misto nich predstavil obecné prvky. Pfi odhadovani ¢asovych slozitosti také
predpokladame, ze jednotlivé prvky lze porovnévat i prohazovat v konstantnim case
(©(1)).

Dale bychom méli zduraznit, ze v této kapitole se vénujeme pouze problémtum
vnitrniho vyhledévani a tfidéni. U nich predpokladame, ze vSechny tfidéné prvky,
se nachazeji ve vnitini paméti poc¢itate (RAM) a méme k nim pfimy pFistup v poli
v ¢ase ©(1) pro Gteni i zapis.

U tfidicich algoritmt nas budou zajimat i jiné vlastnosti, nez jen jejich ¢asové
naroky.

Definice: Stabilni tridéni fikdme takovému, které u prvku se stejnou hodnotou klice
zachovd jejich vzajemné potradi, v jakém byly na vstupu. (To se hodi naptiklad p¥i
lexikografickém t¥idéni, kde se napred tfidi podle nejméné vyznamné slozky a pak
podle vyznamnéjsich.)

Definice: Pokud t¥idime prvky na misté (tedy vstup dostaneme zadany v poli a
v tomtéz poli pak vracime vystup), za pomocnou pamét tiidiciho algoritmu prohla-
sime veSkerou vyuzitou pamét mimo vstupni pole.

Strucné projdeme, co je obsahem této kapitoly. Na zacatku se podivame na
problém vyhledavani adajt. Jak zjistime, v setfidénych datech se hleda daleko 1épe
nez v nesetfidénych, a tak, abychom mohli data usporadat, probereme nejjedno-
dussi algoritmy tifidéni, konkrétné algoritmy pracujici v kvadratickém case. Ty jsou
bohuzel pro redlné pouziti na vétsich datech velmi pomalé.

Existuji vSak rychlejsi tf¥idici algoritmy pracujici v éase O(N log N). Mezi za-
stupce téchto algoritmt patii napiiklad HeapSort, neboli tfidéni haldou (protoze
vyzaduje znalost datové struktury halda, popisujeme ho v kapitole o haldach),
QuickSort a MergeSort (ty jsou typickymi pfredstaviteli algoritmt zaloZzenych na
myslence Rozdél & Panuj a popisujeme je opét v pFislusné kapitole).

Nabizi se pfirozena otazka, zda lze t¥idit rychleji nez v ¢ase O(N log N). Uka-
zeme, ze odpovéd je negativni a dokdzeme, Ze rychlejsi algoritmus pro t¥idéni prvkd,
které mezi sebou umime pouze porovnavat, nemize existovat. Zdliraznéme vsak, ze
tuto skute¢nost umime dokazat pouze v ptipadé, ze s tfidénymi daty nelze provadét
nic jiného neZ porovnani. Pokud maji tfidéné prvky urcité specidlni vlastnosti (na-
priklad jsou to mal4 ¢isla), miizeme na né pouzit algoritmy, které jiz nejsou zaloZené
vyhradné na porovnavani, a dopracovat se az ke sloZitosti © (V).

Cviéeni:

1. Jsou dany rovnoramenné vahy a 12 kulicek, z nichz pravé jedna je tézs$i nez
ostatni. Na misku lze dat i vice kulicek naraz. Navrhnéte, jak na 3 porovnani
najit tézsi kulicku.

2. Jsou dany rovnoramenné véhy a 12 kulicek, z nichz pravé jedna je jind nez
ostatni, nevime vSak zda je leh¢i nebo tézsi. Na misku lze dat i vice kulicek
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nardz. Navrhnéte, jak na 3 porovnani najit tuto jinou kulicku.

3. Stejna tloha jako pfedchozi, avSak s 13 kuli¢kami.
Reste tilohu 1.1.1 obecné pro N kuli¢ek a navrhnéte algoritmus pouzivajici co
nejmensi pocet vazeni.

5. Reste tilohu 1.1.2 obecné pro N kuli¢ek a navrhnéte algoritmus pouzivajici co
nejmensi pocet vazeni.

6. Dokazte, ze kazdé feSeni tiloh 1.1.4 a 1.1.5 musi nutné provést alesponn [logs N
vazeni.

1.2. Vyhledavani idaju v poli

Vyhledavani v nesetfidéném poli

Hledani ¢isla v nesetfidéném poli probihé tuplné stejné jako hledéni predmétu
v neuklizeném pokoji. Zkratka se musime podivat na vSechna mista, zda tam predmét
neni. Pokud pfi prochézeni pole narazime na hledany prvek, vratime jeho index a
algoritmus konci. V pfipadé, ze dany prvek v poli neni, je tfeba ho projit celé, jinak
nemame jistotu, ze se nam prvek nékde neschovava.

Algoritmus SEARCH1
Vstup: Pole P[1...N], hledany prvek z.
Vystup: Index i hledaného prvku, ptfipadné 0, pokud prvek v poli neni.

1. Pro ¢ jdouci od 1 do N opakujeme:
2. Pokud je P[i] = x: vratime i a skonéime.
3. Vratime 0. (prvek v poli neni)

Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze reprezentace dat neset¥idénym polem ne-
ni pifli§ vyhodna. Casova slozitost hledani jakéhokoli prvku je O(N) (tedy nejhorsi
mozna. Na druhou stranu nesetfidéné pole nevyzaduje zadnou tdrzbu. Nové prvky
pridame jednoduse na konec a nemusime se starat o jejich usporadani. Pfi mazani
prvku z prostifedka pole mizeme jednoduse zalepit vzniklou diru pfesunutim posled-
niho prvku na misto smazaného. Tim docilime ¢asové slozitosti ©(1) na piidavani a
odebirani prvki, takze tdrzba nas nebude stat v podstaté nic.

Vyhledavani v setfidéném poli

Nyni si predstavme, Ze nam v poli nékdo uklidil a vSechny prvky jsou thledné
sefazené (bez Gjmy na obecnosti feknéme vzestupné). To by ndm mélo pomoci pii
hledani prvkt. Dani za pohodlnéjsi vyhledavani vsak bude slozitéjsi udrzba. Vloze-
ni nového prvku uz nemiize byt tak ledabylé jako v pfedchozim piipadé. Nejprve
musime nalézt spravnou pozici, kam prvek patii (abychom neporusili uspofadani),
a nasledné mu jesté musime vytvorit misto tak, Ze vSechny vétsi prvky posuneme
o jednu pozici dale. S mazanim je obdobny problém, protoze nesta¢i pouze zalepit
vzniklou diru libovolnym prvkem, ale vSechny prvky, které jsou vétsi nez odstra-
novany, se musi opét posunout o jednu pozici. Diky tomu se nam zhorsila casova
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slozitost vkladani i odebirani prvkd na linedrni. Pokud ale budeme v poli mnohem
Castéji vyhledavat nez pfidavat a odebirat prvky, miize se ndm to celkové vyplatit.

Podivejme se, jak by nam mohlo setfidéni pomoci pfi hledani prvku. Nejprve
zkusime prfimocary postup, ktery jsme pouzivali v poli nesetfidéném. Pole budeme
prochéazet od zac¢atku do konce a pokud narazime na hledany prvek, mtizeme skonéit.
Jedind vyhoda se projevi v situaci, kdy se hledany prvek v poli nevyskytuje. V ta-
kovém pripadé jiz nemusime prohledavat pole celé, ale mizeme skoncit v okamziku,
kdy narazime na prvek, ktery je vétsi nez hledany. Od takového prvku dal se totiz
budou v poli vykytovat jen stale vétsi a vétsi prvky, mezi kterymi se ten hledany uz
opravdu vyskytovat nemuze. Podivejme se na lehce upraveny algoritmus:

Algoritmus SEARCH2
Vstup: Pole P[1...N] setfidéné vzestupné, hledany prvek z.
Vystup: Index i hledaného prvku, ptfipadné 0, pokud prvek v poli neni.

1. Pro ¢ jdouci od 1 do N opakujeme:

2 Pokud je P[i] = x, vratime ¢ a skonéime.

3. Pokud je P[i] > x, vratime 0 a skon¢ime. (prvek v poli neni)
4. Vratime 0.

I pfes vyhodu, kterou setfidénost ptinesla do ptavodniho algoritmu vyhledévani,
se nam nepodarilo vylepSit asymptotickou ¢asovou slozitost. Nastésti existuje i jiny
pristup, ktery 1épe vyuzije vlastnosti setfidéného pole a diky tomu dosédhne lepsi nez
linearni slozitosti.

Binarni vyhledavani

Opustme myslenku klasického vyhleddvani postupnym prochdzenim a zkusme
se na problém podivat trochu z jiného thlu. Efektivné vyhledavat nemusi znamenat
jen rychle urcit, kde se prvek nachézi, ale tfeba také rychle vyloucit velké ¢asti pole,
kde se prvek nachazet nemiize.

Napriklad vyhledavame-li urcité slovo ve slovniku, zcela jisté neprochéazime
slovnikem od zac¢atku. Namisto toho otevieme slovnik nékde uprostied, podivame se,
jak moc blizko jsme se trefili k hledanému slovu, a na zakladé toho nadale aplikujeme
stejny postup budto v levé nebo pravé ¢asti rozevieného slovniku.

Zkusme z této strategie vytvorit plnohodnotny algoritmus. Pole si rozdélime na
dvé témét stejné(® poloviny. Prostfedni prvek, ktery funguje jako meznik oddélujici
tyto poloviny, ozna¢me s. Pokud bychom méli extrémni Stésti, byl by s zaroven
hledanym prvkem a my bychom mohli vyhledavani ukoncit. Takové nahody se ale
Casto nestavaji takze radéji zkusime urcit, ve které poloviné, by mohl hledany prvek
(ozna¢me ho x) byt. Porovndme-li x a s, mizeme dojit ke dvéma zavéram: Bud je
x < s a pak se hledany prvek muze nachazet pouze v prvni poloviné pole, nebo je
x > s a pak bychom méli x hledat v poloviné druhé. Tim jsme efektivné eliminovali
alespon polovinu dat k prohledavani.

2 Jejich velikost se bude ligit maximélné o 1.
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Ten samy postup miizeme pouzit znovu na zvolenou polovinu, ¢tvrtinu atd., az
se dostaneme do stavu, Ze prohledavany tisek pole méa velikost jednoho prvku. Na
ném uz se snadno presvédcime, zda je tento jediny potencidlni kandidat hledanym
prvkem.

Algoritmus BINSEARCH

Vstup: Pole P[1...N] setfidéné vzestupné, hledany prvek x.

Vystup: Index i hledaného prvku, pfipadné 0, pokud prvek v poli neni.

1. I+ 1, =N ([l...r] tvofi prohleddvany tisek pole)
2. Dokud jel < r:
3. s« [(l+7r)/2] (stied prohleddvaného intervalu)

4. Pokud je x = P[s]: vrat s a skondi.
5. Pokud je z > P[s]:

6. [+ s5+1

7. jinak:

8. 7S

9. Pokud je Il < N a zaroveii P[l] = z vrat [, jinak vraf 0.

Algoritmus je zcela jisté koneény, protoze v kazdém kroku zmensime prohle-
davanou ¢ast pole alesponi o 1. Po celou dobu béhu algoritmu plati invariant, zZe
hledany prvek nemiize lezet vné tiseku [I...r]. Snadno tedy nahlédneme, Ze algorit-
mus nalezne nas prvek, nebo s jistotou oznami, ze tam zadny takovy prvek neni.

Na zavér jesté spocitejme, jakou bude mit binarni vyhledavani ¢asovou slozitost.
V kazdém kroku algoritmu tspésné zamitneme alespon polovinu z prohledavaného
intervalu. Pokud ma tento interval navic lichou délku, zamitneme vzdy vice nez
polovinu prvki.

Predpokladejme na chvili, zZe N je rovno mocniné dvojky. To znamena, ze ve-
likost intervalu bude klesat exponencialné‘®) (N, N/2, N/4,N/8,...). Po k krocich
bude velikost N/2F. Nas zajima, kolik krokii potiebujeme, abychom dostali inter-
val délky jedna. Polozme N/2% = 1, takze N = 2* a po zlogaritmovani dostaneme
k =logaN.

Pokud by N nebylo pfimo rovné 2¥, miizeme napi. pole doplnit zprava ne-
kone¢né velkymi prvky na nejblizsi vyssi mocninu dvojky. Tim urcité nezhorsime
¢asovou slozitost vic nez o jedno ptleni (coz je konstanta, kterou v asymptotickém
odhadu slozitosti zanedbame).

V kazdém kroku vykonadme pouze konstantni praci, takze celkova slozitost bi-
narniho vyhled4vani je ©(log N).

Dolni odhad sloZitosti vyhledavani

Skutec¢nost, ze uvedeny vyhleddvaci algoritmus mél ¢asovou slozitost O(log N)
neni ndhoda. Ukazeme, ze lepsiho ¢asu neni mozné dosdhnout.

() Ve skute¢nosti se miize interval v jednom kroku zmensit jesté o jeden prvek
navic, pokud budeme mit stésti. My ale pocitdme nejhorsi moznou variantu.
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Véta: (o sloZitosti vyhleddvdni) Kazdy algoritmus zaloZeny na porovnavani prvki,
ktery vyhledava prvek z v setfidéném poli P, potiebuje provést alesporn Q(log N)
operaci.
Diikaz: Zvolme libovolny vyhledavaci algoritmus A. Uvazme rozhodovaci strom T,
ktery popisuje chovani algoritmu A. Strom 7' v kazdém vnitinim uzlu provede po-
rovnani prvku x s néjakym prvkem pole P a v listech obsahuje vystupni indexy
nalezeného prvku Strom T je terndrni (vystup kompardtoru je <, > nebo =) a
pocet jeho listi je zjevné n.

Casova slozitost algoritmu A je dana délkou hloubkou nejhlubgiho listu stromu
T, protoze prichod stromem od kofene smérem dolt popisuje jeden pribéh algorit-
mu. Ternarni strom s n listy mé& vsak alespon logs n hladin, coz dava dolni odhad
Q(log N) na dobu béhu algoritmu A. O

Cviéeni:

1. Upravte vyhledavani v nesetfidéném poli tak, aby algoritmus vratil indexy vsech
vyskytt (nejen prvniho).
Zkuste totéz pro setfidéné pole. V ¢em je pro nas setfidéné pole lepsi?
Rozmyslete si, jak se bude chovat algoritmus binarniho vyhledavani, pokud bude

hledany prvek v poli vickrat. Nasledné ho upravte tak, aby vzdy vracel prvni
vyskyt hledaného prvku (ne jen libovolny).

4. Mg¢jme pole délky N. Na kazdé pozici se muze vyskytovat libovolné celé ¢islo
z rozsahu 1 az K. Cisla vybirdme rovnomérné (véechny hodnoty miizeme vybrat
se stejnou pravdépodobnosti). Nésledné pole setfidime a budeme v ném chtit
vyhledavat. Zkuste upravit binarni vyhledavani, aby na takovém poli fungovalo
v prumérném piipadé rychleji.

5% Jakou ¢asovou slozitost bude mit takovy algoritmus v primérném piipadé?

6* Mize se stat, ze vysSe uvedeny algoritmus nedostane p&kna data. MZeme mu
néjak pomoci, aby nebyl ani v takovém pripadé o mnoho horsi, nez binarni
vyhledavani?

1.3. Zakladni tridici algoritmy

V pfedchozi kapitole jsme ukazali, ze vyhledavani je mnohem piijemnéjsi, kdyz
mame data setfidéna, ale zatim nam ztstalo skryto tajemstvi tfidéni samotného.
T¥idici algoritmy patii do zakladniho arsenélu ostiileného programatora a jejich im-
plementace byvaji soucasti standardnich knihoven béznych jazyki. I kdyz se v dnesni
dobé stava velice ziidka, Ze si musi ¢lovék napsat néjaky tridici algoritmus svépo-
moci, je vic nez dtlezité jim dobfe rozumét.

Nejjednodussi t¥idici algoritmy patii do skupiny tzv. primych metod. Vsechny
maji nékolik spole¢nych rysi: Jsou kratké, jednoduché a t¥idi pfimo v poli (nepotte-
bujeme pomocné pole). Tyto algoritmy maji kvadratickou ¢asovou slozitost (©(N?)).
7 toho vyplyva, Ze jsou pouzitelné tehdy, kdyz tiidénych dat neni pfili§ mnoho.
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Selectsort

Trident primym vybérem (Selectsort) je zaloZeno na opakovaném vybirani nej-
mensiho prvku. Pole rozdélime na dvé ¢asti: V prvni budeme postupné stavét setii-
dénou posloupnost a v druhé nam budou zbyvat dosud nesettidéné prvky. V kazdém
kroku nalezneme nejmensi ze zbyvajicich prvkid a pfesuneme jej na zac¢atek druhé (a
tedy ina konec prvni) ¢asti. Nasledné zvétsime setfidénou ¢ast o 1, ¢imz oficidlné po-
tvrdime ¢lenstvi pravé nalezeného minima v konstruované posloupnosti a zajistime,
aby se pii dalsim hledani jiz s timto prvkem nepocitalo.

Algoritmus neni téZké naprogramovat. Budou ndm k tomu stacit dva vnorené
cykly:

Algoritmus SELECTSORT

Vstup: Pole P[1...N].

Vystup: Setfidéné pole P.

1. Pro ¢ jdouci od 1 do N — 1 opakujeme:
m < i (m bude index nejmensiho dosud nalezeného prvku)
3 Pro j jdouci od ¢ + 1 do N opakujeme:
4. Pokud je P[j] < P[m]: m <+ j
5 Pokud i # m: Prohodime prvky P[i] a P[m].

o

Zaveérem dopliime jesté nekolik slov k ¢asové slozitosti. V i-tém kroku algoritmu
hleddme minimum z N —i+1 ¢isel, na coz potiebujeme (N —i+ 1) krokt. Ve vSech
krocich dohromady tedy spotfebujeme ¢as O(N + (N — 1)+ ... +3+2+1) =
O(N - (N —1)/2) = ©(N?).

Insertsort

Tridénd primym vklddanim (Insertsort) pristupuje k problému se stejnou jed-
noduchosti jako Selectsort, ale z opacné strany. Postup velmi pékné ilustruje ptiklad
s karetnim hracem. Kazdému hraci se mnohem lépe hraje, kdyz ma karty v ruce uspo-
fadané (podle barev a velikosti). K vytvofeni settidéné posloupnosti pak intuitivné
pouzivé tiidéni vkladanim. Rozdané karty lezi pfed nim nesetiidéné na hromaéadce.
Hrac bere postupné karty z hromadky a vklada si je do ruky, pricemz je vzdy zafadi
na spravné misto.

Predstavme si opét algoritmus v poli. Stejné jako u tfidéni pfimym vybérem
i zde budeme udrzovat dvé ¢asti — na zacatku pole budou setfidéné prvky a v druhé
Casti pak zbyvajici nesettidéné. V kazdém kroku vezmeme jeden prvek z nesetridéné
Casti a vlozime jej na spravné misto v ¢asti setfidéné, pricemz se vétsi prvky posu-
nou o jednu pozici déle, aby vytvorily pro nového kolegu misto. Formalné zapsany
algoritmus bude vypadat takto:

Algoritmus INSERTSORT
Vstup: Pole P[1...N].
Vystup: Settidéné pole P.
1. Pro ¢ jdouci od 2 do N opakujeme:
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x + P[i] (Do z na chvili ulozime zatfidovany prvek.)
j+i—1 (Index, kam novy prvek piijde.)
Dokud j < 0 a zéroven P[j] > z:
P[j+1] < P[j] (Zaroven posouvdame prvky o1 dal v poli.)
Jeg—1
7. P[j+1] + « (Vlozime zatfidovany prvek na nalezené misto.)

S otk W N

Casova slozitost bude naprosto stejnd, jako u predchoziho algoritmu. V i-tém
kroku bude zat¥idovany prvek v nejhorsim pfipadé posunut az na prvni misto, na coz
je potieba O(i) operaci. Celkova slozitost tedy bude O(14+24+3+...+(N—-1)+N) =
O(N(N —1)/2) = O(N?).

Porovnejme nyni Insertsort s dfive uvedenym Selectsortem. Asymptoticka slo-
Zitost v nejhorsim pripadé bude u obou algoritmu kvadraticka, ale presto nemusi byt
oba stejné rychlé. Zatim co vybér nejmensiho prvku trva Selectsortu vzdy stejné, za-
tfidéni prvku na spravné misto muize zabrat potencialné méné operaci. V extrémnim
piipadé, kdy jsou data jiz settidéna, pobézi Selectsort stile v ¢ase ©(N?), zatimco
Insertsort nebude potiebovat viibec zddné zatfidovani, takze vystadi s casem ©O(N).

Abychom ale byli spravedlivi, je zde i obracend strana mince. Insertsort pii
zatfidovani prvky nejenom porovnavé, ale také prohazuje. Tim mtiZe na jedno za-
tfidéni spotiebovat az O(N) operaci prohozeni, zatim co Selectsort prvky pouze
porovnava a k prohozeni se uchyli az v okamziku, kdy nalezne minimum.

Nelze Tici, ze by byl jeden z téchto algoritmt vyslovené lepsi nez druhy. Skutecna
efektivita bude zaviset na charakteru t¥idénych dat.

Bubblesort

Posledni z trojice piimgch algoritmi je bublinkové tiidéni (Bubblesort). Tento
algoritmus pracuje na jiném principu nez jeho dva predchudci. Zékladem je myslenka
nechat stoupat mensi prvky v poli podobné jako stoupaji bublinky v limonadé.

V algoritmu budeme opakované prochézet celé pole. Jeden priuchod (muze byt
v libovolném sméru) postupné porovna vSechny dvojice sousednich prvki (i a i+ 1).
Pokud dvojice neni spravné uspofadand (tedy P[] > P[i+1]), prohodime oba prvky.
V opacném pripadé nechame dvojici na pokoji. Mensi prvky se nam tak posunou
blize k zacatku pole zatimco vétsi prvky ,klesaji“ na jeho konec. Pokazdé, kdyz
pole projdeme celé, za¢neme znovu od zacatku. Tyto prichody opakujeme, dokud
dochézi k prohazovéani prvki. V okamziku, kdy vymény ustanou, je pole setfidéné.

Algoritmus BUBBLESORT

Vstup: Pole P[1...N].

Vystup: Settidéné pole P.

1. zména + true (Bude hlidat, zda doslo k né&jakému prohozen.)
2. Dokud je zména = true:

3. zmeéna < false

4 Pro i jdouci od 1 do N — 1 opakujeme:

8 2015-01-26



5. Pokud je P[i] > P[i + 1]
6. Prohodime prvky P[i] a P[i + 1].
7. zmeéna < true

S odhadem casové slozitosti to bude trochu komplikovanéjsi nez v predchozich
pfipadech. Jeden pruchod vnitfnim cyklem (kroky 4. az 7.) jde pfes vSechny prvky
pole, takze ma uréité slozitost O(N). Neni ovSem na prvni pohled zfejmé, kolik
prichodt bude potieba vykonat.

V algoritmu, ktery je popsany vysSe, si lze vSimnout jedné zajimavosti. Bez
ohledu na usporadani prvka bude platit, Ze po prvnim priichodu se na poslednim
misté v poli ocitne maximum a zadny dals$i prichod uz s nim nepohne. Po dru-
hém priichodu bude na predposlednim misté druhy nejvétsi prvek atd. Nejpozdéji
po N — 1 krocich bude na druhém misté druhy nejvétsi prvek (tedy i na prvnim
misté minimum) a pole bude setfidéné. Budeme také jesté potfebovat jeden prii-
chod navic, abychom ovéfili, Ze uz nedojde k zddnym vyménnadm. Algoritmus muZe
skoncit i dfiv, ale v pfipadé, Ze nam nepritel zada pole s prvky usporadanymi se-
stupné, budeme potiebovat vSech N krokt, abychom ho setfidili. Celkové slozitost
bude tedy O(N?).

Na zavér dodejme, ze Bubblesort patii k nejméné efektivnim algoritmtm. Zde
jej uvadime jen jako ukézku jiného piistupu a pékné logické cviceni, nebot se v praxi
témeér nepouziva.

Cviceni:

1. Pfedpokladejme na chvili, Zze by pocita¢, na kterém bézi nase programy, umeél
provést operaci posunuti celého tiseku pole o 1 prvek na libovolnou stranu v kon-
stantnim ¢ase. Rekli bychom napiiklad, Ze chceme prvky na pozicich 42 az 54
posunout o 1 doprava (tj. na pozice 43 az 55) a pocitaé¢ by to umél provést
v jednom kroku. Zkuste za téchto podminek upravit Insertsort, aby pracoval
s dasovou slozitosti (N log N).

2. Urcete, jakou slozitost bude mit Insertsort, pokud vime, Ze se ve vstupnim poli
kazdy prvek nachéazi nejvyse ve vzdalenosti k od pozice, na které se tento prvek
bude nachéazet po setiidéni. Pfesnéji pro kazdy prvek na pozici ¢ ve vstupnim
poli zavedme p; jako pozici, kde se bude prvek nachazet po setfidéni. Pak plati
pro vSechny prvky, ze |i — p;| < k.

3. Vsimnéte si, ze Bubblesort mtize provadét spoustu zbytecnych porovnani. Napft.
kdyz bude prvni polovina pole setfidéné a az druha rozhézenda, Bubblesort bude
stejné vzdy prochazet prvni polovinu, i kdyz v ni nebude nic prohazovat. Na-
vrhnéte mozna vylepSeni, abyste eliminovali co nejvice zbyte¢nych porovnani.

1.4. Dolni odhad slozitosti problému tridéni
Jak uz jsme zminili v avodu, nabizi se otazka, zda existuje tfidici algoritmus

pro porovnévaci model rychlejsi nez O(N log N). Odpovéd je negativni, kazdy takovy
algoritmus bude potiebovat Q(N log N) operaci. Porovnani je také jedinou operaci,
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ktera nas bude zajimat v nasem odhadu, protoze snadno nahlédneme, ze ostatnich
operaci budeme potfebovat asymptoticky nejvyse stejné mnozstvi.

Véta: (o sloZitosti tiidént) Kazdy deterministicky tfidici algoritmus, ktery t¥idéné
prvky pouze porovnava a kopiruje, ma ¢asovou slozitost Q(nlogn).

Diikaz: Dokéazeme, ze kazdy porovnavaci tfidici algoritmus potfebuje v nejhorsim
pripadé provést Q(nlogn) porovnani, coz dévé piirozeny dolni odhad ¢asové slozi-
tosti.

Presnéji feceno, dokazeme, Ze pro kazdy algoritmus existuje vstup libovolné
délky n, na némz algoritmus provede Q(nlogn) porovnéni. Bez Gjmy na obecnosti
se budeme zabyvat pouze vstupy, které jsou permutacemi mnoziny {1, ...,n}. (Staci
nam najit jeden ,tézky“ vstup, pokud ho najdeme mezi permutacemi, kol jsme
splnili.)

Mg¢jme tedy deterministicky algoritmus a néjaké pevné n. Sledujme, jak algorit-
mus porovnava — u kazdého porovnani zaznamename polohy porovnavanych prvki
tak, jak byly na vstupu. Jelikoz algoritmus je deterministicky, porovna na zacatku
vzdy tutéz dvojici prvki. Toto porovnani mohlo dopadnout tfemi rtiznymi zptisoby
(vétsi, mensi, rovno). Pro kazdy z nich je opét jednoznaéné uréeno, které prvky al-
goritmus porovna, a tak dale. Po provedeni posledniho porovnani algoritmus vyda
jako vystup néjakou jednozna¢né urcenou permutaci vstupu.

Chovéni algoritmu proto muzeme popsat rozhodovacim stromem. Vnitini vr-
choly stromu odpovidaji porovnanim prvki, listy odpovidaji vydanym permutacim.
Ze stromu vynechdme vétve, které nemohou nastat (napiiklad pokud uz vime, Ze
1 < x3 a x3 < Zg, a piijde na fadu porovnani x; s xg, uz je jasné, jak dopadne).

Pocet porovnani v nejhorsim pfipadé je roven hloubce stromu. Jak ji spocitat?

Vsimneme si, ze pro kazdou z moznych permutaci na vstupu musi chod algorit-
mu skonéit v jiném listu (jinak by existovaly dvé rizné permutace, které lze set¥idit
tymiz prohozenimi, coZ neni mozné). Strom tedy musi mit alesponi n! riznych listt.

Hloubka rozhodovaciho stromu odpovidéa po¢tu porovnani. My chceme dokéazat,
Ze porovnani musi byt aspon Q(nlogn).

’ T1T3T2 ‘ ’ T3T1X2 ‘ ’ T2X3T1 ‘ ’ T2T1T3 ‘

Obr. 1.1: Pfiklad rozhodovaciho stromu pro 3 prvky
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Lemma 1: Ternarni strom hloubky k& ma nejvyse 3* listii.

Diikaz: Uvazme ternarni strom hloubky k s maximalnim poctem listid. V takovém
stromu budou v8echny listy uréité leZet na posledni hladiné (kdyby nelezely, mizeme
pod néktery list na vyssi hladiné pridat dalsi dva vrcholy a ziskat tak ,listnatéjsi“
strom stejné hloubky). Jelikoz na i-té hlading je nejvyse 3¢ vrchold, vech listdl je
nejvyse 3~. ]
Z Lemmatu 1 plyne, Ze rozhodovaci strom musi byt hluboky alespon logs n!.
Zbytek uz je snadné cviceni z diskrétni matematiky:

Lemma 2: n! > n™/2. Dikaz: Je n! = \/(n)2 = \/Iln—1)-2(n—2) ... n-1,
coz miizeme také zapsat jako \/1(n — 1) - y/2(n —2) ... v/n - 1. Pfitom pro kazdé
1<k<njek(n+1—k)=kn+k—k?=n+(k—1)n+k(1—k) = n+(k—1)(n—k) > n.
Proto je kazda z odmocnin vétsi nebo rovna n'/? a n! > (n/2)" = nn/2, O

Hloubka stromu tedy ¢ini minimalné logz n! > logy(n™/2) = n/2-logsn = Q(nlogn),
coz jsme chtéli dokazat. O

Ukézali jsme si t¥idéni v case O(Nlog N) a také dokazali, Ze lip to v obec-
ném piipadé nejde. Nage tfidici algoritmy jsou tedy optimélni (aZ na multiplikativni
konstantu). Opravdu?

Prekvapivé mizeme tfidit i rychleji — véta omezuje pouze tfidéni pomoci po-
rovnavani. Co kdyz o vstupu vime vic, tfeba ze je tvofen ¢isly z omezeného rozsahu.

1.5. Linearni tiidici algoritmy

Nyni jiz vime, Ze t¥idéni zaloZzené na porovnavani nemiize dosdhnout lepsi ¢aso-
vé slozitosti nez ©(N log N), bez ohledu na to, jak moc se budeme snazit. Podivejme
se, zda bychom nemohli slozitost pfeci jen vylepsit, kdyz budeme na klice klast vétsi
naroky nez jen moznost efektivniho porovnavani.

Dosud jsme pouzivali jako kli¢e cela c¢isla, abychom zpiehlednili popisované
algoritmy a nemuseli se zabjvat detaily porovnavani. V této kapitole budeme striktné
vyzadovat, aby klice byly celd kladna ¢isla z pfedem daného intervalu, pfipadné aby
byly na cela ¢isla snadno a jednoznac¢né prevoditelné.

Counting sort

Counting sort je algoritmus pro tfidéni N celych ¢isel s maximalnim rozsahem
hodnot R. TFidi v ¢ase O(N + R) s pamétovou narocnosti O(R).

Algoritmus postupné prochazi vstup a pocita si ke kazdému prvku z rozsahu,
kolikrat jej vidél. Poté az projde cely vstup, projde pocitadla a postupné vypise
vSechna ¢isla z rozsahu ve spravném poctu kopii.

Algoritmus COUNTINGSORT
Vstup: Posloupnost z1,...,zy € {1,..., R}

1. Prot=1...R opakujeme:
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3. Proi=1...N opakujeme:
4. Pa; < Doy +1
5. 7+ 1
6. Proi=1...R opakujeme:
7. Dokud p; > 0, opakujeme:
8. Vj )
9. Jj—Jg+1
10. Pi < Di — 1
11. Vratime vysledek vy, ..., vy.

Prihradkové tiidéni
Counting sort ndm moc nepomuze, pokud chceme tfidit ne pfimo celé ¢isla,
nybrz zaznamy s celociselnymi kli¢i. Na ty se bude hodit piihradkové t¥idéni neboli
Bucket-sort (,kbelikové t¥idéni“).
Uvazujme opét N prvki s kli¢i v rozsahu 1,..., R. Pofidime si R pfihradek
Py, ..., Pr, prvky do nich roztfidime a pak postupné vypiseme obsah piihradek
v poradi podle kli¢t.
Potfebujeme k tomu ¢as O(N + R) a pamét O(N + R). Navic se jedna o stabilni
algoritmus.
Algoritmus BUCKETSORT
Vstup: Prvky x1,..., 2, s kli¢i ¢1,...,¢, € {1,..., R}
1. P...Pr+ 0
2. Proi=1...n:

3. Vlozime z; do F,,.
4. Proj=1...R
5. Vypiseme obsah P;.

Lexikografické t¥idéni k-tic

Mé&jme n usporadanych k-tic prvkii z mnoziny {1... R}*. Ukol zni setadit k-tice
slovnikové (lexikograficky). Mizeme pouzit metodu rozdél a panuj, takze prvky se-
t¥idime nejprve podle prvni soutadnice k-tic a pak se rekurzivné zavolame na kaz-
dou ptihradku a t¥idime podle nasledujici souradnice. Nebo mtzeme vyuzit toho, ze
bucket-sort je stabilni a tridit takto:

Algoritmus SLOVNIKOVY BUCKETSORT
Vstup: k-tice x1,...,x,
Vystup: k-rice lexikograficky setfidéné

1. S(*I’l,...,flin.

2. Pro i =k az 1 opakujeme:

3. S + bucket-sort S podle i-té souradnice.
4. Vydame vysledek S.
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Pro prehlednost v nasledujicim pozorovani ozna¢me ¢ = k — i + 1, coZ piesné
odpovida tomu, v kolikdtém prichodu cyklu jsme.
Pozorovani: Po /-tém prichodu cyklem jsou prvky usporadany lexikograficky podle
i-té az k-té souradnice.
Diikaz: Indukei podle /:

® Pro ¢/ =1 jsou prvky uspoiddany podle posledni soutfadnice.

® Po /¢ pruchodech jiz mame prvky setfidény lexikograficky podle i-
té az k-té soufadnice a spoustime (¢ + 1)-ni prichod, tj. budeme
tFidit podle (i — 1)-ni soufadnice. Protoze bucket-sort t¥idi stabilng,
zustanou prvky se stejnou (i — 1)-ni soufadnici viéi sobé sefazeny
tak, jak byly sefazeny na vstupu. Z IP tam vSak byly sefazeny
lexikograficky podle i-té az k-té soufadnice. TudiZ po (¢ + 1)-nim
prichodu jsou prvky sefazeny podle (i — 1)-ni az k-té soutadnice.

O

Casové slozitost je O(k - (n + R)), coz je linedrni s délkou vstupu (k - n) pro
pevné k a R; pamétova slozitost ¢ini ©(n + R).

Tiidéni &isel 1... R podruhé (Radix sort)

Zvolime zéklad Z a cisla zapiSeme v soustavé o zdkladu Z, ¢imz ziskame
(|log, R] + 1)-tice, na které spustime predchazejici algoritmus. Diky tomu bude-

me t¥idit v case @({ggg -(n+ Z)). Jak zvolit vhodné Z?

Pokud bychom zvolili Z konstantni, ¢asova slozitost bude O(log R-n), coz mtize
byt nlogn nebo i vic. Zvolime-li Z = n, dostavame @(llzif -n), coz pro R < n®
znamend O(an). Polynomialné velkd celd ¢isla jde tedy t¥idit v linedrnim case.

Tridéni fetézcu
Méjme n fetézct ri,72 ... 7, dlouhych ly,l5...1, Oznac¢me si L = maxi<;<p l;
délku nejdelsiho fetézce a R pocet znaki abecedy.

Problém je, Ze Fetézce nemusi byt stejné dlouhé (pokud by byly, lze se na fetézce
divat jako na k-tice, které uz t¥idit umime). S tim se mizeme pokusit vyporddat
doplnénim retézci mezerami tak, aby mély vSechny stejnou délku, a spustit na néj
algoritmus pro k-tice. Tim dostaneme algoritmus, ktery bude mit ¢asovou slozitost
O(Ln), coz bohuZel muze byt az kvadratické vzhledem k velikosti vstupu.

Priklad: na vstupu méjme k fetézcti, kde prvnich £—1 z nich bude mit délku 1 a
posledni fetézec bude dlouhy presné k. Vstup mé tedy celkovou délku 2k —1 a my ted
doplnime prvnich k — 1 fetézctt mezerami. Vidime, ze algoritmus ted bude pracovat
v dase O(k?). To, co ndm nejvice zptisobovalo problémy u pfedchoziho piikladu, bylo
velké mnozstvi ¢asu zabraného porovnavanim doplnénych mezer. Zkusime proto fesit
nas problém trochu chytfeji a koncové mezery do retézi viibec pridavat nebudeme.

Nejprve rozttidime bucket-sortem Fetézce do pfihradek (mnozin) P; podle jejich
délek, kde i znadi délku Fetézcl v dané prihradce, neboli definujme P; = {r;|l; = i}.
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Déle si zavedeme seznam setiidénych fetézci S takovy, Ze v ném po k-tém prichodu
t¥idicim cyklem budou fetézce s délkou alespoti L—k+1 (ozna¢me [) a zarover v ném
tyto Fetézce budou setiidény lexikograficky od [-tého znaku po L-ty. Z definice tohoto
seznamu je patrné, ze po L krocich tfidiciho cyklu bude tento seznam obsahovat
vS8echny Tetézce a tyto Fetézce v ném budou lexikograficky sefazeny.

Zbyva uz jen popsat, jak tento cyklus pracuje. Nejprve vezme [-tou mnozinu P,
a jeji fetézce roztfidi do pfihradek Q; (kde index j znaéi j-ty znak abecedy) podle
jejich I-tého (neboli posledniho) znaku. Déle vezme seznam S a jeho Fetézce ptfida
opét podle jejich [-tého znaku do stejnych prihrddek (); za jiz diive pridané fetézce
z P;. Na zdvér postupné projde vSechny prihrddky ; a fetézce v nich piesune do
seznamu S. ProtoZe Tfetézce z piihrddek ); bude brat ve stejném potadi, v jakém
do nich byly umistény, a protoze ze seznamu S, ktery je setfidény podle (I 4 1)-niho
znaku po L-ty, bude také brat retézce postupné, bude seznam S po k-tém prichodu
presné takovy, jaky jsme chtéli (indukei bychom dokézali, Ze cyklus pracuje skuteéné
spravng). Zaroveni z popisu algoritmu je jasné, ze béhem t¥idén{ kazdy znak kazdé-
ho fetézce pouzijeme pravé jednou, tudiz algoritmus bude linearni s délkou vstupu
(pro tplnost dodejme, Ze popsany algoritmus funguje v pfipadech, kdy abeceda ma
pevnou velikost).

Algoritmus TRIDENT RETEZCO

1. L%max(ll,lg,...,ln)
2. Pro i < 1 do L opakuj:
3. P10
4. Pro i < 1 do n opakuj:
5. pridej(Py,7)
6. S« 0
7. Pro i< L do 1 opakuj:
8. Pro j < 1 do R opakuj:
9. Qj «—0
10. Pro j < 1 do velikost(P;) opakuj:
11. vezmi(P;, 1)
12. pridej(Qr, )
13. Pro j + 1 do velikost(.S) opakuj:
14. vezmi(S,r)
15. pridej (Qriy, )
16. S0
17. Pro j + 1 do R opakuj:
18. Pro k < 1 do velikost((Q);) opakuj:
19. vezmi(Q;, 1)

20. pridej (S, r)
21. vysledek S

Casov4 slozitost tohoto algoritmu tedy bude O(RN), kde N je délka vstupu a
R pocet znaki abecedy.
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1.6. Prehled tridicich algoritmu

Pro prehlednost uvadime tabulku se souhrnem informaci k jednotlivym tfidicim
algoritmim.

Cas Pomocnd pamét Stabilni
InsertSort O(n?) e(1) +
MergeSort O(nlogn) O(n) +
HeapSort ©(nlogn) o(1) -
QuickSort O(nlogn) O(logn) -
BucketSort O(n+ R) O(n+ R) +
k-tice O(k(n+ R)) O(n+ R) +
RadixSort O(nlog, R) O(n) +

Poznamky k tabulce:

® QuickSort méa jen priameérnou ¢éasovou slozitost ©(nlogn). Mizeme
ale Fict, Zze porovnavame priimérné casové slozitosti, protoze u ostat-
nich algoritmi vyjdou stejné jako jejich ¢asové slozitosti v nejhorsim
pripadé.

® HeapSort — tfidéni pomoci haldy. Do haldy vlozime vSechny prvky a
pak je vybereme. Celkem O(n) operaci s haldou, kazda za ©(logn).
Navic tuto haldu mohu stavét i rozebirat v poli, ve kterém dosta-
neme vstup.

® MergeSort jde implementovat s konstantni pomocnou paméti za
cenu konstantniho zpomaleni, ov§em konstanta je neprakticky velka.

® MergeSort je stabilni, kdyz délim pole na poloviny. Neni pii tfidéni
spojovych seznamu s rozdélovanim prvku na sudé a liché.

® QuickSort se d4 naprogramovat stabilné, ale potfebuje linearné po-
mocné paméti.

e Multiplikativni konstanta u HeapSortu neni pfili§ pfizniva a v béz-
nych situacich tento algoritmus na plné ¢are prohrava s efektivnéj-
$im Quicksortem.

Cviéeni:

1. Navrhnéte algoritmus na zjisténi, jestli se v zadané N-prvkové posloupnosti
opakuji né€které prvky.

2. Dokazte, ze problém z pfedchozi tlohy vyZzaduje ¢as alesponi © (N log N).

1.7. Zavér

V této kapitole jsme pronikli do zéklada t¥idéni a predstavili nékolik moznych
pristupil. Vétsina zminénych algoritmi (vyjma kapitoly o pfihradkovém tiidéni) se
ale v praxi prilis nepouziva. Kvadratické algoritmy jsou vhodné pouze jako dopliikova
metoda pro tfidéni velmi malych poli. Heapsort, Mergesort a Quicksort jiz pracuji
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s Casovou slozitosti ©(N log N) a, jak jsme si ukdzali v sekeci 1.4, lepsi slozitosti
u tfidéni zaloZzeném na porovnavani ani dosdhnout nelze.

U vSech zminénych algoritmt jsme také predpokladali, ze tiidéné prvky se
vejdou do operacni paméti. Pii t¥idéni velkych dat takovy predpoklad jiz platit
nemusi. V takovém prfipadé je potfeba pouzit lehce upravené algoritmy, které jsou
optimalizovany pro pfistup do vnéjsi paméti (napf. na pevny disk).
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