1. Uvod do amortizované slozitosti

P1i analyze ¢asové slozitosti algoritmu ¢i datovych struktur skladajicich se z vo-
lani posloupnosti n obsluznych operaci se muize stat, ze ¢asy jednotlivych operaci se
od sebe podstatné lisi. Nékteré operace mohou naptiklad trvat velmi dlouho a na
druhou stranu jiné operace mohou byt zase velmi rychlé. A to tieba tak rychlé, ze
vysledny ¢as volani vsech n dil¢ich operaci vyjde 1épe, nez kdybychom vynasobili n
nejhorsim moznym Casem jedné operace.

Pokud se nam tuto skute¢nost podafi o algoritmu ¢i datové struktufe precizné
dokazat, dava v takovém pripadé smysl celkovy cas rozpocitat na jednotlivé ope-
race. Takovému vyjadreni se fikd amortizovana ¢asova slozitost. Nez se pustime do
jejiho formalniho zavedeni, demonstrujeme amortizovanou analyzu na néasledujicim
jednoduchém problému.

1.1. Telegrafistuv problém

Zacneme nasledujicim nevinnym problémem ze zivota. Na pfepazku k telegra-
fu chodi zékaznici a piredédvaji zde své depese k odeslani. Nahromadéné depese jsou
prubézné odesilany, kdyz je zrovna volna linka. To samoziejmé néjakou dobu trva
a je navic nezbytné nutné, aby depese postupné odchazely v poradi, v jakém byly
podany na prepazce. To by nebylo tak tézké zaridit, kdyby ovSem telegrafista ne-
mél na stole tak velky nepotradek, ze zbyva misto uz jen na dvé hromadky depesi.
Na hroméadku lze nahoru polozit depesi nebo z hromadky naopak horni depesi vzit.
7 téchto hroméadek navic nejde vytahovat depesi zespodu ani zprostiedka, ani jich
nelze najednou uchopit do ruky vic nez jednu (rozsypaly by se). Navrhnéte zpii-
sob, jakym ma telegrafista postupovat, aby spravné obsluhoval pribézné prichozi a
odchozi depese!

Ulohu nejprve preformulujeme. Jak jisté bystry ¢tenaf postfehl, dvé hromadky
s depesemi se chovaji jako zasobniky("? A a B podporujici operace Push a Pop. My
vsak potfebujeme realizovat frontu‘?, do které v néjakém pofadi piijde a odejde n
depesi, neboli potfebujeme realizovat operace Enqueue a Dequeue.

Prozkoumejme nejprve naivni pristup. Budeme udrzovat depese v zasobniku A
a pridavat na jeho vrch. Kdykoli pfijde pozadavek Dequeue, prehdzime po jedné
vSechny depese na zasobnik B a Uplné posledni depesi odebereme, nacez obsah B
opét po jedné vratime na A. Na operaci Enqueue tedy budeme potiebovat O(1)
presunt a na operaci Dequeue ©(n) pfesuntl, coz pro celkem n depesi bude v nejhor-
$im pifpadé vyzadovat celkem ©(n?) jednotlivych piesunt. Nejhorsi piipad nastane,
kdyz nejprve vSechny depese prijdou operaci Enqueue a teprve potom zac¢nou od-
chézet. Tento odhad bude platit, i kdybychom obé operace realizovali ,liné“: obsah

(1) Neboli LIFO — Last In, First Out.
() Cili FIFO - First In, First Out.
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B by se do A pfesouval aZ pii zavolani Enqueue a stejné tak obsah A by se piesouval
do B az pii volani Dequeue — pfedstavme si, Ze nejprve vlozime n/2 depesi a potom
st¥idavé volame Enqueue a Dequeue.

Lepsi postup vypada nasledovné. Zasobnik A bude slouzit jako vstupni a zé-
sobnik B jako vystupni. Enqueue zafadi depesi do A. Pokud je B neprazdny, vrati
z néj Dequeue jednoduse vrchni prvek, pokud je B prazdny, nejprve piresune obsah
A do B. Protoze presun obrati poradi prvki, jsou dfive vlozené depese k dispozici
naopak na vrchu B.

Pfi analyze slozitosti se zdénlivé od prvniho piistupu nic nezménilo. Jedna
operace Dequeue vyZzaduje v nejhorsim piipadé ©(n) pfesunt a proto i celkovy pocet
piesuntt pro n depesi bude O(n?). Je celkovy pocet piesunt i ©(n?)?

Ukazeme, ze celkova slozitost je, ponékud prekvapive, nizsi. Konkrétné, pres-
toZe na jednu operaci Dequeue vychézi slozitost ©(n) v nejhor§im piipadé, celko-
vy pocet operaci secteny pies libovolnou posloupnost n volani Enqueue a n volani
Dequeue vyjde vzdy O(n). Jednu depesi totiz za dobu béhu algoritmu uchopime do
ruky maximalné t¥ikrat: poprvé pii Enqueue do A, podruhé pfi piesunu z A do B
a potreti pii Dequeue z B. Celkovy pocet presuni je tudiz nejvysSe 3n a nejméné n,
coz dava celkovou slozitost ©(n).

MiZeme se na tuto skutecnost divat i tak, Ze celkovy dosazeny ¢as ©(n) roz-
pocitame na jednotlivé operace Enqueue a Dequeue a dostaneme tak ¢as O(1) na
operaci. Tomuto zptisobu analyzy slozitosti fikdme amortizovand sloZitost. Ctenaf
necht si povSimne, v ¢em spoc¢iva hlavni rozdil: n vyvolani téchto operaci da celkovy
¢as ©(n), prestoze vime, Ze v nejhorsim pf¥ipadé jedna operace bude trvat éas ©(n).
Tento nejhorsi pripad vSak bude nastédvat pomérné ziidka.

1.2. Zavedeni amortizované sloZitosti

Zavedeme nyni pojem amortizované casové slozitosti presnéji. Pfesnou a jed-
notnou definici amortizované slozitosti je velmi obtizné vyslovit. Skutec¢nost, ze danéa
operace mé amortizovanou slozitost, tedy vyslovime ve znéni pfislusnych vét a odha-
di rovnou jako odhad celkové ¢asové slozitosti pri provedeni sady operaci. Podélime-
li tedy celkovy ¢as poc¢tem operaci, dostaneme kyZenou amortizovanou slozitost.

Zdturaznujeme, ze je dulezité si uvédomit, v jakém kontextu studujeme amor-
tizovanou slozitost dané operace ¢i algoritmu. Muze se totiz snadno stat, ze kdyz
jednotliva volani studované operace prolozime volanimi jiné nevhodné navrzené ope-
race, tak nepfiznivé zmeéni stav datové struktury ¢i algoritmu a studovana operace
dobrou amortizovanou slozitost mit prestane.

Pokud u asymptotické slozitosti neuvedeme, jakého je druhu, chapeme ji ja-
ko sloZitost v nejhorsim piipadé, ktera se oznacuje worst-case(® . Amortizovanou

() Jazykovym puristim se omlouvame, ale pojem sloZitost v nejhorsim pripadé je
natolik dlouhy a neohrabany, Ze jsme se radéji rozhodli davat pfednost anglickému
terminu.
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slozitost budeme vzdy disledné u odhadt explicitné zdlraziiovat. V literature se
pro amortizovany odhad ob¢as pouziva i notace O*(f(n)), ptipadné zkratkami jako
soperace je O(f(n)) w.c. a O(g(n)) amort.“.

V nasledujicich oddilech ukidzeme nékolik bézné pouzivanych metod pro amor-
tizovanou analyzu slozitosti, které aplikujeme na nékolik problémi. Konkrétné pred-
vedeme:

e Agregaéni metodu, kterd spociva jednoduSe v spocteni celkového
poctu operaci. Vyhodou této metody je jeji jednoduchost, nevy-
hodou naopak nepouzitelnost v pfipadé komplikovanych datovych
struktur a algoritmt. Jiz jsme ji potkali u zasobnikové tlohy v od-
dilu 1.1. Dale k vidéni v sekci 1.3.

® Penizkovou metodu. Predstavme si, Ze operace si schovava v riz-
nych mistech datové struktury cas ve formé penizkt, kterymi se te-

Yevs

1.4.

® Potencialovou metodu. Nejobecnéjsi postup, ktery je podobny pe-
nizkové metodé s tim rozdilem, ze zavadi celkovy ,ucet“, kam se
stifada cas do zasoby a v pripadé potieby opét vybira. K vidéni
v sekci 1.5.

1.3. ,,Nafukovaci“ pole a agregacni metoda

Kazdy programator nejspis uz ve své praxi potkal problém, kdy potieboval
nacitat do paméti prvky, jejichz pocet pfedem neznal. K tomuto tcelu existuje ar-
zenal jednoduchych datovych struktur, z nichz jmenujme napiiklad rizné varianty
spojového seznamu. V tomto oddilu ukézeme strategii realokace pole, ktera pii po-
stupném ptidavani n novych prvki do pole zajisti celkovou ¢asovou slozitost O(n)
(a tedy amortizovanou slozitost O(1) na pfidéni), i kdyZ pocet prvki n neni pfedem
zZnamy.

Zadani problému zni takto: Na vstup chodi data, kterad je potfeba ukladat do
pole, i-ty prvek na index i — 1. Navrhnéte operaci Insert, kterd vklada prvky do
pole, kdyz pfedem nezname jejich pocet n a nelze tedy predem alokovat vhodné
velké pole.

Je zjevné, ze pfi neznamém poctu vkladanych prvkd n budeme muset néjak
v pribéhu pole prealokovavat. Zvolime nasledujici strategii: Ozna¢me kapacitu pole
P v prvcich jako m a pocet aktudlné uloZenych prvku v P jako i. Pokud dojde
volné misto (i > m), prealokujeme P na velikost 2m prvkd, do prvni poloviny
nakopirujeme staré pole, které nasledné zrusime, a pridavat nové prvky x zacneme
od indexu m. Pocatecni kapacitu pole zvolime m = 1. V realné aplikaci bychom
samoziejmé zvolili pocatecni velikost vétsi, ale ndm to usnadni analyzu slozitosti,
ktera vsak i tak vyjde pfizniveé.

Algoritmus INSERT(P, z)

1. Pokud je i < m, poloz P[i]| < x a i + i+ 1 a skonéi.
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Pokud ¢ = m:
Alokuje pole P’ o velikosti 2m.
Piekopiruj P do prvni poloviny pole P’.
Dealokuj P a poloz P <+ P’.
Poloz P[i] + x ai+ i+ 1.

S otk W N

Casova slozitost operace Insert ve worst-case je nyni zjevné ©(n), protoze na
alokaci, dealokaci a kopirovani pole je tfeba O(n) elementérnich operaci.

Spocteme nyni, jaka bude celkova casova slozitost pfi m-nasobném vyvolani
Insertu.

Véta: Uvazujme na pocatku prazdné nafukovaci pole. Potom celkova ¢asova slozitost
posloupnosti n operaci Insert je O(n), neboli amortizovand slozitost operace Insert
je O(1).

Dikaz: PovSimnéme si, ze nejhorsi ptipad pro analyzu casové slozitosti vzhledem k
n nastane v okamziku, kdy n = 2¥ + 1 pro néjaké k, neboli Ze posledni zavolani
Insert pravé provedlo realokaci pole. Analyzu provedeme ,,pozpatku®, od posledniho
Insertu k prvnimu.

Posledni Insert vyzadoval nejvyse 2n +n + n < ¢ - n elementarnich operaci na
alokaci, kopirovani, dealokaci a O(1) na vloZeni prvku. Pak se n/2-krat pouze za
0O(1) vklddal novy prvek do pole. Potom (n/2 + 1)-ni Insert od konce opét provadel
operace spjaté s realokaci, tentokrat vyzadujici nejvyse n + n/2 4+ n/2 < ¢-n/2
elementarnich operaci a opét O(1) na vloZeni prvku, a tak dale. VSechny casy za
vkladédni se tedy nascitaji na O(n), pomalé realokace se vSak provadéji pouze tehdy,
je-li pocet aktualné uloZenych prvki roven mocniné dvojky.

Dostavame tedy pro celkovy ¢as n volani funkce Insert odhad

cn—!—c%—kc%—l—...—&—l—k(’)(n)§20n+(9(n):(9(n).

To vSak znamend, Ze amortizovand ¢asové slozitost funkce Insert je O(1), prestoze
nékterd volani Insert jsou linedrné pomala. O

Ctenafe odkaZeme na cviceni 1.3.1 aby si rozmyslel, ze konstanta 2 neni jedina
vhodna, se kterou pfiznivé vyjde c¢asova slozitost. Zminme jesté, ze kdybychom ,na-
fukovali“ pole nikoli k-krat, ale zvétSovali pole o pevnou konstantu, ¢asova slozitost
uz priznivé nevyjde, coz si ¢tenaf muze rozmyslet ve cviceni 1.3.2.

Cviceni:
1. Ukazte, ze pokud prealokovavame pole nikoli na 2-nasobek, ale obecné na k-

nasobek kde £ > 1 je fixni konstanta, bude amortizovana slozitost operace
Insert O(1).

2. Ukazte, ze pro kazdou pevnou konstantu k > 1 vyjde amortizovana slozitost
Insertu, ktery pole velikosti n pfrealokovava na pole velikosti n + k, horsi nez

O(1).
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1.4. Binarni sc¢itacka a penizkova metoda

Binarni scitacka je obvod, ktery uchovava bitovou reprezentaci ¢isla ulozenou
v bunkach nastavitelnych na 0 nebo 1. Pro jednoduchost predpokladejme, Zze pocet
bunék s¢itacky neni omezen. Po zapnuti mé sc¢itacka vSechny bity nastaveny na 0.
Sé¢itacka podporuje dvé operace: Inc(z) a Add(z,y). Inc zvysi reprezentované ¢islo
ve sCitacce = o 1, Add pfi¢te k ¢islu ve séitacce x ¢islo ze séitacky y.

Obé operace funguji tak, jak nas ucili v prvni t¥idé: zapiseme obé ¢isla v dvoj-
kové soustavé pod sebe (v pfipadé Inc je druhé ¢islo 1) a po jednotlivych Fadech
pocinaje nejméné vyznamnym bity sc¢itame. Pfi souctu dvou bitt 1 a 1 vznikne
prenos, ktery je tieba pric¢ist k dvojici bitt vyssiho fadu.

Uvazme nejprve scitacku, kterd podporuje pouze operaci Inc. Zanalyzujeme
slozitost operace Inc, kterou budeme métit poctem zmén biti. Worst-case slozitost
Inc je zjevné linedrni s poc¢tem bitti reprezentujicich ¢islo — napiiklad ¢isla tvaru
2% — 1 maji vSechny bity nastavené na 1. Viimnéme si vSak, Ze kazdé druhé volani
Inc zméni pouze nejnizsi bit a pak se mtize ukondit:

0

10
11
100
101
110
111
1000

Podobné ke zméné bitu na druhém nejnizsim radu dojde jen v kazdém druhém inkre-
mentu, ke zméné bitu na tfetim nejnizsim fadu doje v kazdém ¢tvrtém inkrementu,
a tak dale. To nas vede k myslence, ze Inc ma ve skute¢nosti amortizovanou slozitost
nizsi, konkrétné O(1).

Véta: (o amortizované sloZitosti Inc) Uvazujme na poc¢atku nulovou binadrni séitac-
ku. Potom celkova slozitost méfena poctem bitovych zmén n volani operace Inc je
O(n), neboli amortizovana slozitost Inc je O(1).

Diikaz: Dikaz provedeme néasledovné. Predstavme si, ze Inc bude trvat 2 casové
jednotky reprezentované dvéma mincemi *. Jedna mince x zaplati zménu jednoho
bitu. Pro Gcely amortizované analyzy si pfedstavime, Ze Inc bude stiddat mince do
zasoby, konkrétné, bude udrzovat polozenou jednu minci na kazdém jednickovém
bitu. Tedy tfeba takto:

* ok xk ok * % % *

11011100001111
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Inc funguje tak, Ze kraci zprava doleva, prehazuje jednickové bity na 0 tak dlouho,
dokud nenarazi na prvni 0, kterou zméni na 1. Protoze na kazdé 1 lezi , je pomoci
ni mozno zaplatit zménu tohoto bitu na 0. V okamziku, kdy dorazime k prvni 0,
mame stale k dispozici dvé * — prvni * zaplatime zménu bitu z 0 na 1 a druhou *
polozime do zasoby na pravé vzniklou jednicku. Nas priklad se tedy zméni takto:

* Kk kok ok *
11011100010000

Inc tudiz zachovava invariant s pritomnosti x na kazdém jednickovém bitu.
To znamend, ze celkovy cCas potiebny na posloupnost n Inc-ii za sebou lze zapla-
tit pro kazdy Inc dvéma mincemi/¢asovymi jednotkami. Z toho nutné vyplyva, Ze
amortizovand slozitost operace Inc je O(1). O

Zdtraznéme jesté, ze v redlném algoritmu se samoziejmé zadné mince nikam
nepokladaji. Mince, jejich poklddani a sbirani je pouze nasSe virtudlni abstrakce,

v

ktera slouzi k pohodlnéjsi amortizované analyze.

Nyni rozmyslime, co se stane, pokud pfiddme operaci Add(x, y). Jeji worst-case
slozitost je zjevné ©(max(b(z),b(y))), kde b(z) udava pocet biti v reprezentaci ¢isla
ve séitacce z.

Véta: Uvazujme na pocatku nulovou binarni sc¢itacku x podporujici operace Inc a
Add, na kterou provedeme posloupnost operaci Inc a Add, z nichz n operaci je
Inc(z) a m operaci Add(zx,y;), kde y; je opét bindrni séitacka. Potom celkova slo-
Zitost méfend poc¢tem bitovych zmén spotfebovand operacemi Inc je O(n) a opera-
cemi Aadd O(mmin(b(x),b(y))), neboli amortizovana slozitost Inc je O(1) a Add
O(min(b(x),b(y)))-

Dikaz: PTi amortizované analyze budeme opét drzet invariant, ze na kazdém jednic-
kovém bitu v obou séitackach bude poloZena mince x. Cenu operace Add nastavime
na 2m + 2 ¢asové jednotky/mince, kde m = min(b(z), b(y)). Nejprve pod sebou séi-
tame bity obou ¢isel po¢inaje nejméné vyznamnym bitem az do okamziku, kdy bity
jednoho z ¢isel na m-té pozici dojdou a zbyva pouze mozny prenosovy bit. Tehdy se
v8ak zbyva vyresit jiz prozkoumany problém pricitani jednicky, ktery je zaplatitelny
dvéma mincemi. Na zaplaceni zmén bitd az do m-té pozice jisté postac¢i m minci,
dalsich m minci rozmistime na jednickové bity, které mohly na nejnizsich m fadech
vzniknout. Podle véty o amortizované slozitosti Inc je tedy amortizovanad Casova
sloZitost zbyvajiciho inkrementu o pfenosovy bit O(1), z ¢ehoz plyne amortizovand
slozitost funkce Add O(min(b(z),b(y))).

Protoze obé operace zachovavaji invariant, Ze na jednickovych bitech po jejich
dobéhnuti zbude polozena mince %, z Véty o slozitosti Inc vyplyva i korektnost pravé
uvedenych amortizovanych analyz pro Inc a Add dohromady. (|

Ctenafi nechame ve cvideni 1.4.3 dokézat, Ze amortizované dobie se bude chovat
i k-arni scéitacka, tedy sc¢itacka reprezentujici ¢isla v k-arni soustave.

Cvicenti:

1.  Analyzujte amortizovanou slozitost binarni s¢itacky agregac¢ni metodou.
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2.  Rozmyslete, ze kdyby méla binarni s¢itacka podporovat zaroven funkce Inc a
Dec (tedy dekrement o 1), operace rozhodné nebudou mit amortizovanou slozi-
tost O(1).

3. Dokazte, ze k-arni sc¢itacka, kde k > 3 je né€jakd pevna konstanta, ma amorti-
zovanou ¢asovou slozitost inkrementu O(1).

4. Analyzujte penizkovou metodou amortizovanou slozitost operace Insert v nafu-
kovacim poli.

1.5. Potencialova metoda

Opustme koncept pokladani minci na rizné mista z pfedchoziho oddilu. Pred-
stavme si, ze tentokrat mame k dispozici bankovni ucet, kam lze ukladat cas do
zasoby a v pripadé potfeby z néj opét ¢as vybirat. Zasobni Cas je tedy pocitany hro-
madné. Na 1c¢tu je povoleno dostat se i do zdpornych ¢isel, na zavér béhu algoritmu
vSak musi byt na 1c¢té nezadporny obsah.

Misto nazvu ,,acet“ budeme nadale pouzivat pojem potencidl znaceny ®. Kli-
¢ovym problémem je urcit, kdy a jak presné potencial nabijet a vybijet. Typicky se
jedna o komplikovana pravidla, ktera néjak reaguji na zmény obsahu datové struk-
tury nebo interniho stavu algoritmu. Zménu potencidlu pii jedné operaci S budeme
znacit A®. Pokud je A® > 0, znamen4 to, %e operace potencial zvétsila (,nabijela
ucet“), pokud AP < 0, operace si potiebovala ¢as pujéit z potencidlu.

Dejme tomu, Ze chceme o jisté operaci S dokazat, ze funguje v amortizovaném
¢ase a. Oznac¢me t redlny cas spotfebovany operaci S. Potom chceme ukazat, ze

a=t+ Ad.

Jinymi slovy, chceme ukazat, ze deficit t — a pfi t > a je zaplaceny zapornym poten-
cidlem A® a naopak prebytek a —t pfi t < a je vyuzit k nabiti potencialu hodnotou
AD.
Provedme nyni posloupnost operaci S, ..., S,. Pro operaci S; oznacime

® ¢, redlny Cas provadéni,

® a; zamysleny amortizovany cas,

e Ad; zménu potencidlu v operaci S,

® &, hodnotu potencialu po provedeni S; a

® ®; pocatecni hodnotu potencialu.

Celkovy ¢as provadéni operaci Sy, ..., S, je
n n n n n
Dai=> (ti+AD) = ti+> A= t;+P, — .
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Pokud ukazeme, ze vzdy je ®,, > P, znamena to, ze
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a tedy jsme pravé pomoci amortizovanych ¢asti a spravného systému zmeén potencialu
shora odhadli redlny Cas a dokazali tak, Ze operace St, . .., S, maji amortizované casy
aly...,0n.

Shriime tedy, co je tfeba udélat pro tspésnou amortizovanou analyzu posloup-
nosti operaci S1, ..., ,:

1 Vhodné definovat potencidlovou funkci ® v zavislosti na konfiguraci
struktury ¢i algoritmu. To mtze byt pomérné naroc¢ny tkol.

2 Pocatecni potencial ®( byva typicky 0, ¢asto se pouziva nezaporny
potencial, ale samoziejmé to neni nutné.

3 Ukézat, ze ®g < ®,, (aneb neztistali jsme ,dluzit as“).

4 Dokézat, 7e a; = t; + A®; pro i = 1,...,n, coz typicky obn&si
detailné rozebrat chovani i-té operace a zdtivodnit, jak se provadéné
kroky zaplati z potencialu.

Piiklady na amortizaci potencialovou metodou

Protoze je nam jasné, ze predchozi teoreticky tvod je tfeba doprovodit kon-
krétnimi priklady, provedeme amortizovanou analyzu binarni s¢itacky s inkrementem
z oddilu 1.4, kde provedeme n inkrementa.

Jako potencial ® zvolime pocet jednickovych bitt v aktualné reprezentovaném
Cisle, je tedy ®g = 0 a jisté ®,, > ®y3. Budeme dale chtit ukazat, ze a; = 2 pro
kazdé i = 1,...,n. Zjevné AdP; < 1, protoze pridavame nejvyse 1 jednickovy bit.
Cas t; = 1 + b; kde b; je pocet zmén jednickovych biti na nulové, dostdvame tedy
a; = 14+b;+Ad;. Zjevné viak je AD; = 1—b;, protoze do potencidlu musime zaplatit
1 za nové nahozeny bit a naopak z potencialu zaplatit shozené bity. Dostavame tedy
a; = 2, coz jsme chtéli dokazat.

Ctenaf necht si poviimne, Ze potencidlova analyza binarni s¢itacky vlastné
presné zrcadli analyzu penizkovou metodou, s tim rozdilem, ze vsechny penizky jsou
sesypany na jednu hromadu.

Jako druhy jednoduchy priklad aplikujeme potencidlovou analyzu na nafuko-
vaci pole, nad kterym provede posloupnost n Insertti. Zde bude volba potencialu ®
nésledujici: zvolime ®; = 8(i — ¢;), kde ¢; znaéi nejblizsi nizsi mocninu dvojky k i.
Zjevné ®, > ®, = 0. Budeme chtit ukazat, ze a; = 9. Pokud je i # 2* + 1, plati
ti=1a Ad; =8, dostavame tedy a; = 9. Pro i = 2k 11 je t; = 41 + 1: za 2¢ kroktl
alokujeme nové pole velikosti 2i, za ¢ krokt pfekopirujeme staré pole, za ¢ kroki
dealokujeme staré pole a konecné za 1 krok pfidame novy prvek. Zména potencidlu
je A®; = —4i + 8. Dostavame a; =4i+1 —4i+8 =9.

Cviceni:
1. Analyzujte potencidlovou metodou amortizovanou slozitost nafukovaciho pole,
které misto 2-nasobku pouziva realokaci na k-nasobek pro k& > 1.

2. Analyzujte amortizovanou slozitost k-arni séitacky potencidlovou metodou.
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Analyza pravidla Move-to-front

Nase povidani o amortizované analyze potencidlovou metodou zakon¢ime netri-
vidlni aplikaci — analyzou ,move-to-front* (MTF) heuristiky pro pfistupovani k da-
tim uloZzenym ve spojovém seznamu.

Pfedstavme si, Ze mdme vyrovnavaci pamét (cache) a prvky v ni uloZené v jed-
nosmérném spojovém seznamu. Kdyz né€jaky prvek v seznamu vyhledame, je typicky
docela slusnd nadéje, ze se k nému bude v budoucnu opét pristupovat. Heuristika
MTTF spociva v tom, ze kdyz v seznamu vyhledame prvek z, pfesuneme ho postupny-
mi vyménami sousednich prvki v seznamu na prvni pozici. Pokud k néjakym prvkim
pristupujeme casto, znamena to, ze brzy budou vsechny blizko zac¢atku seznamu a
Casy na jejich vyhledani budou nizké.

’a'QbP:c
’aHbJ—»c
=g

vy 7

~]

4

] [

c a b d

Obr. 1.1: Pravidlo MTF pfi ptistupu k prvku c.

Pravidlo MTF patfi mezi tzv. online algoritmy, které dopiedu neznaji, jaka
vstupni data budou nasledovat. Pomoci amortizované analyzy lze ukazat, ze pravidlo
MTF vzdy dosahne toho, ze pocet krokt pro sekvenci n vyhledani prvki je vzdy
nejhtre 4-krat horsi nez optiméalni feSeni — tedy i nez optimalni algoritmus, ktery
znéa doptedu posloupnost dotaz.

Véta: Pro kazdy algoritmus A, ktery na zdkladé pristupt k prvkim spojového se-
znamu L pfeuspofadava poradi prvka v L, plati, ze pravidlo MTF potiebuje nejvyse
4-néasobek poctu kroku, nez kolik provede A.

Drikaz: Zvolme libovolny algoritmus A, ktery fesi preusporadavani seznamu, a uvaz-
me posloupnost n operaci pristupu k prvkdm pq, ..., p,. Pfedstavme si, Ze soubézné
poustime pravidlo MTF a udrzujeme jim seznam Lj; a soubézné algoritmus A, kte-
rym udrzujeme seznam L4 — obé pravidla zacala s prvotnim seznamem L. Pokud
je prvek x v seznamu L pfed prvkem y, znac¢ime tento fakt x < y. Definujeme
potencial po i-té operaci jako

S, =2 |{(z,y); (x <L, ¥y &y <, ) nebo (y <r,, c &z <1, y)},

9 2015-01-26



neboli dvakrat pocet pari prvki, jejichz poradi v Ljs se lisi od L 4. Naptiklad,
pokud je Ly = (a,b,¢,d,e) a Ly = (a,c¢,b,d, e), vyjde potencidl 2. Potencial ®y = 0,
protoze oba algoritmy zacinaji s identickym seznamem. Zjevné také ®; > 0 a tedy
D, > .

Provedeme nyni analyzu pfistupu k jednomu prvku p;. Necht p; je na pozici
k; v Ly a na pozici ¢; v Ly. V MTF je cena vyhledani prvku k; — 1 a cena jeho
presunu na zacatek k; — 1, celkem tedy 2(k; — 1). V algoritmu A je cena pfistupu ;.
Presun p; na zacatek Lj; zméni poradi vSech usporadanych dvojic obsahujicich p; a
prvki na pozicich 1 az k—1, celkem tedy k£ —1 pari. Relativni pozice ostatnich part
se nezméni. V L4 je pfed p; umisténo ¢; prvkid, z nichz vSechny budou v seznamu
Lj; po presunu p; na zacatek polozeny napravo od p;. Z toho vyplyva, ze nejvyse
min(k; — 1,¢; — 1) inverznich dvojic je pfiddno pfesunem p; na zacétek. VSechny
ostatni zmény poradi (alespoii k; — 1 — min(k; — 1,¢; — 1)) zpusobi sniZeni poétu
inverznich dvojic.

Zména potencialu je tedy

A(I)Z S?(mm(k:l - 1,61 - 1) - (kﬁl —1- 1’11111(]{3z - 1;£1 - 1)))
=4 mln(k’l — 1,& — 1) — 2(](52 — 1)

Amortizovanou cenu pristupu k p; 1ze odhadnout
a; = tl +Aq)z < k1+3+4m1n(k1 — 1,[7; — 1) —2(/{1 — 1) < 4m1n(kz — 1722 — 1) < 4€,L

Amortizovana cena jednoho ptistupu tpravy seznamu pravidla MTF je tedy shora
omezena Ctyfnasobkem ceny pravidla A.

Zatim jsme vSak neuvazovali, Ze by pravidlo A také mohlo provadét preuspo-
fadani seznamu L 4. Necht A prohodi pozice dvou sousednich prvka v L4. Toto
prohozeni nezméni redlny ¢as t; v pravidle MTF, nicméné zmeéni (zvysi nebo snizi)
novy potencial o 2 a zvysi cenu pristupu v pravidle A o 1. Odhad na amortizovanou
cenu MTF a; stale plati, protoze amortizovana cena je sice zvySena o 2, ale horni
odhad se zvysi o 4. Tato skutec¢nost plati pro libovolny pocet prohazovacich operaci,
které A vykona. O

Protoze pravé dokdzand véta plati pro libovolny algoritmus A, tedy i pro opti-
malni algoritmus, dostavame nasledujici dusledek.
Dusledek: Pravidlo MTF vygeneruje nejvyse 4-krat horsi ¢as pfistupi k vyhledava-
nym prvkim nez optiméalni algoritmus.

10 2015-01-26



