Serial III. — Komplexni teorie cisel

V poslednim soutéznim dile seridlu se budeme zabyvat tim, jak lze komplexni ¢isla vyuzit v teorii
¢isel. Na zacatku si uvedeme maly trik s rozkladanim polynomu v komplexnich éislech. V celém
zbytku budeme budovat jakousi obdobu délitelnosti, kterou zname z celych ¢isel, v ¢islech kom-
plexnich. Specidlné nas budou zajimat obory Gaussovych celych ¢isel a Eisensteinovych celych
¢isel, néco o nich se doctes dale.

Tento dil je relativné narocny, co se tyce znalosti z teorie Cisel, nékteré potfebné véci si
vylozime, nékteré alespon pfipomeneme. Kdybys i pfesto mél s nécim problém, muzes zkusit
zapatrat v néasledujicich doporuc¢enych zdrojich. Prvnim z nich je predlonsky serial o teorii ¢isel,
ktery najdes na PraSeéich strankach,! druhym je kniha Metody feseni matematickych tloh I.
Znalosti, které z teorie ¢isel predpokladame, jsou vsak docela elementarni a jisté s nimi potize
mit nebudes.

Uziti rozkladu v teorii ¢isel
V této kapitolce si ukazeme, jak lze vyuzit umeéni rozkladani polynomt pomoci koplexnich ¢isel
v né€kterych ulohach z teorie ¢isel. Neni to svétoborna metoda a da se obejit, pokud potfebny
rozklad zname. Vyhodou vsak je, ze s jeji pomoci umime rozklad najit, i kdyz ho nezname, a
tedy je tato metoda univerzalnéjsi.

Piiklad. Najdéte viechna prvoéisla tvaru n* 4+ 4%, kde n je ptirozené &islo.

Reseni. Dosadime-li n = 1, dostaneme 14 + 4 = 5, takZe jedno feseni je 5. Kdyz budeme jesté
chvili zkouset, zjistime, Ze uz mnoho novych feseni nedostaneme, a tedy bychom chtéli dokazat,
e je-li n > 1, pak n* 4 4™ je slozené.
Nejprve nahlédneme, ze pro sudé n je ¢islo n* + 4™ sudé (a rtzné od 2), bud tedy n = 2k +1,
k celé. Chceme dokéazat, ze
p=ntitda. 42k —ptpg. otk

je &islo slozené. Nejlepsi by bylo nalézt ptimo rozklad z* 4 4y*. Rozlozme si tedy polynom z* +4
v realnych ¢islech metodou z prvniho dilu seridlu:

ttda=(-1+)(z-1-D(zc+1+i)(x+1—1i) = (2% — 2z + 2)(x? + 2z +2).

Tedy plati
4 2 2
T T T x x
o= ()} )2 (1 6) ) () )
Y Y Y Y y
= (z2 — 2zy + 2y2) (ac2 + 2zy + 2y2) .
'V nasem specidlnim pripadé dostaneme rozklad
p= (nz _oktlpy o 22k+1) (nQ 4okt 4 22k+1) )

pricemz druhé zavorka je urcité ostie vétsi nez 1, tedy p miize byt prvocislo jediné tehdy, kdyz
prvni zavorka je +1. Plati ale nerovnost

n? 422kt > p2 492k L1 >9.9Fp 41, (%)

Lhttp://mks.mff.cuni.cz/archive/28/9.pdf



(jeji druhé &ast je dtsledkem AG-nerovnosti a? + b2 > 2ab), tedy
n? — oktly 4 o2ktl > q

Rovnost nastane, pravé kdyz nastane rovnost v obou nerovnostech z (), tj. 2k =1 an =2k
coz odpovida k=0, n =2k +1=1ap=n*+4" = 5. Jediné prvoéislo tohoto tvaru je tedy 5.

Piiklad. Dokaite, Ze soudin dvou ¢&isel tvaru z2 4+ zy + y2, kde z, y jsou cela ¢isla, je také tvaru
z? + Ty + y2.

Reseni. Oznacme si w = e(27/3)7 kofen polynomu z2 + z + 1. Plati
@ +ay+y° = (z —wy)(z —wy).

Jsou-li tedy a = x% +z,91 +y% ab= $§ +z2y2 +y§, pak pouzitim vztahu w? = —1—w odvodime,
ze

ab = ((z1 — wy1) (22 — wy2)) ((z1 — Dy1) (22 — Wy2))
= (z122 — y1y2 + (T1y2 + 2291 — Y1y2)w) - (122 — y1y2 + (T1y2 + T2y1 — Y1Y2)@).

Pritom druhy souéin jsme ani nemuseli poéitat, nebot je komplexné sdruzeny s prvnim. Z po-
sledniho fadku uz je vidét, ze vhodna = a y takova, ze ab = 2 4 xy + y2, jsou pravé koeficienty
u 1 a u w z prvniho soucinu, tedy jsou to cisla

T =T1T2 — Y1Yy2,

Y =z1y2 + 22Y1 — Y1y2.

Cviéeni 1. Najdéte vSechna prvoéisla tvaru a* + a2 + 1.

Uloha 2. Je-li n pfirozené a 4™ 4 2™ + 1 je prvoéislo, pak je n mocninou 3. Dokazte.

2011 2010
22 22

Uloha 3. Dokaite, ze +

Teorie Cisel neni jenom délitelnost celych cisel, ale i délitelnost a rozlozitelnost mnohoclent
s celoéiselnymi koeficienty. Podivejme se tedy na par souvisejicich aloh.

Pfipomenime si, ze pokud polynom f(z) déli polynom g(z), znamen4 to, Ze existuje polynom
h(z) takovy, ze f(x) = g(xz)h(z). Netekneme-li jinak, pfedpokladdme, Zze vSechny koeficienty
polynomi jsou realna cisla.

Ob¢as nas budou zajimat i polynomy s celo¢iselnymi koeficienty. Pak budeme pfi délitelnosti
chtit, aby i polynom h(z) mél celo¢iselné koeficienty.

+ 1 ma alespon 2011 prvociselnych délitela.

Priklad. Budte m, n pfirozena. Dokazte, ze ™ — 1 déli polynom ™ — 1, pravé kdyz n | m.

Reseni. Nejprve si vzpomeneme na nékolik vlastnosti mnohoé¢lenti. Ani jeden ze zadanych mno-
hoélenti nemé vicendsobny kofen, nebot kofeny jsou n-té (resp. m-té) odmocniny z jedné, které
v Gaussové roviné tvofi vrcholy pravidelného n-tthelniku (resp. m-uhelniku) s jednim vrcholem
v bodé 1, vepsaného do jednotkové kruznice. Proto plati, ze ™ — 1 | 2™ — 1, pokud vSechny
kofeny x" — 1 jsou zaroven koreny z — 1.2

2Plati totiz 2" — 1 = (x — k1)(x — k2) - - - (x — kn), kde k; jsou pravé kofeny 2" — 1. Pfitom
korenovi Cinitelé jsou navzajem nesoudélni.



Nejdiive dokazeme opacnou implikaci. Oznaéme &, = e27/7)i p_tou odmocninu z jedné,
ktera je na jednotkovém kruhu nésledujici po 1 v kladném smyslu. Zfejmé €} = 1, tedy e, je
korenem polynomu z™ — 1. Pfitom ale €]} = e(2mm/n)i 4 to muize byt rovno 1, jen pokud je
exponent nisobkem 27i, tj. m/n € Z an | m.

Naopak necht m = kn a bud a kofen mnohodclenu z™ — 1. Pak

am—1=af"—1=(a")F-1=1"-1=0,

a tedy a je korenem polynomu x™ — 1.

Budes-li s kofeny obou polynomt (které jsou odmocninami z jedné) nakladat trochu opatrnéji,
urc¢ité snadno vyrtesis nasledujici cviceni. Zkus si jej poté vyresit i bez komplexnich ¢isel. Poradime
ti, ze je vyhodné pouzit Eukliduv algoritmus.

Cviceni 4. Naleznéte nejvétsiho spoleéného délitele® mnohoclentt ™ — 1 a 2™ — 1 v zavislosti
na prirozenych ¢islech n a m.

Cviceni 5. S vyuzitim poznatki z posledniho uvedeného ptikladu ukazte, ze 2™ —1 déli 2™ —1,
pravé kdyz n | m.

Na zavér si uvedeme jednu dlohu k zamysleni. Pfi jejim feSeni zkus pouzit vlastnosti n-tych
odmocnin z jedné a zkus prijit na to, jak tato tloha souvisi s pfedchozimi dvéma tlohami.

Uloha 6. Cislo ¢ € C nazveme primitivni n-tou odmocninou z jedné, pokud ¢” = 1 a pro
z4dné prirozené d, d | n a d # n, neplati, ze ot =1.
Necht &isla @1, @2, ..., @i jsou véechny primitivni n-té odmocniny z jedné.* Dokazte, Ze
mnohoclen
en(x) = (@ —p1)(z —p2) - (z — @k)

ma racionalni koeficienty.

TT¥i klicové véty z délitelnosti

V tomto dile seridlu budeme definovat néco, co bychom intuitivné nazvali komplexni cela cisla.
Rozumné pristupy jsou dva, Gaussova a Eisensteinova ¢isla. Nez se do nich pustime, shrneme si
klicové vlastnosti délitelnosti na celych ¢islech. Pokud vis, jak se pracuje s délitelnosti polynom,
vSimni si, ze nasledujici tfi tvrzeni plati nejen pro cela ¢isla, ale rovnéz pro polynomy.

Rekneme, Ze ¢&islo® a déli ¢islo b, pokud existuje Gislo ¢ takové, ze ac = b. Piseme a | b. Cislo
a nazyvame délitelem Cisla b a ¢islo b ndsobkem ¢isla a. Pokud a | b a zaroven b | a, budeme
iikat, ze ¢isla a a b jsou asociovand, a budeme psat a || b. Cisla asociovana s jedni¢kou nazveme
invertibilngd. Invertibilnimi ¢isly jsou pravé ta ¢isla a, pro néz je 1/a celé, tedy v celych &islech se
jedna o +£1.6

Dulezitou vlastnosti celych ¢isel je déleni se zbytkem, formélné to popiSeme v nasledujici vété.

3 Nejvétsim spolecnym délitelem mnohoélentt f(z) a g(x) nazveme takovy mnohoélen d(z),
pro ktery plati d(z) | f(z) a d(z) | g(z), a zdroven pro kazdy jiny polynom c(z), ktery déli jak
f(x), tak g(x), plati ¢(z) | d(x). Jingmi slovy, d(z) je spoleény délitel a kazdy jiny spoleény délitel
ho déli — tim zaru¢ime, ze d(x) je mezi véemi spole¢nymi déliteli ten o ,nejvétsi“.

4Jestlipak vis, ¢emu je rovno k? K feSeni tlohy to oviem neni potieba.

5Nebo taky mnohoé¢len, chces-li.

6V polynomech nad realnymi &isly jsou to vSechny konstantni nenulové polynomy.



Véta. (déleni se zbytkem)  Jsou-li a,b libovolnd celd ¢isla, pak existuje jediné r > 0, |r| < |b],
a jediné q € Z takové, ze

a=qb+r.
Cislo q nazveme celoéiselnym podilem a : b a ¢&islo v zbytkem a po déleni b.

Déleni se zbytkem je velmi uZiteéné, nebot ndm zarucuje, Ze kazda dvé ¢isla maji nejvétsiho
spole¢ného délitele. Spolecngm délitelem Cisel a,b nazveme kazdé c, pro které plati, ze ¢ | a
a soucasné c¢ | b (Cesky Feceno, ¢ je spoleénym délitelem &isel a a b), nejuétsim spolecnym délitelem
pak nazveme takového spoleéného délitele, ktery je ,nejvétsi“ ve smyslu délitelnosti. Tedy d je
nejvétsi spolecny délitel a a b, pokud ho déli kazdy spolecny délitel a a b. Nejvétsiho spolecného
deélitele a a b budeme znadit (a,b). Pokud nastane pfipad (a,b) = 1, fekneme, ze ¢isla a a b jsou
nesoudélnd.

Vsimni si, Zze tato definice nejvétsiho spole¢ného délitele neni jednozna¢nd, nebot je-li d =
= (a,b), paki—d = (a,b). Z toho si ale nebudeme dé&lat hlavu, protoze plati d | —d, tedy tato ¢isla
maji z pohledu délitelnosti stejné vlastnosti. Obecné plati, Ze spole¢ny délitel je uréen jednoznacné
aZ na prenasobeni invertibilnim prvkem. Méli bychom tedy spravné psat (a, b) || d misto (a,b) = d,
ale to délat nebudeme. Rovnosti (a,b) = d budeme mit vzdy na mysli asociovanost (a,b) || d.

Jak vlastné vyuzijeme déleni se zbytkem k vypoctu nejvétsiho spole¢ného délitele? Bézné se
pouziva Euklidav algoritmus, jehoz vyhodou je, ze funguje i v obecnéjsich pripadech. Chces-li se
o jeho moznostech dozvédét podrobnéji, podivej se do prvniho dilu predlonského seridlu o teorii
Cisel.

Uvazme mnozinu

I:{ka-l—lb:k,lEZ}.

Predné si vSimni, Ze vSechna ¢ € I jsou nésobky libovolného spoleéného délitele ¢ (¢ | a a ¢ | b,
tedy i ¢ | ka, Ib a ¢ | ka+ b = ¢). Vsimni si také, Zze tato vlastnost charakterizuje spole¢ného
délitele a a b, nebot pokud c déli kazdy prvek I, pak specialné déli i a, i b.

Nyni si vezmeme nejmensi kladny prvek d mnoziny I a dokadzeme, Ze vSechna ¢isla v I jsou
nasobky d. Necht tedy pro spor na + mb € I neni nasobek d. Pak na + mb vydélime se zbytkem
Cislem d:

na + mb = qd + r.
Protoze d { n, dostavame, ze r # 0. Pfitom r = na+mb—qd a d = ka+ b, tedy r = (n — kq)a +
+ (m — gl)b, neboli r € I. To je ale spor s volbou d, protoze zfejmé r < d.

Ukézali jsme tedy, Ze d je spoleénym délitelem a a b a soucasné nasobkem libovolného jiného
spole¢ného délitele, nebot je to prvek I, tj. (a,b) = d.

Jednim péknym dusledkem tohoto postupu je dalsi dilezité tvrzeni. VSimni si vSak, ze celé
to zatim visi jen na déleni se zbytkem a mohli bychom sem dospét stejné tak Euklidovym algo-
ritmem.

Véta. (Bézoutova)  Jsou-li a,b celd ¢isla, pak existuji k,l € Z, ze plati
ka +1b = (a,b).

Cviéeni 7. Pomoci Bézoutovy véty dokazte, ze plati (a, bc) | (a,b) - (a,c).

Cviéeni 8. Jsou-li b a ¢ nesoudélna, ukazte, ze plati dokonce (a,bc) = (a,b) - (a,c).



Podivejme se déle, a to na prvocisla. Cislo p nazveme prvocislem, jestlize neni invertibilni?
a plati, ze kdykoliv p | ab, pak p | a nebo p | b.®8 Kdybychom se t& zeptali, co je to prvoéislo,
odpovédél bys mozna, ze je to Cislo, které nema zadné vlastni délitele, tedy kazdy délitel je
asociovany s 1 nebo s p. Tyto dvé definice jsou v celych ¢islech ekvivalentni, ale neni to iplné
zfejmé.

Cisla, ktera nemaji netrividlni rozklad na souéin, nazveme ireducibilni. Tedy r je ireducibilni,
jestlize neni invertibilni, a kdykoliv » = ab, je a nebo b invertibilni.

Dokazme nejdfive, ze kazdé prvodislo je ireducibilni. Kdyby p = ab, muselo by platit p | a
nebo p | b. Bez 4jmy na obecnosti mtizeme predpoklddat, Ze p | a, ale zaroveni a | p, nebot ab = p,
tedy p || a. Tedy ba = p = ja, kde j je invertibilni, tj. 7 = b a b je invertibilni.

tedy r je ireducibilni a 7 | ab. Plati
r= (T’, a‘b) | (T7 a) : (Tz b)»

pfi¢emz (r, z) mize nabyvat pouze hodnot 1 a r (az na pfenasobeni invertibilnim prvkem). P¥itom
nemuze nastat pfipad (r,a) = (r,b) = 1, nebot pak by r | 1. Tedy bud (r,a) = r, nebo (r,b) =r,
v prvnim pfipadé r | a, v druhém r | b. O

Véta. (o jednoznaéném rozkladu)  Je-li n celé ¢islo, tak existuje jednoznacny rozklad &isla n
na prvocisla (az na pofadi a pfendsobeni invertibilnimi prvky).

Dikaz. Pouze naznacime zakladni myslenku, exaktni diikkaz je zbytecné technicky naroc¢ny. Nej-
prve budeme chtit dokazat, ze se ¢islo n rozklad4. Budeme postupovat indukci podle |n|. Inver-
tibilni &isla 41 se rozkladaji trividlné jako prazdny soucin se znaménkem.? Bud tedy n celé a
predpokladejme, zZe tvrzeni plati pro vSechna c¢isla s mensi absolutni hodnotou.

Mohou nastat dvé moznosti. Bud n je ireducibilni, pak n je prvocislo a n = n je roklad na
prvocinitele, nebo je n rozlozitelné, tedy existuji a a b, ze n = ab, |a|] < n a |[b| < n, nebot
jde o netrivialni rozklad. Pro a a b pouzijeme induké¢ni predpoklad a dostaneme rozklad n na
prvodinitele.

K dukazu jednoznac¢nosti vyuzijeme poznatku, ze prvocisla jsou ireducibilni prvky. Staci doka-
zat, ze kdykoliv p1p2 - - - pr = q1q2 - - - ¢ pro prvodisla p; a ¢;, pak k = [ a pfi vhodném ocislovani
p1 || g1, p2 || g2 atd. Plati totiz, ze p1 | gig2 - - - qi, tedy p1 déli jedno z &isel ¢;, ozna¢me ho ¢i.
Pfitom q1 je nerozlozitelné, takze p1 || g1. Déle postupujeme analogicky. [

K ¢emu se ndm hodi jednoznac¢ny roklad na prvocinitele? Napriklad k vysloveni nasledujiciho
tvrzeni, které nam pomiize fesit nékteré diofantické rovnice.

Tvrzeni. (o mocninach) Je-li n pfirozené a a,b jsou celd nesoudélng éisla takova, ze ab = ¢"
pro néjaké celé c, potom jak a, tak b jsou n-té mocniny (az na prendsobeni invertibilnim prvkem).
Tedy existuji x a y takova, ze a = £a™ a b = £y".

Dikaz. Diukaz je docela jednoduchy a my ho zde pouze naznacCime, detaily si rozmysli sam.
Klicovym krokem je rozlozit a, b i ¢ na prvocinitele a porovnat rozklady cisel ab a c¢™. Pak uz

7 Jedni¢ku za prvoéislo nepovazujeme.

8V celych ¢islech navic pozadujeme, aby byla prvoéisla kladna. Dél4 se to proto, abychom se
zbavili nejednoznaénosti typu 4 = 22 = (72)2. V jinych oborech by tato podminka byla prili§
slozita, a proto ji radéji vypoustime.

9Vynésobime-li nula ¢&isel, dostaneme jedni¢ku — ze stejného davodu je 0! = 1.



si staci jen uvédomit, ze tvrzeni ,a a b jsou nesoud€lnd“ vlastné znamena, Ze se v prvociselném
rozkladu ¢isla a nevyskytuje zadné prvocislo, které je obsaZeno v prvodéiselném rozkladu b, a
naopak. V neposledni fadé to, ze ¢islo je n-tou mocninou, znamena, ze vSechna prvocisla v jeho
rozkladu se vyskytuji v mocning, ktera je nasobkem n. [

U tohoto tvrzeni si musime dat velky pozor, abychom nezapomnéli na znaménka u a a b.
Miuze totiz platit ab = 62 = 36, ale a = —4 a b = —9, coZ jsou nesoudélna ¢&isla, ale ani jedno
z nich neni ¢tverec.

Priklad. Naleznéte vSechny dvojice celych ¢isel x,y, pro néz plati
z=(y+z)(y — ).
Reseni. Upravme si rovnici do tvaru
(z + Dz =y

Cisla  + 1 a z jsou po sobé jdouci, a tudiz nesoudélna. Kazdy jejich spole¢ny délitel musi délit
i jejich rozdil, ktery je 1. Musi tedy existovat isla a a b takové, ze +a? =z a £b% = z + 1, obé
se stejnym znaménkem.

Nejprve se podivame na pfipad, kdy jsou z a = + 1 nezdporna. Plati

l=(@kx+1)—z=b —-a?=(b-a)b+a).

Vime tedy, ze b —a = b+ a = £1. MuZeme vyjadfit 2b = £2, tj. b = 1, a = 0 a x = 0.
Dosadime-li do ptuvodni rovnice, dostaneme y = 0.
Jsou-li x a x 4+ 1 nekladnd, pak podobné dostaneme

l=(z+1)—z=a®>—-b2=(a—b)(a+b).

Jestlize budeme stejnym zpusobem postupovat dale, dostaneme feseni z +1 =0, tj. z = —1 a
y=0.
Uloha mé4 tedy dvé feseni, jimiz jsou dvojice (z,y) = (0,0) a (—1,0).

Tento postup funguje, umime-li rovnici upravit do pékného tvaru. Co bychom ale délali napti-
klad s rovnici 22 4+ 1 = y3? Jediny rozumny tvar, do ného# jsme schopni ji upravit, je (z +14)(z —
—1i) = y3. Potom ale potiebujeme n&jakou teorii a vétu o rozkladu na prvoéinitele v komplexnich
¢islech. Na to se podivame v nékolika nasledujicih kapitolach. Nejdfive vS§ak musime vybudovat
néjakou teorii.

Néco malo o kvadratickych zbytcich

K tomu, abychom si odvodili nékteré poznatky z teorie Cisel v komplexnim oboru, se nam bude
hodit védét néco méalo o kvadratickych zbytcich. Podivame na cela ¢isla a na jejich zbytky po
déleni prvocislem p a polozime si otazku, které zbytky mohou byt druhou mocninou néjakého
(celého) ¢isla.

Piipometime si nejdiive definici kongruence. Rikame, ze ¢isla a a b jsou kongruentni modulo
n, jestlize n | a — b, piSeme a = b (mod n). Znamena to, ze Cisla a a b davaji stejny zbytek
modulo n. Casto budeme mluvit jen o zbytcich modulo n, pod tim si mizes predstavit néjakou



mnozinu reprezentantt zbytki, obvykle mnozinu {0,1,...,n — 1} nebo pro n = 2k + 1 mnozinu
{-k,—k+1,...,k}.

Pokud fekneme, Ze x je jednoznac¢né modulo n, myslime tim, ze existuje Cislo b takové, ze x je
vzdy kongruentni s b modulo n, tedy dvé rizné hodnoty x se lisi jen o nasobek ¢isla n. Naptiklad
kongruence x = 3 ma modulo 5 jednoznacné feseni, pfestoze ma nekonecné mnoho feseni tvaru
5k + 3, kde k je celé ¢islo.

Koneé¢né tedy pristupme k definici kvadratického zbytku pro ¢éislo n. Rekneme, ze a € Z je
kvadraticky zbytek, pokud existuje b takové, ze b? dava po déleni &islem n stejny zbytek jako
a, tj. n | b2 — a. V jazyce kongruenci, a je kvadraticky zbytek modulo n pravé tehdy, kdyz ma
kongruence 22 = a (mod n) Feseni.

Kvadratické zbytky se hodi pfi feseni nékterych diofantickych rovnic. Velmi uzite¢né je znat
kvadratické zbytky malych moduld. Naptiklad kvadratické zbytky modulo 3 jsou 0 a 1, modulo
4 rovnéz 0 a 1, modulo 8 jsou to 0, 1 a 4.

Na ostatni kvadratické zbytky snadno prijdes, kdyz si vypiSes vSechny zbytky modulo n a
spocitas jejich druhé mocniny. UkdZzeme si to pro modul 4: 01 = 0,12 = 1,22 =4 =0 a
32 =9 =1 (mod 4). Skuteéng, kvadratické zbytky modulo 4 jsou pravé 0 a 1. Toto pozorovani
vyuzijeme v nasledujici uloze.

Priklad. Najdéte vSechna cela éisla x, y a k, kterd fesi rovnici
z2 + y2 = 4k + 3.
Reseni. Podivadme se na rovnici modulo 4. Plati
22442 =3 (mod 4),

ale mozné kvadratické zbytky modulo 4 jsou jen 0 a 1. Tedy at sec¢teme jakoukoli dvojici ¢tverc,
nemtizeme nikdy dostat zbytek 3. Uloha proto nema v celjch &islech z4dné feSeni.

Priklad. Najdéte vSechna cela ¢isla z, y a k, ktera fesi rovnici
22+ oy +y? =3k+2.

Reseni. V tomto piikladu pouzijeme kvadratické zbytky modulo 3. Levou stranu vynasobime
Ctyfmi a pocitame modulo 3:

4a® +zy +y7) = 2z +y)* + 3y = 2z +y)*.

Protoze 4 = 1 (mod 3), zbytek pravé strany po déleni tfemi se pfi nasobeni ¢tyfmi nezméni.
Musi tedy platit kongruence
(2z4+4)?=2 (mod 3).

Cislo 2 vsak neni kvadraticky zbytek modulo 3, rovnice proto nem4 feseni.

Do konce této kapitoly se budeme zabyvat uz jen kvadratickymi zbytky modulo licha prvocisla,
které pro nas budou uzitecné. Specidlné se pak zaméfime na zbytky —1 a —3.

Nasledujici lemma, které budeme dale pouzivat, je spiSe technické. Jeho diukaz neni pFili§
zajimavy, uvadime ho jen pro uplnost.



Lemma. Je-lip prvocislo a f(x) polynom stupné n s celoé¢iselnymi koeficienty takovy, Ze p nedéli
alespon jeden z koeficientd f(x), pak existuje nejvyse n reseni kongruence f(x) = 0 modulo p.

Tedy existuje nejvyse n ¢isel 0 < a1 < az < --- < ap < p, ze f(a;) =0 (mod p) pro vSechna
t=1,2,..., k. Navic kazdé b takové, ze f(b) = 0 (mod p), je kongruentni s jednim z ¢isel a1,
az, ..., Q.

Diikaz. 'V tomto ditkazu bude modul u vsech kongruenci p. Tvrzeni dokazeme indukci. Za¢néme
polynomem stupné 0, tedy konstantnim polynomem f(z) = k. P¥itom p { k, tedy kongruence
k = f(z) = 0 neplati a nema zadné feseni x.

Necht je tvrzeni splnéno pro vSechny polynomy stupné nejvyse n — 1. Bud f(z) polynom
stupné n, ktery ma alespon jeden kofen modulo n (nemé-li zddny kofen, tvrzeni ziejmé plati),
ozna¢me ho ag (tj. f(ap) = 0). Z déleni polynomu se zbytkem vime, Ze existuje polynom g(z)
s celodiselnymi koeficienty a existuje celé ¢islo r, ze

f(z) = (z — ao)g(x) + 7.

Zbytek r je navic roven f(ag), nebot po dosazeni ap musi nastat rovnost. Déle vime, ze p | f(ao) =
= r. Pro kazdé a tedy plati

f(a) = f(a) —r = (a —ao)g(a) (mod p).

Budte a1, a2, ..., ap kofeny g(z) modulo p z indukéniho predpokladu. Pfiddme-li k nim ag,
dostaneme koteny ag, a1, ..., ax polynomu f(x) modulo p. Cislo ap mtzeme vypustit, pokud
se uz nachéazi mezi ostatnimi ¢isly. VSech ¢isel je dohromady nejvyse k + 1, coz urcité neni vice
nez n, protoze k < n — 1 podle indukéniho pfedpokladu.
Nyni ukdzeme, ze kongruence f(z) = 0 nema zadné dalsi Feseni. Je-li b takové, ze f(b) =0,
pak
Pl f(b) = F(b) =7 = (b—a0)g(b),

a protoze p je prvocislo, vime, ze bud p | b — ag, nebo p | g(b). Necht jsou a1, as, ..., aj Cisla
z indukéniho predpokladu pro g(z). Pak prvni moznost ik, ze b = ag, druha, ze b je kongruentni
s jednim z ay, a2, ..., ak.

Dohromady dostavame, Ze b je kongruentni s jednim z &isel a; proi =0,1, ..., k. O

V tomto lemmatu je potieba, aby bylo p prvoéislo, nebot naptiklad pro n = 6 ma kongruence
z(x—1) =0 (mod 6) Feseni 0, 1, 3 a 4. VSimni si, Ze podobné tvrzeni plati pro kofeny mnohoc¢lent
v redlnych nebo komplexnich ¢islech.

Tvrzeni. Je-li p > 2 prvodislo, pak existuje pravé (p — 1)/2 navzdjem nekongruentnich nenu-
lovych kvadratickych zbytka modulo p.

Diikaz. Je-li a kvadraticky zbytek, tj. a = b2, pak kongruence z2

feSeni, a to b a —b.
Navic kazdé b2 dava néjaky zbytek, tedy kvadratické zbytky jsou pravé zbytky

12 = (-1)%,22 = (-2)%,..., (EY = (EY,

= a (mod p) ma pravé dvé

2 2

které jsou po dvou riizné. [



Tvrzeni. Je-li p =4k + 1 kladné prvocislo, pak —1 je kvadraticky zbytek modulo p.

Dikaz. Tvrzeni odvodime z tzv. Wilsonovy véty. Ta fikd, ze (p — 1)! = —1 (mod p) pro kazdé
prvodislo p. Vyjadifeme si tedy (p — 1)! trochu jinak:

p-Di=12-D=12 P (SR () ()

e (52 e o

kde a = (%_1)!, protoze (p—1)/2 = 4k/2 = 2k je sudé. Tedy a?> = —1 podle Wilsonovy véty. [

Tvrzeni. Je-li p=3k+ 1 kladné prvocislo, pak —3 je kvadraticky zbytek modulo p.

Diikaz. Nejprve ukazeme, ze kongruence z2 + z + 1 = 0 mé FeSeni modulo p. Pokud z2 + = + 1
vynasobime z — 1, dostaneme kongruenci

z2 =1 (mod p),

kterd ma urcité feseni z = 1. My potfebujeme najit jiné feseni. Z malé Fermatovy véty vime, ze
aP~1 =1 (mod p) pro kazdé prvoéislo p a a nesoudélné s p, zde specidlné a3* = 1, tedy kazdé
ak, p t a, je FeSenim nasi kongruence.

Co kdyby oviem a* = 1 pro kazdé takové a? To podle lemmatu z této kapitoly mtze nastat
pro nejvyse k hodnot a. My vSak mame k disposici celkem 3k navzdjem nekongruentnich cisel
1,2,...,p — 1, tedy pro alespon jedno a musi platit a* % 1. Nasli jsme tedy feSeni b = aF
kongruence % — 1 = 0, které neni kongruentni s 1 modulo p.

Plati p | (b —1)(b*> + b+ 1), pfi¢emz b = a* #Z 1, a tedy p | b + b+ 1, nebot p je prvocislo, a
b je kofenem z2 4+ z + 1 modulo p.

Nyni upravime kongruenci. V§imneme si, ze p # 2, takZe nésobeni ¢tyfmi je ekvivalentni
apravou.

22424+ 1=0 (mod p)

422 + 4z 4+4=0
(2z4+1)2=-3

Tedy (2b + 1)2 = —3, coz dokazuje, Ze —3 je kvadraticky zbytek modulo p. [J

Gaussova cela ¢isla

Prvnim z oborti, kterymi se zde budeme zabyvat, jsou Gaussova cela ¢isla.l® Gaussovym celym
¢islem rozumime komplexni ¢islo tvaru a + b, kde a, b € Z jsou cela ¢isla. Tam, kde nemuze dojit
k zdméné s Eisensteinovymi ¢isly nebo jinymi obory, budeme obcas nazyvat Gaussova celé ¢isla
zkracend celistvd ¢isla. Mnozinu viech Gaussovych celych ¢isel budeme znacit Z[i].11 Gaussova
¢isla jsou vlastné jakési miizové body v Gaussové roviné.

0angl. Gaussian integers

11 Toto znadeni znamena, ze k celym &slim piidame komplexni jednotku i a vSechny souéty
a souciny. Az budeme mit Eisensteinova celd ¢isla, budeme je znaéit Z[w]. Moznd uz zvladnes
uhodnout, jak budou vypadat.



Na Gaussovych &islech definujeme délitelnost stejné jako na celych &islech. Cislo a déli ¢&islo
b, pokud existuje celistvé ¢islo ¢, ze ac = b. Tedy napfiklad ¢islo 2 déli ¢islo 2 + 24, ¢islo 1+ déli
2, nebot (1 +14)(1 —¢) = 2, ¢&islo 1 4 2¢ déli 5 — 53, nebot (1 + 2¢)(—1 — 3i) = 5 — 54, atd.

Invertibilni prvky, tj. délitelé jednicky, jsou na Gaussovych ¢islech pravé ¢tyfi, a to +1 a +i.
Takze budeme-li zkoumat délitelnost, nebude nés zajimat pfenasobeni nékterym z téchto prvkd,
podobné jako nas v celych ¢islech nezajimalo znaménko.

Vsimni si, ze nékterd prvocisla z celych cCisel se v Gaussovych cislech rozkladaji, napfiklad
2=—i(14+4)2ab= (1421 —2i).

Cviéeni 9. Rozhodnéte, zda pro celé éislo a plati, ze 1 4+ ¢ | a pravé tehdy, kdyz a je sudé.
Podle ¢eho lze poznat, jestli je ¢islo a + ib délitelné 1 + 7

Nyni se podivame se na déleni se zbytkem. Zformulujeme tvrzeni, které pro nas bude v Gaus-
sovych cislech jednim z klicovych, prestoze je vlastné jednoduché a naprosto stejné, jako v cislech
celych.

Za¢neme Gaussovou normou, neboli velikosti Gaussova ¢isla. Definujeme (Gaussovu) normu
Gaussova ¢isla a + ib jako

N;(a + ib) = (a + ib)(a — ib) = a® + b2,
Nejprve si vSimni, ze norma je vzdy nezaporné celé Cislo, pficemz nulova je pouze pro nulu.
Srovname-li definici s obycejnou normou komplexnich &isel, mame N;(z) = |z|? (druhd mocnina
zajistuje, Ze bude norma vzdy kladnd, a tedy pfes ni mizeme dokazovat matematickou indukci).

Pokud nebude hrozit, ze by doslo k zdméné&, budeme ¢asto normu z znacit jen N(x).

Cvideni 10. Ukazte, Ze norma soucinu je sou¢inem norem, tedy ze pro libovolné a a b € Z[i]
plati N(ab) = N(a)N(b). Z této rovnosti odvodte, Ze pokud a | b, pak N(a) | N(b).

Vsimni si, Ze plati-li z | y a y # 0, pak N;(z) < N;(y), coz je obdoba tvrzeni v celych &islech,
které ¥ika, ze x | y implikuje |z| < |y|. Plati-li totiz zc = y, pak N(z)N(c) = N(zc) = N(y),
a navic pokud y # 0, pak ¢ # 0 a N(c¢) > 1. Z definice normy je vidét také to, ze pro kazdé
Gaussovo ¢islo a + @b plati a + ib | N(a + ib).

Tedy uz té jisté napadne, jak bude vypadat tvrzeni o déleni se zbytkem, ve kterém se vyskytuje
velikost cisla.

Véta. (déleni se zbytkem)  Jsou-li x,y € Z[i], pak existuji ¢isla q,r € Z[i], N(r) < N(y), ze
r=qy-+r.

Dikaz. Zkusme si situaci pfestavit v Gaussové roviné. Vezmeme vSechny nasobky cisla y (tj.
vSechna ¢&isla tvaru (a + ib)y = ay + b(iy), kde a,b € Z), ty tvori zvétSenou a otofenou miizku.

(1-2i)y
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Chceme dokézat, ze kazdé ¢islo  mé k néjakému mfizovému bodu bliz nez |y|. Pak bude totiz
platit gy — x = 7, kde qy je onen nejblizsi mfizovy bod a ¢isla g a r jsou praveé ta, ktera hledame,
nebot

N(r)=|r* = lay — 2|* < ly]* = N(y).

Zbyvé jesté zdtivodnit, pro¢ vnitiky kruhii o poloméru |y| a stfedech v m¥iZzovych bodech ky
(k € Z[3]) pokryvaji celou Gaussovu rovinu. To je ale jasné z geometrické piedstavy a z toho, ze
kruhy se stfedem ve vrcholech ¢tverce a polomérem délky jeho strany tento étverec pokryvaji. [

V prechozim tvrzeni jsme nevyslovili jednoznacnost zbytku po déleni, coz sice neni uplné
$tastné, nicméné nadm to vlastné viibec nevadi, protoZe pouzivame predevsim existenci. Pokud
bychom chtéli jednoznacné zbytky, staci si vybrat vhodnéjsi reprezentanty, napiiklad cisla tvaru
a+ib, kde 0 <a <R(y) a0 <b<I(y).

Vzpomenme si na Euklidav algoritmus, ten bude v Gaussovych ¢islech fungovat velmi podobné
jako v &islech celych. Je zaloZen na tom, Ze jsou-li a, b celistva, pak (a, b) = (a,b—ka) pro libovolné
k. Vétsinou se pouziva tak, ze za k zvolime celoCiselny podil a a b. Nam ale bude bohaté stacit,
kdyz N (b — ka) < N(b). Diky tomu budeme mit zaru¢eno, ze normy obou ¢isel ndm postupné
klesaji. Protoze jsou to pfirozena ¢isla, po koneéném poctu krokii se dostaneme k nule a ziskdme
(a,b) = (d,0) =d.

Ukézeme si tento postup tfeba na dvojici ¢isel 8 + ¢ a 13. Vsimni si, Ze normy se opravdu
postupné zmensuji.

13=84+14)+(5—1)
8+i=(5—1)+ (3+27)
5—i=(1-14)(342i)+0

Tedy (8 +4,13) = 3 + 2i.
Obracenym postupem umime najit feSeni Bézoutovy rovnice za + yb = (a,b), coz uz bude
probihat naprosto stejné jako v celych ¢islech. Naptiklad pro predchozi dvojici

342 =(8+41i)—(5—1i)=(8+414)— (13— (8+1i)) =2(8+1) — 13.

Véta. (Bézoutova)  Jsou-li a,b libovolnd Gaussova celd ¢isla, pak existuji x,y € Z[i] takovd, Ze
plati
azr + by = (a,b).

Cviceni 11. Najdéte nejvétsiho spole¢ného délitele a feseni Bézoutovy rovnice pro éisla 3 + 57
a4+ 2i.

Gaussova prvocdisla

Gaussovym prvocislem nazveme takové celistvé ¢islo p = a + bi, ze kdykoliv p | zy, pak p |
nebo p | y. Diky Bézoutové vété je toto ekvivalentni s tim, Ze kdykoliv p = zy, pak = nebo y
je invertibilni, coz se dokaze naprosto stejné jako v celych ¢islech. Podivej se do predchéazejici
kapitoly a presvédc se o tom sam.

Otazkou je, jak vypadaji Gaussova prvocisla. Néktera prvodisla z celych ¢isel se totiz v Gaus-
sovych &islech rozkladaji, napt. 2 = —i(1 +4)2 nebo 5 = (1 + 24)(1 — 2i).

Cviceni 12. Najdéte rozklad prvocisla 17 v Gaussovych ¢islech.

Cviceni 13. Dokazte, ze ¢islo 3 se v Gaussovych celych éislech nerozklada, a jde tedy o Gaus-
sovo prvocislo.



Mame pied sebou obtizny ukol charakterizovat Gaussova prvocisla, popsat, ktera bézna pr-
vocisla se rozkladaji a jak, a kterd naopak ztustévaji nerozlozitelna. Jesté nez se do toho pustime,
podivame se na jednoznacnost rozkladu. Podobné jako v celych ¢islech i tady plati véta o jedno-
znacnosti rozkladu na prvodisla.

Véta. (o jednoznacnosti rozkladu na prvoéisla)  Kazdé Gaussovo celé ¢islo Ize jednoznacné (az
na poradi a pfendsobeni jednotlivych ¢initeld invertibilnim prvkem) rozloZit na soucin Gausso-
vych prvocisel.

Diukaz je stejny jako v pripadé celych ¢isel, jen indukce se provadi podle Gaussovy normy.

Cviceni 14. Pro¢ neni rovnost 5 = (1 4 2¢)(1 — 2¢) = (2 + ¢)(2 — ©) ve sporu s jednoznaénym
rozkladem na prvodisla?

Zamysleme se nad tim, jak muzou vypadat Gaussova prvocisla. Budou zjevné dvou typu —
prvni z nich jsou obyéejné prvoéisla, ktera se nerozklddaji v Gaussovych &islech (napf. 3, 7 nebo
31), druha budou prvoéisla tvaru a + bi, kde jak a, tak b je nenulové. Podivejme se nyni blize na
prvocisla druhého typu a na jejich normu. Vice fekne nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni. Je-lip=a+ib, kde a,b € Z jsou nenulovd a p je Gaussovo prvocislo, pak N(p) je
prvocislo.

Dikaz. Dokazeme tvrzeni pfimo. Definice fika, ze kdykoliv mame z, y cela cisla takova, ze

N(p) | =y, pak N(p) | = nebo N(p) | y.
V Gaussovych ¢islech plati

p| N(p) | zy,

tedy z toho, Ze p je Gaussovo prvoéislo, vime, #e p | « nebo p | y. Nechf tedy BUNO p | x. Protoze
z mé nulovou imagindrni ¢ast, plati p | T = z a ¢islo p musi byt také Gaussovo prvocislo, nebot
ma stejné algebraické vlastnosti jako p.

Casto nastane situace, Ze p a P jsou nesoudélna. Spocteme-li jejich nejvétsi spoleény délitel,
dostaneme (a + b, a — ib) = (a + b, 2b).

Rozeberme dva piipady. KdyZ p je nesoudélné s 2, pak (a+ b, 2b) = (a+ib,b) = (a,b), coz je
celé ¢islo, které déli p, s normou ostfe mensi, nez je norma p. Jediné takové ¢islo je 1. Vzhledem
k tomu, Ze p a P jsou nesoudélna a obé déli z, plati N(p) =p-p | =.

Zbyvéa dokazat tvrzeni pro p soudélna s 2 = —i(14-i)2. Takové je ale pouze prvoéislo p = 141,
pro které je tvrzeni zfejmé, nebot N(1+1i¢)=2. O

O néco snazsi je popsat bézna prvodisla, kterd se nerozkladaji v Gaussovych cislech. Méjme
néjaké takové kladné prvocislo p. Vime, ze p se nerozklada v Z. Predpokladejme, Ze p se je d€litelné
né&jakym Gaussovym prvoéislem a + bi, které neni asociované s p. Pak ale N(a + bi) | N(p) = p?
a N(a + bi) je také kladné prvodéislo, tedy jeding N(a + bi) = p. Resime rovnici

a2+b2:p

s nezndmymi a, b v celych &slech. Podivame-li se na situaci modulo 4, vidime, Ze a2 i b2 mohou
davat zbytek 0 nebo 1, tedy mozné zbytky pravé strany jsou 0, 1 a 2. Tedy pro prvocisla tvaru
4k 4+ 3 nemd rovnice feSeni, a tudiz jsou prvocisla tohoto tvaru Gaussovymi prvocisly. O téch
ostatnich zatim rozhodnout neumime, ale za chvilku dokazeme, ze se vSechna rozkladaji. K tomu
se nam bude hodit nasledujici tvrzeni.



Véta. Je-li p prvocislo v celych é&islech a existuje-li a € 7 takové, e p | a® + 1, tedy kongruence
z2 + 1 = 0 m4 fedeni a, pak se prvoéislo p rozkldds v Gaussové oboru jako

p:(p7a+i)'(pva_i)z

pficemz (p,a +1) a (p,a — i) jsou Gaussova prvodisla.

Dikaz. Nejprve ukazeme, ze plati rovnost p = (p,a + i) - (p,a — ). Tu snadno odvodime ze
vztahu

p:(p,a2+1) Z(p,(CLJrZ)(a*l)) ‘ (p7a+i)(p7a7i)'

Cisla a + i a a — i se lisi pravé o 2i, tedy jejich spoleény délitel je rozhodné délitelem dvojky.
Diky tomu pro p # 2 vime, ze dokonce (p,a + i)(p,a — i) = (p, (a +i)(a — 7)) = p.

Pro p = 2 zdtivodnime situaci zvlast. Resenimi kongruence z? + 1 = 0 (mod 2) jsou pravé
lich4 ¢isla a. Chceme ukazat, ze pro licha a je 2 = (2,a +1)(2,a — ).

Plati (2,a +4) = (2,a — ). Protoze a je liché, je (2,a +1i) = (2,1 +4) = 1 + 4. Pfitom
(1 414)? = 2i, tedy rovnost 2 = (2,a +14)2 = (2,a 4+ 1)(2,a — 1) opravdu plati (aZ na pfenasobeni
invertibilnim prvkem).

Dokézeme, ze (p,a — i) je Gaussovo prvoéislo. Nejprve spoéteme N((p,a — i)). Z¥ejmé jsou
éisla (p,a — i) a (p,a + i) komplexné sdruzend, nebot p je celé a a — i = a + i. Tedy

N((p,a—1i)) = N((p,a+1)) = (p,a—i)(p,a+1i) =p.

Necht z | (p,a—1), tedy N(z) | N((p,a—1)) = p, a norma z je 1 nebo p, nebot p je prvocislo.
V prvnim p¥ipadé je x invertibilni a v druhém plati N(z) = N((p,a—1)), tedy vzhledem k tomu,
ze z | (p,a —1), vime, ze z || (p,a —i). Dokazali jsme, ze pokud z | (p,a —7) a x neni invertibilni,
pak z || (p,a —1). Tedy (p,a — i) je ireducibilni a je to prvoéislo. O

Vsimni si, Zze pfechozi véta ndm dava i navod, jak spocitat rozklad n&jakého prvoéisla (pokud
existuje). Napiiklad prvoéislo 5 se rozklada, nebot 22 + 1 = 0 (mod 5), a jeho rozklad je

5=(524i)(52—i)=(2+1%)(2—1).

Podobné tieba prvoéislo 13 se rozklada, nebot 52+1 = 0 (mod 13). Jeden z ¢initeld v rozkladu
je pak
(13,5414) = (3 — 20,5+ i) = 3 — 2i,

druhy je s nim komplexné sdruzeny, tedy 13 = (3 — 21)(3 + 2i).
Cviceni 15. Najdéte rozklady prvocisel 29 a 401 v Gaussovych celych ¢islech.

Zbyva ndm posledni krok v charakterizaci Gaussovych prvodisel, a sice jak poznat, ze kongru-
ence £2 +1 = 0 (mod p) ma Feseni. Totéz pro cela &isla jsme zkoumali v sekci o kvadratickych
zbytcich.

Kongruence ma fesSeni pro vsechna prvodisla tvaru 4k + 1, tedy tato prvocisla se rozkladaji
v Gaussové oboru. Prvoéisla tvaru 4k+3 se nerozkladaji, to jsme dokazali samostatné na zacatku.
Osamocensé stoji prvocislo 2, které se rozklada jako (1 + i)2.

Uvedeme jesté jednu finalni vétu, kterd shrne nase poznatky.

Véta. Gaussova prvocisla jsou pravé jednoho z tvaru

(1) a + b, kde a® + b? = p je 2 nebo prvocislo tvaru 4k + 1,
(2) up, kde u je invertibilni a p je pFirozené prvocislo tvaru 4k + 3.



Cvideni 16. Cisla tvaru 4k + 3 nikdy nejsou souétem dvou &tverctl, to jsme dokazali souéasné
s tim, Ze prvodisla tvaru 4k + 3 se nerozkladaji. Muze ale existovat ¢islo tvaru 4k + 1, které nelze
zapsat jako soucet dvou Ctverca?

Cviceni 17. Rozlozte ¢islo 8 — 67 na Gaussova prvocisla.

Uloha. Najdéte viechna piirozena &isla z a y, ktera fesi rovnici
z2 + 3% = 2009.

Reseni. Rozklad pravé strany na prvoéisla je 2009 = 72.41, chtéli bychom ji rozlozit na Gaussova
prvodisla. V pripadé prvocisla 7 je to snadné, 7 je tvaru 4k + 3, tedy je to Gaussovo prvocislo.
Avsak prvocislo 41 je tvaru 4k + 1, takZe se bude rozkladat.

Plati 41 | 92 4+ 1 = 82. Tedy 41 se rozklada na (41,9 +14) - (41,9 — i). Spoéteme jeden z t&chto
nejvétsich spoleénych délitela

(41,9 +4) = (5 — 40,9+ 1) = (4 + 56,94 1) = (4 + 54,5 — 4i) = 4+ 5i

Tedy 41 = (4 + 5¢)(4 — 57).
Upravme konec¢né rovnici do tvaru

(z + iy)(x — iy) = 72(4 + 5i)(4 — 5i).

Maéme-li rozklad soucinu (z+4y)(z —iy) na Gaussova prvoéisla, zbyva si uvédomit, ze ¢isla x + iy
a x — 1y jsou komplexné sdruzend, coz nam velmi omezi moznost volby. Kdyz nezapomeneme na
invertibilni prvky, dostaneme pro x + iy celkem osm moznosti

+7(4 + 5t), £7i(4 4 5i), £7(4 — 5i) a =+ 7i(4 — 51).
Uloha m4 tedy osm FeSeni, jimiz jsou dvojice
(z,y) = (£35,128) a (£28,+£35).

Uloha 18. (MO 56, domaci kolo A)  Najdéte viechny dvojice (x,y) pfirozenych &isel, pro néz
plati
2?2 4 3% = 2005(x — y).

Pii feSeni nékterych tloh pomoci Gaussovych celych ¢isel se nam bude hodit tvrzeni o moc-
ninéch, jak je uvedeno v kapitole o délitelnosti v celych ¢islech. Zopakujme si ho jesté jednou
v Gaussovych celych ¢islech, tentokrat jiz bez dikazu. Dukaz je stejny jako u celych ¢isel.

Tvrzeni. (o mocninidch) Bud n pfirozené, a,b € Z[i] nesoudélnd a ¢ € Z[i] libovolné a necht
plati ab = ¢™. Pak a i b jsou n-té mocniny az na prenasobeni invertibilnim prvkem. Tedy existuji
xz,yak€{0,1,2,3}, Zea=i*z™ ab=i"Fy".

Uloha. Naleznéte vSechna celd &isla x,y, kterd spliuji rovnici
2 +1= y3.
Reseni. Nejdiive si rozlozime levou stranu rovnice:

(@+ )@ —1) =y,



V tuto chvili bychom chtéli pouzit tvrzeni, bohuzel ale nevime, jestli jsou x+¢ a  —¢ nesoudélna.
Rozhodné vsak plati (x + i,z — i) = (z +4,2i) | 20 = (1 + )2, tedy mame celkem t¥i moznosti
pro nejvétsiho spolec¢ného délitele.

Je-li (x + i, —¢) = 1, mizeme pouzit tvrzeni. Nez to udéldme, uvédomime si, ze kazdy
invertibilni prvek miizeme napsat jako tieti mocninu (i = (—i)3, —1 = (—1)3, atd.), tedy se
nemusime zabyvat invertibilnimi prvky a vime, ze

(z +1i) = (a+bi)® = a® +ia?b — ab® — ib® = (a® — ab?) + i(a®b — b?)
pro néjaka celd a, b. Srovnanim imaginarnich ¢asti dostaneme
a?b— b3 = (a —b)(a+b)b=1.

Vsichni &initelé jsou celoéiselni délitelé &isla 1, tedy musi byt rovni +1. Specialné b = +1. Cisla
a—baa+bselisi o 2 a obé jsou £1, coz znamend, ze jedno z nich je 1 a druhé —1, kazdopadné
viak a = 0. Rovnice tak miizeme upravit do tvaru —b% = 1, odkud uz je vidét, ze b = —1. Mame
tedy z +i = (0 — 13)3 = (—4)3 =i ax = 0, z éehoz vyplyva, ze y> =1l ay = 1.

Zbyva ndm ovéfit, jestli miZe nastat (z + ¢, —4) > 1, tedy 1 +4 | z + ¢ 1« — i. Pak ale
—i(1+1i)2 =2| (z +1i)(z — i) = y>, tedy dokonce 8 | y® = x? + 1. To ale v celych ¢islech nastat
nemiize, nebot pak by x muselo byt liché a 2 by po déleni 8 davalo zbytek 1.

Dohromady méame jediné, trividlni feseni z =0 a y = 1.

Uloha 19. Najdéte viechny dvojice celych &isel x, y takové, ze x je liché a plati
22 +4= y3.

Uloha 20. S vyuzitim Gaussovych ¢éisel najdéte viechny pythagorejské trojice celych &isel x, y
a y. Tedy vyfeste diofantickou rovnici

Eisensteinova cela ¢isla

Druhy zpisob, jak definovat cela ¢isla v Cislech komplexnich, nam davaji Eisensteinova cisla.
Podobné jako Gaussova ¢isla byla vlastné miizovymi body ve ¢tvercové miizce v Gaussové ro-
viné, Eisensteinova cela ¢isla jsou mrizové body v trojuhelnikové mfizce. Trojuhelnikova mrizka
prichazi jak se spoustou zajimavych vlastnosti, které postupné objevime, tak i s nékolika zaket-
nostmi, o kterych si povime.

Zac¢néme definici. Oznaéme si w jednu ze tfetich odmocnin z jedné, a to

; 1 V3
_ 2mi/3 _ -
w=e =—=4+ —1.
2 2
Kazdé ¢islo tvaru a 4+ wb, kde a, b € Z, nazveme FEisensteinovym celym ¢islem!2. Mnozinu viech
Eisensteinovych &isel ozna¢ime Z[w].

Plati totiz w? = —w —1 (trochu horsi vztah, nez i2 = —1, #ze?), tedy soucin dvou Eisensteinovych
cisel je
(a+ bw)(c+ dw) = (ab — bd) + (bc + ad — bd)w.

12angl. Eisenstein integer



Velmi ¢asto budeme uzivat také vztahtt w3 = 1 a w? +w = —1. Jesté se podivejme na komplexni
sdruzeni, které muzeme vyjadrit jako

a+bw=a+bw?=(a—b)—bw
Podobné jako v Gaussovych cislech definujeme Eisensteinovu normu Cisla a 4 bw jako
Nu(a +bw) = (a+ bw)(a + bw?) = a? — ab + b2

Také zde plati, ze N, (z) = = - T = |z|2, tedy norma je vzdy nezapornd, pti¢emz nulova je pouze
pro z = 0. Jesté pfipomeneme, ze pokud z | y v Eisensteinovych ¢&islech, pak N (z) | Nu(y),
zejména je-li y # 0, pak Nu(z) < Ny (y)-
Tam, kde nebude hrozit, ze by doslo k zdméng, budeme pséat pouze N(z) misto N, ().
Invertibilnich prvka v Eisensteinovych celych ¢islech je jesté vice nez v Gaussovych éislech.
Jsou to vSechna Eisensteinova ¢isla s normou 1, tedy k jejich nalezeni vyfesime rovnici

a® —ab+b? =1.

Mohou nastat dvé moznosti. Bud maji a a b stejné znaménko, nebo maji opa¢né znaménko.
V prvnim pripadé muzeme navic predpokladat, ze jsou obé nenulova. Rovnici upravime do tvaru

(a—b)2 +ab=1,

odkud vidime, ze vSechny ¢leny na levé strané jsou nezaporné a ab > 0, tedy jedind moznost je
ab=1 a a =b. Mame tak invertibilni ¢isla 1+ w a 1 — w.
V druhém pripadé si rovnici upravime do tvaru

(a+b)2 —3ab=1.

Pfitom 1 > —3ab > 0, tedy —3ab = 0, a vime, Ze jeden z koeficienti musi byt nulovy. Ze vztahu
(a + b)2 = 1 odvodime, Ze druhy koeficient je 1. Cisla 1 a w jsou tedy také invertibilni.
Méme celkem Sest invertibilnich prvki v Z[w], které si mizeme znazornit na jednotkové kruznici.
Jsou to pravé vSechny Sesté odmocniny z jedné.

Véta. (déleni se zbytkem)  Jsou-li z, y Eisensteinova celd ¢isla, pak existuji ¢, v € Z[w], N(r) <
< N(y), takova, ze
T =qy—+r.
Diikaz pouze naznac¢ime. Postup je obdobny jako u Gaussovych c¢isel, ale tentokrat tvori

nasobky ¢isla y trojuihelnikovou mfizku a nasim cilem je pokryt rovnostranny trojihelnik kruhy
se stfedy ve vrcholech a poloméry rovnymi délce strany.



Euklidav algoritmus tu vypada stejné jako v Gaussovych c¢islech, sta¢i nam zarucit, ze normy
budou postupné klesat. Spo¢téme tedy na ukazku nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel 13 a 6+ 8w.

13 = —w(6 + 8w) + (5 — 2w)
6+8w=w(’—-2w)+ (4+w)
5—2w=(l-w)(4d+w)+0

Plati (13,6 + 8w) = 4 + w.
Cviéeni 21. Najdéte nejvétsiho spoleéného délitele (7 + 14w, 4 — 2w).

Konecné zde mame opét vétu o déleni se zbytkem a vSechny jeji disledky, Bézoutovu vétu a
vétu o jednoznacném rozkladu na prvocinitele. Dikazy jsou velmi podobné tém jiz provedenym,
a tedy je uz nebudeme opakovat.

Véta. (Bézoutova) Jsou-li a,b € Z[w], pak existuji Eisensteinova celd ¢isla z,y, ze plati
azr + by = (a,b).

Eisensteitnovym prvocislem nazveme Eisensteinovo celé ¢islo p, které neni invertibilni, a kdy-

koliv p | ab (a, b € Z|w]), pak p | a nebo p | b. Stejné jako v Gaussové oboru lze ekvivalentné Fict,
ze p je ireducibilni.
Véta. (o rozkladu na prvocinitele) Kazdé Eisensteinovo celé ¢islo a se rozkladd jednoznacné (az
na poradi a invertibilni prvky) na soudin Eisensteinovych prvodéisel. Tedy existuji Eisensteinova
prvocisla p1, p2, ... , Pk, 26 a = p1P2 - - - Pk, a kdykoliva = q1q2 - - - q; pro Eisensteinova prvocisla
¢, 0 < i<, pak |l = k a p¥i vhodném ocislovédni p; || g; pro kazdé i.

Dale nas bude zajimat, jak poznat Eisensteinovo prvocislo. Situace je zde velmi podobna jako
v Gaussovych ¢islech. Néktera bézna prvocisla se budou rozkladat, nékterd ne a na vyjimeéné
pozici prvocisla 2 bude tentokrat prvocislo 3, protoze v Eisensteinové oboru mizeme odmocnit
¢islo —3, vskutku
(142w =144w+40?=1-4=-3.

Tedy prvoéislo 3 se rozlozi jako 3 = —(1 + Qw)z, Vsimni si, ze 1 4 2w je Eisensteinovo prvocislo,
nebot zadné neinvertibilni ¢islo s mensi normou ho nedéli (Zzadné takové ani neni).

Tvrzeni. Je-li p=a+ bw Eisensteinovo prvoéislo, pak bud p je asociované s néjakym beznym
prvodislem, nebo N(p) je prvodislo.

Dikaz. Predpokladejme, Ze p = a + bw je Eisensteinovo prvocislo, které neni asociované s béz-
nym prvocislem. Plati, ze p = (a — b) — bw je také Eisensteinovo prvocéislo, nebot kdykoliv p | 2y,
pak po komplexnim sdruzeni dostaneme, Ze p | T - 7, tedy p | T nebo p | y. Dalsim komplexnim
sdruzenim dostaneme P |  nebo P | y.

Plati N(p) = p - p. Pfedpoklddejme navic, ze neplati p || p a dokazme, ze N(p) je prvoéislo.
Necht N(p) | ab pro n&jaké celd a, b. Pak

pIN(p)|ab

a p je Eisensteinovo prvoéislo, tedy p | a nebo p | b. BUNO p | a. Piitom a je celé, tedy
P | @ = a. Protoze p a P jsou dvé neasociovand, a tudiz nesoudélna prvodéisla, dostdvame nakonec
N(p)=p-Pla.



Zbyva vySetiit, co se stane, kdyZz p || P, coz nastane tehdy a jen tehdy, kdyz (p,p) = p.
Pocitejme:
(a+bw,(a—b) —bw) = (a+ bw, —b — 2bw) = (a + bw, b(1 + 2w)).

Plati (a + bw, b) = (a,b) = 1, nebot (a,b) je celé ¢islo, které déli p. Tedy
() = (P, 1+ 20).

Jedind moznost tedy je, ze p || 1 4+ 2w, a proto N(p) = N(1 +2w) =1 — 2+ 4 = 3, coz je bé&zné
prvocislo. [

Tvrzeni. Je-li p nezdporné prvocislo tvaru 3k + 2, pak p je také Eisensteinovo prvocislo.

Dikaz. Dokazeme, ze takové p je v Eisensteinové oboru ireducibilni. Necht tedy a + bw je
Eisensteinovo prvoéislo, které déli p a neni asociované s p. Pak nutné plati, ze N(a + bw) = a? —
— ab + b2 = p, nebot norma je nezaporné prvoéislo v Z, které déli prvoéislo p.

Ovsem rovnice a®> — ab + b?> = 3k + 2 nemé v celjch &islech Feseni, nebof vynasobime-li ji

Sétyfmi a upravime modulo 3, dostaneme
(2a — b)% + 3b* = 4a® — 4ab+4b> =2 (mod 3),

tedy (2a — b)2 = —1 (mod 3), ale —1 neni kvadratickym zbytkem modulo 3. [

Uz tedy vime, ze prvocisla tvaru 3k + 2 se nerozkladaji. Nyni dokdzeme, Ze prvocisla tvaru
3k + 1 se rozkladaji, o ¢emz svéd¢i naptiklad rozklad 7 = (1 — 2w)(3 + 2w). To bude trochu
obtiznéjsi, zato vsak velmi podobné diukazu tvrzeni, ze prvocisla tvaru 4k 4+ 1 se rozkladaji
v Gaussovych ¢islech.

Véta. Je-li p prvoéislo takové, Ze kongruence x2 4+ x + 1 = 0 ma feseni a modulo p, pak se p
rozklada v Eisensteinovych cislech jako

p=(p,a—w)(p,a—w)

a obé disla (p,a — w) a (p,a — w) jsou Eisensteinova prvodisla.

Dikaz. Dukaz této véty pouze naznacime. Provede se podobné jako duikaz obdobné véty z Gaus-
sovych cisel.

Nejdiive ukaZeme, Ze plati rovnost p = (p,a—w)(p,a — w). Rozebereme dvé moznosti. V prvni
fadé vezmeme prvocisla, kterd nejsou délitelnd 1 + 2w, coz jsou vSechna prvocisla p kromé 3.
V tomto pfipadé jsou oba ¢initelé nesoudélni. Pro druhou moznost, p = 3, se rovnost dokaze
pfimo. Nakonec zbyde ovétit, ze (p,a — w) je prvocislo s normou p.

Detaily dikazu si muzes rozmyslet jako (ponékud obtizné) cviceni.

Naptiklad budeme-li chtit rozlozit prvocislo 13, mizeme postupovat tak, ze budeme hledat
feseni kongruence z?> + z +1 = 0 (mod 13). Zkusime nékolik malych zbytkd. Zbytky 1 ani 2
rozhodné FeSenim nejsou, ale uz 32 4+ 3 + 1 dava soucet 13, takze 3 feSenim je. Vime tedy, zZe
13 = (13,3 — w)(13,4 4+ w). Pfitom plati

B-w@d+w =12—w—w? =13,

tedy musi byt (13,3 —w) = 3 — w a mame rozklad 13 = (3 —w)(4 + w).



Je uzite¢né si uvédomit, Ze k rozkladu prvocisla na Eisensteinova prvocisla ndm staci spocitat
jen jednoho cinitele, nebot ten druhy bude k nému komplexné sdruzeny. Opravdu plati 3 —w =
=4+ w.

Cviceni 22. Rozlozte prvocisla 19, 31 a 421 na Eisensteinova prvodisla.

K dokonceni charakterizace Eisensteinovych prvocisel uz nam chybi jen dokazat, ze kon-
gruence z2 + = + 1 = 0 ma feSeni modulo p pro neziporné prvoéislo p = 3k + 1. Z kapitoly
o kvadratickych zbytcich vime, Ze pro takova ¢isla je —3 kvadraticky zbytek (pfipominame, Ze
—3 se da v Eisensteinovych éislech odmocnit).

Upravujme tedy zadanou kongruenci, vSechny upravy budou ekvivalentni.

224+ 24+ 1=0 (mod p)
422 4+ 4z 4+ 4 =0 (mod p)
(22 4+ 1)2 = =3 (mod p)

Je-li b2 = —3, fesime rovnici 22 + 1 = b (mod p). Upravime ji pfendsobenim (p + 1)/2:

1 1
x-i—%zib(modp)
p+1
=——(0b-1
2= 1)

Nasli jsme tedy reseni x, ¢imz jsme dokazali, ze prvocisla tvaru 3k + 1 se rozkladaji na soucin
dvou Eisensteinovych prvocéisel. Kone¢né miuzeme zformulovat zavérecnou vétu.

Véta. FEisensteinova prvocisla jsou pravé jednoho z tvaru

(1) a + wb, kde a® — ab + b? = p je 3 nebo prvocislo tvaru 3k + 1,
(2) up, kde u je invertibilni a p je kladné prvocislo tvaru 3k + 2.

Cviceni 23. Rozlozte Eisensteinovo ¢islo 9 — 15w na Eisensteinova prvocisla.
Uloha. Najdéte viechny dvojice celych &isel x,y spliujicich rovnici

(x +y)? = zy + 2011.
Reseni. Upravime si rovnici do tvaru

22 4+ 2y + y? = 2011
a rozlozime
(z —wy)(z + (1 +w)y) = 2011.

Zbyva rozlozit pravou stranu na Eisensteinova prvoéisla. Cislo 2011 je prvoéislo a po déleni tfemi
dava zbytek 1, tedy se rozklada na soucin dvou Eisensteinovych prvocisel. Nyni potfebujeme
nalézt aspon jedno feSeni kongruence

224 24+1=0 (mod 2011).

K tomu muzZeme pouzit tfeba pocitac. Zjistime, ze nejmensi celociselné feseni je 205, a tedy plati,
ze prvocislo v rozkladu 2011 je

(2011, 205 — w) = (—39 + 10w, 205 — w).



Pfitom N(—39 + 10w) = 392 + 39 - 10 4 102 = 2011. Tedy roklad 2011 je
2011 = (—39 + 10w)(—49 — 10w).

Muze nastat celkem 12 moznosti, prvnich Sest je + — wy = €(—39 + 10w), dalsich Sest pak
z —wy = &(—49 — 10w), kde ¢ je jeden ze Sesti invertibilnich prvki. Uvédomime-li si, Ze mizeme
prohodit x a y a u obou ¢isel zménit znaménko, staci ndm vlastné spocitat jen tfi moznosti:

Tz — yw = —39 + 10w,
z—yw= (14 w)(—39 + 10w) = —49 — 39w,
z —yw = w(—39 4+ 10w) = —10 — 49w,

Uloha m4 celkem dvanact FeSeni. Zapiseme-li je jako neuspofddané dvojice, budou to {z,y} =
= {39,10}, {—39, —10}, {49, —39}, {—49, 39}, {49, —10} a {—49,10}.

Uloha. Dokaste, 7e je-li p = 3k 4 1 prvoéislo, pak existuje jednoznaény zapis p = a? + 3b2, kde
a a b jsou nezaporna celd Cisla.

Reseni. Vime, ze prvoéislo p = 3k+1 se rozklada v Eisensteinové oboru na sou¢in dvou prvoéisel,
tj.
p=(z—wy)(z+y+uwy).

Stejné tak se rozklada i vyraz
a? +3b% = (a— (14 2w)b)(a+ (1 + 2w)b) = (a — b — 2bw)(a + b + 2bw).

Je-li y kladné a sudé, z predchoziho vztahu dostavame y = 2b,a—b =z a a+b = x+y. Vyfesime
soustavu t¥i rovnic o dvou neznamych a a b, feSenim je b = y/2 a a = z + y/2, pokud z > —y/2,
jinak a = —x — y/2.

Pro ostatni pripady musime najit lepsi rozklad prvodisla p. Vime ovSem, ze rozklad je jed-
noznacny az na asociovanost Cinitelti, tedy mizeme pouze prenasobovat zavorky jednim z Sesti
invertibilnich prvki v Z{w]. Vsimni si, Ze vSechny invertibilni prvky jsou mocninami 1+ w, napt.
w = (1 + w)?. Podivejme se tedy, co se stane s &initelem x — yw po prenésobeni (1 + w):

(z—yw)(1l+w)=(z+y) +aw (%)

Pokud je z kladné a sudé, mame také Feseni. Staéi polozit b = x/2 a a dopocitat jako v pfedchozim
ptipadé.

Zbyva nejneprijemnéjsi situace, kdy jsou obé ¢isla = a y licha. Pak se ale jesté jednou podivejme
na vzoredek (xx). Cislo x + y je sudé, zvolime tedy 2’ = = + y a v’ = x, éimz pfevedeme situaci
na jiz rozebrany pfipad. Pfenasobenim 1 + w pak dostaneme opét koeficient u w sudy.

Jediny problém bychom mohli mit se znaménky, ten se ale snadno vyfesi prenasobime x — yw
Cislem —1.

Zatim jsme dokézali, ze Gloha mé alespon jedno feSeni, které ovSem jesté zdaleka nemusi
byt jednoznac¢né. Dokazme tedy jednoznacnost. Budte a a b kladna ¢isla takova, aby platilo
a? + 3b> = p. Opét zvolme rozklad p = (z — yw)(z + y + yw). Vzhledem k jednoznacénosti
rozkladu musi platit jedna z dvanacti rovnosti

(@ + b+ 2wb) = (z — yw)(1 + w)*,
(a+b+2wdb) = (:p+y+yw)(1+w)k,



kde kK =0,1,...5. Ukadzeme, Ze nejvyse jedna z téchto rovnosti mize byt splnéna. Pfipomenme,
Ze obé ¢isla a i b jsou kladna (ani jedno nemuze byt nulové, nebot pak by p nebylo prvocislo).
Napisme si tedy pravé strany téchto rovnosti:

+(z —yw), £((z +y) + 2w), £(y + (= + y)w),
+((z+y) +yw), £z + (z + y)w), £(—y + 2w).

Dokazme, Ze pravé jedno z Cisel x, y a  + y je sudé. Rozhodné nemohou byt suda obé ¢isla
x a y, protoze pak by p = x2 4 zy + y2? bylo sudé prvoéislo tvaru 3k + 1, a takové neexistuje.
Zbyva tedy ukazat, ze je-li jedno z Cisel x a y sudé a druhé liché, pak = + y je liché, a ze jsou-li
obé ¢isla x a y licha, pak =z + y je sudé, coz je ziejmé.

Zbydou nam pouze ¢tyfi pravé strany, a to ty, které maji u w sudy koeficient. Naptiklad je-li
y sudé, pak mozné pravé strany jsou

(x —yw), (=2 +yw), ((z +y) + yw) a (=(z +y) — yw).

Navic vime, Ze b musi byt kladné, coz nam vylouci jesté dalsi dvé zavorky se zapornym koefici-
entem. Je-li naptiklad y zadporné a sudé, zbydou zavorky

(z-yw) a (—(z+y)—yw).
Dopocitejme a, pokud nastane rovnost v prvnim ¢i druhém pripadé:

a{x-i—y/?, kdyz (a + b+ 2bw) = (z — yw),
—(z4+y)+y/2=—z—1y/2, kdyZ (a+b+ 2bw) = ((z +y) — yw).

v8imni si, Zze tyto dvé hodnoty maji stejnou velikost a opacné znaménko, tedy jen jedna z nich
muze byt kladna. Stejnad situace nastane i u vSech (Sesti) ostatnich pfipadd, a to proto, ze
a? + 3b% = (—a)? + 3b2. veskeré podminky, které jsme zatim pouzili jsme pouzili kvili b, takze
nutné i vyraz

(—a+ b) + 2wb

musi nabyvat jedné ze dvou zatim nevylouéenych hodnot. Rozhodné plati (a + b) + 2w #
(—a +b) + 2w, tedy jsme vyloudili posledni zdvorku a zbyla ndm uz jen jedind, coZ jsme chtéli
dokézat.

Uloha 24. Najdéte vSechny trojice celych ¢isel (z,v, 2) splitujicich

2_$y+y2:2z_

a dalsi imaginarni teorie
V posledni kratké kapitole si ukdzeme, jak lze v teorii ¢isel vyuzit kvaterniony. Kvaterniony jsou
takova ,komplexni ¢isla na druhou“, maji t¥i imaginarni jednotky a velmi nepfijemnou vlastnost,
ze nejsou komutativni, tj. neplati ab = ba pro kazdé a a b.
Nejprve si definujme imaginarni jednotky v kvaterninonech. Budte 4, 7 a k formalni symboly
pro imaginarni jednotky. Definujeme operaci - na mnoziné {41, 44, -4, £k} tak, aby spliiovala



pficemz 1 a —1 se chovaji obvykle, tedy 1-a = a pro kazdé a a (—=1)2 =1, —1-i =14 -—1 = —i,
—1-j5 = —j, atd. Z téchto vztahu si mizes odvodit vSechny souciny.

Pro jistotu uvaddime tabulku pro nasobeni, tedy vlastné jen jeji ¢ast, nebot zbytek se odvodi
snadno. Pokud nasobime dvé ¢isla s riznymi znaménky, musime v tabulce znaménko zménit,
pokud se stejnymi, nechavame stejné znaménko soucinu.

1 i 5k
1 i 5 k
ili -1 k —j
il —k -1 i
|k j —i —1

Vsimni si, Ze pro imaginarni jednotky plati ij = —ji, ik = —ki a jk = —kj.
Cviceni 25. Spoctéte jik.

Nyni umime nasobit komplexni jednotky. To uz je prakticky vSechno, co potfebujeme k tomu,
abychom mohli definovat kvaterniony.
Kwvaternionem rozumime ¢tyfélen a; + asi + asj + aqk. S¢itani kvaterniont definujeme jako

(a1 + a2i + a3j + aak) + (b1 + bai + b3j + b4k) = (a1 + bl) + (a2 + bz)i + (a3 + b3)j + (aa +ba)k
a nasobeni kvaternionu jako nasobeni polynomt s proménnymi ¢, j a k za pouziti tabulky uvedené
vyse, tj.
(a1 + a2t + a3j —+ a4k) . (b1 + boi + b3j —+ b4k) =
= (a1b1 — a2b2 — azbs — asbs) + (a1b2 + az2b1 + asbs — aszba)i +
+ (a1b3 + azb1 + asbz — azba)j + (a1bs + asb1 + a2bs — azbe)k.

Mnozina vSech kvaterniont se obvykle zna¢i H.'3
K ¢emu se takova véc hodi? Podobné jako jsme definovali Gaussova celd ¢isla, mizeme de-

finovat kvaterniony s celoéiselnymi koeficienty — Lipshitzova celd ¢isla jsou kvaterniony tvaru
a+ bi 4+ ¢j + dk, kde a, b, c a d jsou celd ¢isla. Mnozinu vSech takovych ¢isel budeme znadit
2, 5, ).

Definujeme si i jejich normu jako

Np(a+bi+cj+dk)=a®+b>+ 2 +d%

Vsimni si, ze i pro tuto normu je N(zy) = N(z)N(y) pro kazdé z,y € Z[i, j, k], coz se snadno
odvodi ze vztahu

N(a+bi+cj+dk) = N(a—bi —cj—dk) = (a+bi+cj+dk)(a—bi—cj— dk).

Uz jen z této tvahy umime dokézat nésledujici lemmatko.

Lemma. Jsou-li a a b cela cisla, ktera Ize napsat jako soucet Ctyr ctverct celych cisel, pak i
c¢islo ab Ize napsat jako soucet Ctyt Ctvercti celych cisel.

130bjevil je a poprvé popsal irsky matematik William Rowan Hamilton.



Dikaz. Staci si uvédomit, ze Cislo a lze zapsat jako soucet Ctvercu Cisel ai, a2, az a a4, pravé
kdyz je normou Lipschitzova celého éisla g, = a1 + a2t + a3j + ask. Podobné oznac¢me qp
Lipshitzovo celé éislo, ze N(gp) = b. Pak ziejmé N(qaqy) = ab, a tedy celd &isla, ktera hleddme,
jsou pravé koeficienty Lipschitzova &isla qaqp. [

Toto lemmatko je uziteéné napiiklad pro dukaz slavné Lagrangeovy véty o Ctyfech ¢tvercich,
diky nému se totiz muzeme omezit jen prvodcisla x.

Vé&ta. (Lagrangeova véta o &tyfech ¢tvercich)  Je-li x libovolné pFirozené éislo, pak existuji celd
¢isla a, b, c a d takova, ze
z=a?+0b%+c2+d%

Diikaz je slozity a vynechame ho.

Vsimni si vSak, Ze o prvocislech tvaru 4k + 1 umime na zakladé teorie o Gaussovych ¢islech
dokazat, ze jsou souctem dokonce dvou ¢tvercli, a o prvocislech tvaru 3k + 1 umime z teorie
o Eisensteinovych &islech dokézat, ze jsou tvaru a? + 3b2, a tedy jsou soudtem &tyF tvercu
(z nichz tfi jsou stejné). Lagrangeovu vétu tedy neumime dokédzat pouze pro prvodisla tvaru
12k + 11.

Naprtiklad plati

2=12+4+1240%2+0% 5=1242%2 a 7=2%24+3-12

Cvideni 26. Dokaite, Ze &isla tvaru 4™~1(8k + 7) pro k a m piirozena nelze napsat jako
soucet pouze tii ¢étvercli celych c¢isel (tedy Ze étyfi je opravdu nejmensi mozny pocet ¢tvercd,
ktery potfebujeme).

Problémové ulohy

V posledni kapitole ti pfindsime problémové (t&zké) tlohy k zamysleni. Jsou to tlohy, ke kterym
se muze hodit znat néco z teorie, kterou jsme vylozili v tomto dile seridlu, avsak nékdy ani to
nebude stacit (jako v pFipadé pfedposledni a posledni tlohy) a bude$ se muset zamyslet nad
vlastni teorii nebo vymyslet jiny trikovy zpusob.

Uloha 27. Dokaite, Ze nasledujici dvé rovnice nemaji zadné netrividlni celoéiselné Feseni
(z,y, z). Netrividlnim FeSenim se mysli takové trojice, Ze vSechna t¥i ¢isla jsou nenulova.

23 4% =23

ot 4yt =22
Uloha 28. Je-li p prvodislo, feste rovnici

y?+1=2aP

v celych éislech.

Uloha 29. Najdéte vSechna celé &isla x, y spliujici
yﬁ =%+ 1.
Uloha 30. Reste v celych &islech rovnici

3x2+1=y2.



Uloha 31.

Uloha 32.

Uloha 33.

Uloha 34.

Najdéte vSechny dvojice celych ¢&isel (z,y), kterd spliuji
2 = y3 + 1.

Najdéte vSechny dvojice (x,y) celych éisel splitujicich
22 +3= y5.

Reste v celych &islech
2 +2= y3.
Dokazte, ze neexistuji takova cela ¢isla = a y, ze

x2+5:y3.



