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Abstrakt

Abstrakt

Tato prace popisuje konkrétni ¢ast matematiky — Gaussova prvocisla, respektive teorii kolem Gausso-
vych celych ¢isel a jeji zdkladni véty. Kromé této problematiky fesi nékteré ¢asti teorie ¢isel (zv1asté
Legendreovy symboly) a komplexni ¢isla.

Gaussova celd ¢isla jsou komplexni ¢isla s celo¢iselnou redlnou a imaginarni ¢asti. V této mnoziné
muzeme definovat délitelnost obdobné jako v celych ¢islech. Pokud se hloubéji ponotime, zjistime, Ze
Gaussova ¢isla maji vlastnosti velmi podobné ¢islim celym, napr. véty o délitelnosti, nejvétsi spolecni
délitelé, Eukliduv algoritmus, Bezoutova véta, rozklad na prvocinitele a dalsi.

Za zminku stoji zvlast Euklidiv algoritmus, ktery je bézné zalozen na déleni se zbytkem. N&as
Euklidiv algoritmus, tak jak je popsan v této praci, je zalozen na podobnych zakladech, ale samotné
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nez v celych c¢islech, nemusime zabyvat.

Nasim cilem bylo krom dokazani vSech zékladnich vét i popsat tvar Gaussovych prvodéisel (v zavislosti
na bé&znych prvoéislech). Dokdzani takového faktu ndm zjednodusi hledani Gaussovych prvoéisel, protoze
velké mnozstvi béznych prvocisel zname. A krom toho nam problém rozhodnuti, zda dané Gaussovo ¢islo
je prvocislo, pfevadi na vice feSeny problém o rozhodnuti, zda je celé ¢islo prvocislem.

Gaussova ¢isla maji mnoho uplatnéni v bézné teorii ¢isel. Velmi jednoduse lze napiiklad zapsat dané
¢islo jako soucet dvou druhych mocnin pomoci rozkladu na Gaussovy prvocinitele. V zdvéru prace také
ukazujeme pouziti na jednom konkrétnim piikladé z letosniho ro¢niku matematické olympiady.



Resumé

Resumé

This work describes very concrete part of mathematics. Beside the main problem of Gaussian primes,
we have described some parts of number theory (especially Legendre symbols), complex numbers — we
have described whole basic theory — and at last Gaussian integers.

Gaussian integers are complex numbers with integer coefficients. In this set, we can define divisibility
like in common integers. If we will study deeply, we’ll find that Gaussian integers has the same properties
as ordinary integers, e.g. theorems about divisibility, greater common divisors, Euclid algorithm, Bezout
theorem, prime factorisation, etc.

One thing we’ve described unusual is Euclid algorithm, because standard Euclid algorithm requires
defined divisibility with reminder, which is useful just for it. Our Euclid algorithm is based on the same
as the ordinary one, but in a slightly different way.

Gaussian integers has also many appliances in common number theory. It’s very easy to write
a positive integer as a sum of two squares by factorisation to Gaussian primes. More powerful in these
cases is set of “integer” quaternions, because of Lagrange theorem (sometimes called Theorem of Four
Squares): Every positive integer can be written as a sum of four (or less) squares.

We would like to warn you, that Gaussian integers aren’t only one number set like this. Besides

Gaussian integers, there exists Eisenstein integers, which are defined as: a + bw, where a,b € Z and

w= _1+T“/§ That means one of the numbers, which satisfy the equation w® = 1.
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1. Vybrané kapitoly z teorie Cisel
1. Vybrané kapitoly z teorie cisel

V této kapitole bychom radi ¢tendfovi priblizili nékteré kapitoly z teorie cisel, které se bézné neuci
na stfedni skole a které budeme v dalSich kapitolach vyuzivat. VSechna obecné znama tvrzeni neuvadime
a nedokazujeme, mizete je nalézt i s dikazy v [2].
1.1. Kongruence

Def. Rikdme, Ze a je kongruentni s b modulo c pravé tehdy, kdyz a a b davaji stejny zbytek po déleni
¢islem c. Piseme a = b (mod ¢).

Véta 1.1.1 a=b(modm) <= FHe€Z:a=mt+b <= m|(a—0)

Dikaz této véty spolu s dalsimi vlastnostmi kongruenci naleznete v [2] od strany 178.

1.2. Kvadratické zbytky

Budeme-li zkoumat zbytky druhych mocnin celjch ¢isel po déleni néjakym ¢islem n snadno zjistime,
Ze mohou nabyvat jen nékterych hodnot. Které zbytky muzeme dostat snadno ovéfime, dosadime-li do
kongruence vSechny mozné zbytky a umocnime je postupné na druhou, napiiklad druhé mocniny mohou
modulo 8 nabyvat jen zbytky:

0°=0 (mod 8) 42=16=0 (mod 8)
12=1 52=25=1
22=4 6°=36=4
32=9=1 7?=49=1

Def. Necht n € N. Rikdme, Ze ¢islo a € {0,1,...,n—1} je kvadratickym zbytkem modulo n pokud existuje
celé ¢islo ¢ takové, ze ¢ = a(modn). V opacném piipadé nazveme ¢islo a kvadratickym nezbytkem

modulo n.

Krom modulu 8 jsou zajimavé jesté kvadratické zbytky vSech jednocifernych moduléi. Casto se daji
vyuzit v tlohéach z teorie ¢isel. Pfehledné je udava nasledujici tabulka:

3,4 0,1 7 0,1,2,4

5 0,1,4 8 0,1,4

6 0,1,3,4 9 0,1,4,7
p=1

Véta 1.2.1 Necht p je liché prvocislo, pak existuje pravé 5= nenulovych kvadratickych zbytki modulo p.

Diikaz: Vsechny nenulové kvadratické zbytky modulo p najdeme tak, ze vezmeme ¢isla 1,2,...,p—1 a
umocnim je na druhou. Uvédomme si, ze plati:

(x1 — x2)(z1 + 22

Tedy kvadraty dvou riznych ¢isel 21 a xo z mnoziny {1,2,...,p — 1} davaji stejny zbytek po déleni p
pravé tehdy, kdyz x1 = —zs. MUzeme tedy tato Cisla rozdélit do dvojic, podle kvadratického zbytku a
téchto dvojic je pak %.



1. Vybrané kapitoly z teorie Cisel

Primym dutsledkem véty 1.2.1 je tvrzeni, Ze existuje pravé % kvadratickych nezbytkt modulo
lichym prvocislem p.

1.3. Legendreovy symboly

Jesté si zobecnime definici kvadratického zbytku pro vSechna celd ¢isla logickym rozsifenim:

Def. Necht n € Z, pak celé ¢islo a nazveme kvadraticky zbytkem modulo n pravé tehdy, kdyz existuje
c€Z:c®=a(modn).

Def. Méjme liché prvocislo p a celé ¢islo a, pak ¢islo (%) nazyvame Legendreovym symbolem a definujeme
takto:

prop|a

—1 kdyz a neni kvadratickym zbytkem modulo p

(a { +1 kdyz a je nenulovym kvadratickym zbytkem modulo p
=<0
p)

Véta 1.3.1 Pokud a = b(mod p) pak ( ) = (9)

a
P p
Diikaz: Ziejmy.
Véta 1.3.2 (Eulerovo kritérium) Pro kazdé celé a a p liché prvoéislo plati: (%) =o' (mod p).

Diikaz: P¥ipad p | a je jednoduchy, zaméfim se tedy na piipad NSD(a,p) = 1. Podle malé Fermatovy
véty plati:

aP~!

1 (mod p)
p=1 p=1
(¢ +1)(az —1)=0 (mod p)
Tedy a7 = +1.
Je-li a kvadraticky zbytek pak plati, Ze existuje ¢ € Z takové, Ze ¢ = a tedy ' =l =1
(opét podle malé Fermatovy véty), tedy pro kvadraticky zbytek véta plati. Navic zddné jiné ¢islo kromé

”2;1 nenulovych kvadratickych zbytkt modulo p nemize spliiovat T 1= 0, protoze leva strana této

. . . p—1 , . s sx p—1 v o
kongruence je mnohoclen stupné 5= a proto ma tato rovnice nejvyse 5= kofenti modulo p. Tedy pro

kvadratické nezbytky plati: a7 = 1.

Véta 1.3.3 Nechf a,b € Z; p je liché prvodislo, pak plati: (%}’) - (ﬂ) : (g)

Diikaz: Podle véty 1.3.2 plati:

(%) =@ —a 0w = (2) - (2)

A protoze Legendreovy symboly mohou nabyvat pouze hodnot 0, 1 a —1 a zaroven jsou tato éisla
nekongruentni modulo p, pak z této kongruence vyplyva rovnost (%’) = (%) . (%)

Véta 1.3.4 Pro kazdé prvocislo p tvaru 4k + 1 existuje n € N takové, ze p | n? + 1.

Diikaz: Staci dokazat, ze ¢islo —1 je kvadraticky zbytek modulo p.
Spocteme si symbol:

<—1> S (1B o () L) o

Proto ¢islo —1 je kvadratickym zbytkem modulo p.



2. Komplexni ¢isla

2. Komplexni ¢isla

V této kapitole bychom chtéli ¢tenafi priblizit zéklady komplexnich Cisel.

2.1. Zavedeni komplexnich ¢isel

Def. Komplexnim ¢&islem rozumime uspotrddanou dvojici (a, b) redlnych éisel a a b. Mnozinu vSech kom-
plexnich ¢isel oznaéime C. Na komplexnich éisel definujeme relaci =

(a1,a2) = (b1,b2) <= a1 =b1 Aag = by,

operace + (s¢itani) a - (ndsobeni) nasledujicim zptsobem:

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, a2 + ba),
(a1,a2) - (b1,b2) = (a1by — azbz, arby + asby).

Znaménko - u operace nasobeni obvykle vynechdvame.

Véta 2.1.1 Pro vSechna komplexni ¢isla (a1, a2), (b1, b2), (c1,c2) plati:
(a17a2) (blvb2) (blvbQ) + (CLl,CLQ)

(a1,a2) + ((bl, ba) + (c1, Cg)) = ((al, as) + (b, bz)) + (c1,¢2)
(a1,a2) +(0,0) = (a1, az2)

(a1, a2) + (—a1, —az) = (0,0)

(a1,a2) - (b1,b2) = (b1,b2) - (a1, a2)

(01702) ((blabZ 01,02)) ( a1,a2 bl,bz)) : (01,02)
(al,ag) (1 0) (al,ag)

V(ar,a2) # (0,0) = (a1,02) - (%7, 5712 ) = (1,0)
(al,ag) . ((b17b2) + (61,62)) = (al,a2) (b1,b2) + (al,ag) . (01762)

Toto tvrzeni se snadno dokéze rozepsanim a vyuzitim vlastnosti redlnych cisel.

Zavedeme-li bijekci mezi ¢isly (a,0) a a (kde a € R), zjistime, Ze mnoZina komplexnich ¢isel tvaru
(a,0) méa stejné vlastnosti jako mnozina vSech redlnych ¢isel. Proto miZeme tyto dvé mnoziny prohlésit
za totozné a budeme psat (a,0) = a.

Def. Komplexni ¢islo (0, 1) nazyvame imagindrni jednotkou, obvykle znadime i.
Véta 2.1.2 Kazdé komplexni ¢&islo (a, b) lze zapsat jako a + bi.
Diikaz: Vyplyva z jednoduchého rozepsani komplexniho c¢isla:
(a,0) =(a,0)+ (0,0) =a-(1,0)+b-(0,1) =a+bi
Uvédomme si, ze i2 = (0,1) - (0,1) = (—1,0) = —1. Pak dvé komplexni ¢isla mtizeme nasobit jako
dvojcleny:
(a4 bi)(c+ di) = ac + bei + adi + bdi® = (ac — bd) + (be + ad)i

Podobné také mizeme dvé komplexni ¢isla délit (respektive hledat ¢islo inverzni k néjakému nenu-
lovému komplexnimu ¢éislu):

I a—bi a—bi a -b

a+bi  (a+bi)(a—bi) a2+b2> a2 +b2 Jra2—|—b2Z

Tento postup nazyvame usmérnovdni komplexniho zlomku.
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2. Komplexni ¢isla

Def. Necht z = a+bi je komplexni éislo. Pak realné éislo a resp. b nazyvame redlnou édsti ¢isla z (piSeme
R(z) = a) resp. imagindrni ¢dsti ¢isla z (piSeme J(z) = b).

Plati Vz € C: z = R(2) + S(2) - 4.
Déle si uvédomme, ze kazdé redlné ¢islo a, lze zapsat jako a + 0i, to znamend, ze Va € R : R(a) =
aAS(a)=0.

Def. Komplexni ¢islo, které mé nulovou redlnou a nenulovou imaginarni ¢ast nazyvame ryze imagindrni
¢islo. Komplexni ¢islo, které ma nenulovou imaginarni ¢ast pak pouze imagindrni cislo.

2.2. Absolutni hodnota, goniometricky tvar komplexniho ¢isla

Def. Necht z € C,z = a + bi, pak komplexni ¢islo Z = a — bi nazyvame ¢islem komplezné sdruZengm
s Cislem a.

Plati z =z <= 2 € R. Snadno ovéfime, protoze z € R <= $(z) = 0 a (z) = —(Z). Pokud
tedy ma platit z = Z pak J(z) = —3(2) = S(z) = 0 a naopak.

Def. Necht z € C, z = a + ib pak redlné ¢islo |z| = va? + b? nazyvdme absolutni hodnotou &isla z.
Véta 2.2.1 Necht z € C pak plati: 2] =2-Z
Diikaz: Necht 2 = a + ib, pak Z = a —ib a z - Z = (a + ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a® + b = |z|*.

Véta 2.2.2 (goniometricky tvar komplexniho ¢&isla) Pro kazdé komplexni ¢islo z existuje redlné
¢islo ¢ takové, ze plati:
z = |z|(cos ¢ + isin )

Diikaz: Necht z = a + bi, kde a,b € R. Pak |z| = va? + b? a protoze plati a < |z, pak existuje ¢ takové,
7e |z| - cos p = a. Navic pro takové ¢ plati |z| - sin p = b, protoze:

122 = a? + b2

|22 (cos? o + sin® @) = a® + b

(|2 cos )2 + (|z| sin)? = a® + b
(|2 sin ¢)? = b?

zlsinp =10
'

V dikazu jsme navic ukézali, jak se takové ¢islo ¢ da najit.

Tomuto ¢islu fikadme argument Cisla z (piSeme arg(z)). Je zndmo, Ze takovych ¢isel je vic, protoZe
funkce sinus a kosinus jsou periodické a maji periodu 2w, proto pokud néjaké ¢islo ¢ spliiuje zadéani
pak i vSechna cisla, kterd dostaneme prictenim nebo odec¢tenim nasobku 27 jsou také vyhovujici. Proto
obvykle hleddme ¢, které lezi v intervalu (0, 27). Takové ¢islo pak nazveme hlavnim argumentem &isla z
(piSeme Arg(z)).

Véta 2.2.3 (nasobeni a déleni é&isel v goniometrickém tvaru) Nechf a = |a|(cosp + isingp) a
b = |b|(cos 1) + isine)) jsou dvé komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru, pak plati:

ab = |al[b] (cos (¢ +¢) + isin (¢ +¢))
a |al

g:m(cos(wf¢)+ism(¢*w))

Tuto vétu snadno dokazeme pomoci nasledujiciho lemmatu:
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2. Komplexni ¢isla

Lemma. cos(a + ) + isin(a + 8) = (cos a + isin a)(cos 8 + i sin ()
Dukaz: Podle sou¢tovych vzorci plati:

cos(a + 8) = cosarcos 3 — sinasin § = cos a cos 3 + i sin asin 3

sin(a + ) = sina cos B + cos asin 3
Jednoduchym rozepsanim pak dostavame:

cos(a + B) 4+ isin(a 4 B) = cosacos 3 + isinacos 3 +icosasin 3 + i sin asin f =
= (cosa + isina)(cos § + isin f)

A nyni se muzeme vratit k dikazu véty 2.2.3:

ab = |a|(cos ¢ + isin) - [b](cosp + isiny) = |a|[b|( cos (¢ + ¥) + isin(p + 1))
a_ |a(cos p +ising) |a| (cosp+isinp)(cosy) —isingy)
b |b|(costp +isinty) b (cos21p + sin? ¢)) B

lal
[b]

_lal

R (cos p + isinp)(cos(—1) + isin(—v)) =

- (cos(p — ) +isin(p — )

Véta 2.2.4 (Moivreova véta) Necht z = |z|(cosp + isiny) je goniometricky tvar komplexniho éisla
z pak pro kazdé n € N palti:

2" = |z]"(cosngp + isinnep)

Dikaz: Matematickou indukei:
I. n = 1 Plati trivialné.
II. Prepokladejme, ze 2™ = |z|™(cos ny + isinnyp) pak:

2" = 2" 2 = |2]"(cos np + i sinny) - |z|(cos ¢ + isin p)

Coz podle piedchozi véty je prave |z|" 1 ( cos(np+p)+isin(np+¢)) = |z (cos(n+1)p+isin(n+1)p).

Moivreova véta lze zobecnit i pro libovolnou celou mocninu. Staéi si uvédomit, ze pro n = 0 plati
2% = [2° - (cos0 +isin0) = Lapron < 0: 2" = (271) " az7t = L je podle véty 2.2.3: |2|7?
(cos(—¢) + isin(—¢)) a nyni uz mizeme pouzit Moivreovu vétu pro pfirozené —n: 2" = (z71) " =

|Z‘71)7n - (cos(—n)(—¢) + isin(—n)(—¢)) = |z|" - (cos ny + isinny).

2.3. Gaussova rovina

Komplexni ¢isla jsou usporadané dvojice ¢isel redlnych, mtze ndm to tedy pfipomenout souradnicovy
systém v roviné. Muzeme tedy zavést bijekci mezi vS§emi komplexnimi ¢isly a vSemi body v roviné.

Méjme rovinu s kartézskym soufadnym systémem. Komplexnimu ¢islu a = ay + ias prifadime bod
Alaz, az] roviny a naopak. Tuto rovinu pak nazveme Gaussovou rovinou. Osu x Gaussovy roviny nazveme
redlnou osou (zna¢ime R) a osu y imagindrni (znac¢ime ). Podle vyse uvedené bijekce budeme komplexni
¢islo nazyvat jak komplexnim ¢islem, tak bodem Gaussovy roviny.

Def. Bod O = 0 + 0i nazveme pocdtkem Gaussovy roviny.

10



2. Komplexni ¢isla

Nasledujici obrazek ukazuje geometricky

S

vyznam nékterych vlastnosti koplexnich ¢isel.

(=l

Otoceni kolem pocatku

$V

Def. Zobrazeni f : C — C, f(z) = z - a, kde a € C je takové komplexni ¢islo, které lze zapsat ve tvaru
a = cos « + 1 sin a, nazveme otocenim kolem pocatku o thel a.

Toto otodeni je zfejmé shodné s otofenim, jak je zndme z planimetrie, nebot:

z = |z|(cos ¢ + isin @)

z-a=|z|(cosp +isinp) -

QY

(cosa + isina) = |z|(cos(p + a) + isin(p + a))

P+«

)

R

Otoceni o +7 je vlastné nasobeni ¢islem

+i, o  (neboli stfedova soumérnost) je ndsobeni ¢islem —1.

Obdobné se daji definovat i dalsi zobrazeni, kterd zndme z planimetrie.
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3. Celad komplexni ¢isla
3. Cela komplexni cisla

Def. Mnozinu vSech komplexnich ¢isel a+ib takovych, ze a, b € Z, nazyvime mnozinou vsech komplexnich
celych ¢isel nebo také mnoZinou vsech Gaussovych celych éisel (tuto mnozinu budeme znaéit Z[i]).

Cel4d komplexni ¢isla jsou rozsifenim celych ¢isel, nebo také zizenim komplexnich.

3.1. Délitelnost v celych komplexnich ¢&islech

Mnozina Z[i] je uzaviend viéi operacim +, — a -. Obdobné jak celd ¢isla v8ak neni uzaviend vici
operaci /, napfiklad:
141 14+4)(241 1+3¢ 1 3, ,
(@) 148 18,
2—i  (2—-9)(2+479) 5 5 5

Proto ma, obdobné jako v celych ¢islech, smysl definovat délitelnost.

Def. Pro a,b € Z[i] fikdme, Ze a | b pravé tehdy, kdyz existuje ¢ € Z[i] takové, Ze a - ¢ = b.
Véta 3.1.1 (Zakladni vlastnosti délitelnosti) Pro vSechna a, b, ¢ € Z[i] plati:

albAb|c = alc
albhalc = a|b+cAhalb—c
c#0 = (a|b < ac|bc)
albAb#0 = la| < D]

Diikaz: Tvrzeni 1 az 3 se snadno dokaze rozepsanim z definice obdobné jako v celych ¢islech. Podrobnéji
se budeme vénovat ¢tvrtému tvrzeni, protoze se lisi od bézné teorie ¢isel v celych ¢islech.

Jestlize a | b, pak existuje ¢ takové, Ze ac = b, tedy podle véty (2.2.3) plati i |a| - || = |b|. A protoze
b#0pakic#0, b #0a|c|#0. Protoze |c| > 0 a ¢ € Z[i], pak |c| > 1. Z toho plyne, Ze |b| > |a].

V pfirozenych ¢islech je délitelnost nejjednodusi, protoze kazdé ¢islo n (vyjma jednicky) mé préve
dva nevlastni délitele (tj. takové, které vzdy musi mit) a to jsou 1 a n. V celych &islech se nam situace
komplikuje a ¢islo n mé ¢ty¥i nevlastni délitele: —1, 1, —n a n (samozfejmé kromé éisel 1 a —1, kterd
maji pouze dva).

vvvvvv

osm: 1,2, —1, —i, n, in, —n a —n.

3.2. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spoleény nasobek
Def. Spoleénym délitelem komplexnich celych ¢isel a a b nazveme takové c € Z[i], ze c|a A c|b.

Kazda dvé ¢isla maji spoleéné délitele éisla 1, 4, —1 a —i. Tato ¢isla maji v mnoziné Z[i] stejné
postaveni, jako ¢islo 1 v mnozin€ N, proto je budeme nazyvat jednotkami a definujeme mnozinu U =
{1,i,—1, —i} a obecné budeme znacit jeji prvek w.

Nésobeni éislem u neovlivni délitelnost, protoze Yu; € U Juy € U : ujug = 1. A navic Va € Zli],a &
U:afuhu]a.

Def. Cisla a a b nazveme shodnymi pravé tehdy, kdyz Ju € U : a = ub.
Necht a a b jsou dvé shodnd ¢isla pak zfejmé plati: Ve € Z[i] : ¢|a <= clbaa|c < b]c.
Pokud budeme mluvit o jednoznacnosti vzhledem k délitelnosti, budeme vzdy mluvit o shodnosti

takovych cisel.
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3. Celad komplexni ¢isla

Pfimym dtsledkem véty 3.1.1.4 je tvrzeni: Va,b € Z[i] : a|bAb|a <= a a b jsou shodna.

Def. Nejvétsim spoleéngm délitelem komplexnich celjch éisel a a b nazveme takové ¢ € Zli], ze ¢ je
délitelné kazdym spole¢nym délitelem &isel a a b. Budeme znacit ¢ = N'SD(a,b).

Def. Spoleéngm ndsobkem komplexnich celych ¢isel a a b nazveme takové ¢ € Z[i], ze a|c A b | c.

Kazda dvé ¢isla a, b maji spole¢né nasobky napft. ¢isla ab, iab, —ab, —iab. A navic, pokud je néjaké
¢islo ¢ spoleénym nasobkem c¢isel a a b pak i libovolny nasobek ¢isla ¢ je spoleénym nasobkem c¢isel a a b.

Def. Nejmensim spoleéngm ndsobkem komplexnich celych ¢éisel a a b nazveme takové ¢ € Zli], Ze ¢ déli
libovolny spoleény nasobek ¢isel a a b. Budeme znadit ¢ = NSN(a,b).

Napiiklad spole¢nym nasobkem ¢isel 2 a 3+ i je ¢islo 4 —2i, nebot 4 —2i = 2-(2—14) = (3+14)(1 —1).
Dalsi spole¢ny nasobek je ¢islo 10 = 2-5 = (3 +4)(3 — ). Vsimnéte si, ze 4 — 2¢ d&li 10 a jejich podil
je 2 +i. Cislo 4 — 2i je totiZz nejmensim spole¢nym néasobkem &isel 2 a 3 + i. ProtoZe 2 /3 + i a naopak
a nejmensim (podle absolutni hodnoty) dalsim moZnym nésobkem ¢isla 3 + i je pravé 4 — 2, pomoci
véty 3.1.1.4 snadno ukazeme, Ze nejmensi spoleény nasobek je mimo jiné také nejmensi podle absolutni
hodnoty.

Jejich spoleénym délitelem je napf. ¢islo 1+ 4, protoze 2= (1+i)(1 —i)a3+i=(1+4)(2—1i). A
navic je toto c¢islo i jejich nejvétsim spoleénym délitelem, protoze ¢islo 2 je délitelné pouze jednotkovymi
nasobky ¢isel 1,1+ a 2. A protoze 2 /3+¢ a 1|1+ 4. Obdobné jako u nejmensiho spoleéného nasobku
i nejvétsi spolecny délitel je nejvétsi podle absolutni hodnoty.

3.3. Obdoba Euklidova algoritmu a Bezoutovy véty
V této kapitole ukazeme, jak se d& najit nejvétsi spolecny délitel a také jeho jednoznacénost.

Eukliduv algoritmus

Hledejme N'S8D(a,b), kde a,b € Z[i]. Bez tjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze |b| < |a].
Uvazujme ¢isla ub pro kazdé v € U. Predstavime-li si tato ¢isla jako vektory v Gaussové roviné, pak jsou
dvojice b, ib; ib, —b; —b, —ib a —1ib, b dvojicemi na sebe kolmych vektort a ¢isla b, ib, —b, —ib tvori vrcholy
¢tverce, ktery méa stied v poc¢étku (viz obrazek).

Vektor a pak svira s jednim z téchto ¢isel tihel v < 7 (snadno ukazeme pomoci Dirichletova principu).
Uvazuji-li trojihelnik, ktery ma jeden vnitini thel mensi nebo roven 7, pak strana proti tomuto thlu
je urc¢ité kratsi nez nejdelsi strana tohoto trojihelniku (napf. ze sinové véty, za pfedpokladu, Ze funkce
sinus je rostouci na intervalu <0, g))

Proto mizeme Fict, Ze existuje takové u € U, ze |a — ub| < |al.
S

—b

—ib

ﬁv

b

Cisla b a a — ub maji stejného nejvétsiho spoleéného délitele jako ¢isla a a b, protoze:
Vd € Z[i],d|b : dla <= d|a — ub

Zvolime {ay, b1} = {b,a — ub} tak, aby znovu platilo |b1]| < |a;|. A opakujeme postup tak dlouho, dokud
jedno z ¢isel nevyjde nula. To se zcela jisté stane, protoze absolutni hodnoty ai,b; klesaji a mohou
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3. Celad komplexni ¢isla

nabyvat jen nékterych diskrétnich hodnot (druhd mocnina je vZdy nezdporné celé éislo). Proto se diive
nebo pozdéji dostanu k ¢islu 0.

Nejvétsim spoleénym délitelem nuly a nenulového disla b, je ¢islo b,, protoze nula je délitelnéd
libovolnym z € Z[i]. Takové b,, pak je i nejvétsim spoleénym délitelem éisel a a b.

Véta 3.3.1 (Bezoutova véta) Va,b € Z[i| 3k,l € Z[i] : ka+ b = NSD(a,b)

Diikaz: Vyplyva z Euklidova algoritmu, budeme-li postupovat v opacném poradi.

Vyjadiime N'SD(a, b) nejdiive jako a, + ub, a pak za a,, respektive b,, budeme dosazovat z pied-
chozich vztahi. Budeme-li postupovat dél, z kazdé rovnice jsme schopni spocitat dalsi (jeden) ¢len. A
po konecném poctu krokt se dostaneme k vyjadieni nejvetsiho spolecného délitele pomoci cisel a a b.

Vsichni spole¢ni délitelé jsou po dvou shodné ¢isla. Toto tvrzeni mizeme dokézat sporem. Pfedpo-
kladejme, ze existuje takova dy,dy € Zli], Zze dy fd2 nebo ds fd; a zaroveii jsou obé nejvétsim spoleénym
délitelem a a b. Proto d; a ds jsou spolec¢ni délitelé a navic nejvétsi spolec¢ni délitelé ¢isel a, b. Musi tedy
platit, ze d; i ds se déli navzajem — spor.

Timto jsme ukézali jednoznacnost nejvétsiho spole¢ného délitele.

Def. Cisla a,b € Z]i], pro kterda NSD(a,b) € U, nazyvame nesoudélnd.
Véta 3.3.2 Necht a,b,c € Z[i) ANSD(a,b) € U pak plati: a | bc = a]c.
Diikaz: Podle véty 3.3.1 existuji ¢isla k,l € Z[i] a u € U takova, ze u - NSD(a,b) = 1 = ka + Ib.

Vynéasobime-li tuto rovnost ¢islem ¢, dostavame ¢ = kac + lbc a protoze a | kac A a | lbe (a | be) tak musi
delit i jejich soudet, tedy a | c.
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4. Gaussova prvocisla

Def. Cislo z € Z[i], které ma pouze nevlastni délitele, nazveme prvocislem v komplexnich celijch ¢islech
nebo také Gaussovym prvocislem.

Protoze se nadale budeme zabyvat i béZznymi prvocisly, upfesnime jesté trochu nazvoslovi. budeme-li
mluvit o béZném prvodisle, mame tim na mysli prvoéislo v Z (tj. takové kladné ¢islo, které m4 praveé dva
kladné délitele). V druhém p¥ipadé prvocislo v Z[i] budeme vzdy nazyvat Gaussovo prvocislo nebo jen
prvocislo. Mnozinu vSech béznych prvocisel budeme znacit P a mnozinu vsech Gaussovych prvocisel Pg.

Néktera Gaussova prvoéisla: 1+, 1 —4, -1 —4, =144, 3, 3i, =3, =34, 2+14,2 — 14, ...

4.1. Vlastnosti Gaussovych prvocisel

Pokud p [ a, pak NSD(a,p) € U, protoze kdyby to tak nebylo a NSD(a,p) bylo n&jaké d pak plati
d|ptj. de{l,i,—1,—i,p,—p,ip, —ip}. A protoZe p fa, pak p fd a dostavame to, co jsme chtéli.

Véta 4.1.1 Cislo p € Z[i] je Gaussovo prvoéislo pravé tehdy, kdyz Ya,b € Z[i] : p|ab = p|aV p|b.

Dikaz: Nejdrive dokazeme implikaci zleva doprava:

Rozebereme dva p¥ipady: p | a pak je implikace trividlng splnéna. Pokud p fa pak NSD(p,a) €U a
proto pro p, a a b plati véta 3.3.2 tj. p | b.

Nyni budeme pfedpokladat, ze pro n&jaké p € Z[i] plati Va,b € Z[i] : p| ab = p|a V p|b. Dikaz
povedeme sporem: predpokladejme, ze existuje néjaké d tak, ze d je vlastni délitel ¢isla p. Proto existuje
¢ € Z[i] takové, Ze ¢ - d = p a navic ¢,d € U, tak p nedéli ani ¢ ani d, ale p déli jejich soudin a dostavame
Spor.

Tim dostavame ekvivalentni podminku prvociselnosti a také velmi dilezitou vlastnost prvocisel.

Véta 4.1.2 (Véta o rozkladu ¢isla na prvoéisla) Kazdé Gaussovo celé ¢islo riizné od jednotky a od
nuly Ize napsat jako sou¢in Gaussovych prvocisel.

Diikaz: Vétu budeme dokazovat indukci vzhledem k druhé mocniné absolutni hodnoty. Méjme ¢islo a a
|a| necht je jeho absolutni hodnota.

L. |a|? = 2 Tuto podminku spliiuji ¢isla 1 + i, 1 — i a jejich u-nasobky. Tato &isla jsou prvoéisla a proto
je netfeba rozkladat.

II. Pfedpokladejme, Ze viechna ¢isla s druhou mocninou absolutni hodnoty mensi nez |a|? jdou rozlozit
na soucin prvoéisel. Cislo a bud je prvoéislem, pak je rozklad jasny, nebo neni prvoéislem, pak existuje
néjaky jeho vlastni délitel d a podil ¢ tak, aby ed = a. Navic |c| i |d| je mensi neZ |a| takZe pro né plati
indukéni predpoklad, a proto i ¢islo a umime rozlozit na soucin prvocisel.

Véta 4.1.3 Existuje nekone¢né mnoho Gaussovych prvocisel.

Diikaz: Sporem. Predpokladejme, Ze existuje konecné mnoho Gaussovych prvocisel. Oznacme je p1, po,
..y Dk, kde k € N. Uvazujme ¢islo a = p1ps...px + 1. Toto ¢islo neni délitelné zadnym prvocislem,

pokud by tomu bylo jinak, pak 3i € 1,2,....k :p; |a = p; | a — pip2...pk, dostdavame p; | 1, coZ je

spor. Ale podle pfedchozi véty ¢islo a 1ze rozlozit na prvocinitele = spor.

4.2. Tvar Gaussovych prvocdisel

Véta 4.2.1 Cislo z € Z[i] je Gaussovym prvocislem pravé tehdy, kdyz nabyva jednoho z téchto tvarti:
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4. Gaussova prvocisla

_ Ja+ib a®+b? je bézné prvocislo a a,b # 0
z = . w2 w7 . . o ‘10
up u € U a p je bézné prvocislo, které nelze zapsat jako soucet dvou kvadrata
Diikaz: Rozdélime si problém na dva piipady: I. z =a+ibAa,b# 0 all. z =ua,u € Y.
I. z = a+ bi: Uvazme ¢islo zZ € Z a jeho rozklad na bézna prvocisla. Pak z déli jedno z téchto prvocisel.

Necht p je toto prvoéislo a © = 2,2 = ¢ + id. Plati p = zz = (ac — bd) + i(ad + bc) proto:

PR

ad+bc=0
ad = —bc
a_ <
b —d

Posledni tpravu si muzeme dovolit, protoze a,b # 0 Ap # 0 a proto i ¢, d # 0.
Zlomek ¢ je v zékladnim tvaru, protoze kdyby nebyl a existovalo by né&jaké celé k | a Ak | b, ale
takové k déli i z, coz je spor s prvociselnosti ¢isla z. Proto plati: 3k € Z : ¢ = ka A —d = kb.

2x=p
a-ka—b-(—kb)=p
k(a® +b%) =p

A protoze a® + b2 > 2 (2 € Pg) pak k =1 tj. p = |z|*.

Jesté druhou implikaci: Mé&me bézné prvocislo p = a? + b?. Pak p = (a + ib)(a — ib). Uvazujme
néjaké Gaussovo prvodcislo z | a+ib pak i z | p tj. z = a £ ib. Proto ¢isla a £ ib jsou Gaussovska prvodisla.

II. Pokud z = up, pak mohu misto z uvazovat p, co se tyce délitelnosti. A protoZe neexistuje zadné ¢islo,
které ma nulovou redlnou nebo imaginarni ¢ast a déli éislo p (z diivodu, Ze p je obyéejné prvocislo), jediné
¢islo, které by mohlo délit p je Gaussovo prvocislo predchoziho tvaru, ale to by p muselo byt souctem
dvou kvadrati — spor. Vsechny tvahy se daji i obratit, a proto je véta dokdzana.

Véta 4.2.2 Kazdé bézné prvocislo tvaru 4k + 1 lze zapsat jako soucet dvou kvadrata.

Diikaz: Podle véty 1.3.4 plati, ze kazdé takové prvocislo déli néjaké n? + 1. Uvazujme rozklad &isla
n?+1=(n+i)(n—1i). Jak n+ i tak n — i nemtize byt délitelné Zzddnym Gaussovym prvoéislem tvaru
up, kde p je b&zné prvodislo (které nelze zapsat jako soucet dvou druhych mocnin) a u € U, protoZe pak
by bylo délitelné i prvocislem p tedy "=t € Z[i]:

+ 1 1
Pty lier)] = -ez
P p P P

COZ je spor.

Cisla n + i jsou tedy délitelnd pouze Gaussovymi prvoéisly z takovymi, ze |z|? je b&zné prvocislo.
Takze v rozkladu ¢isla n? + 1 na Gaussovy prvoéinitele se nachazi jen tato prvoéisla, navic ke kazdému
je tam i komplexné sdruzené, protoze pokud z | (n £ 4) pak Z | (n F ). KdyZ vyndsobime dvé komplexné
sdruzend prvocisla, vyjde ndm bézné prvocislo, které lze zapsat jako soucet dvou druhych mocnin. Tedy
n? 4+ 1 je délitelné pouze prvocisly, které lze zapsat jako souéet dvou druhjch mocnin. Mé&jme prvoéislo
tvaru 4k + 1 (k € Z), pak déli n? + 1 a lze ho tedy zapsat jako sou¢in dvou druhych mocnin.

Lemma. Bézné prvocislo lze zapsat jako soucet dvou kvadrat pravé tehdy kdyz neni tvaru 4k + 3.

Dukaz: Prvocisla tvaru 4k neexistuji. Prvocisla tvaru 4k + 1 jdou zapsat jako soucet dvou kvadratt podle
véty 4.2.2. Tvaru 4k + 2 je pouze dvojka a 2 = 12 4+ 12. A &islo tvaru 4k + 3 nelze zapsat jako soucet
dvou kvadratl, protoZze kvadratické zbytky modulo 4 jsou 0 a 1. A Zddnym souctem dvou z téchto ¢isel
nedostaneme 3.
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Vétu 4.2.1 1ze tedy ekvivalentné formulovat takto:

Cislo z € Z[i] je Gaussovym prvoéislem pravé tehdy, kdyz je jednoho z téchto tvarti:

L_la +ib  a® 4+ b% = p, kde p je bé&zné prvodislo tvaru 4k + 1, nebo 2
up u € U a p je bézné prvocislo tvaru 4k + 3

4.3. Vyuziti Gaussovych prvocdisel
Gaussova prvocisla maji mnohé vyuzti v bézné teorii ¢isel, pro ukdzku zde uvadime vétu:

Véta 4.3.1 Celé ¢islo a, které 1ze zapsat jako soucin dvou ¢isel b, ¢ takovych, Ze je 1ze zapsat jako soucet
dvou kvadratii, 1ze zapsat jako soucet dvou kvadratii.

Diikaz: Necht b = b2 + b3 a ¢ = ¢ + 3. Pak plati:

a=b-c=(b]+3)(cF +c3) = (by +iba)(by — iba)(c1 + ica)(c1 —ic2) =
= ((bl + ibg)(01 + iCQ)) ((bl — ibg)(cl — iCQ))

Coz je soucin dvou komplexné sdruzenych ¢isel z =z +iy a 2 = o — iy: a = 2Z = 22 + y°.
A jeden priklad:

Piiklad: (Matematickd olympidda 55. ro¢. A-I-6)
Najdéte vSechny uspofadané dvojice (x,y) pfirozenych ¢isel, pro néz plati

2?2 +y* = 2005(z — y).

Reseni: Nejdiive si zadanou rovnici upravime a vynasobime ¢tyifmi.

L 2005 2+ | 2005 272 20052
2 YTy ) T

(22 — 2005) + (2y + 2005)? = 2 - 20057

Rozlozime si é&islo 2 - 20052 na Gaussova prvodisla:
220057 = (1 +4)(1 —i)(2+4)*(2 — 9)%(20 +4)%(20 — i)?

Snazime se vyjadfit ¢islo 2 - 20052 jako soudet dvou kvadrati, neboli jako soucin dvou komplexné sdru-
zenych Gaussovych ¢isel. Aby néjaka dvé Cisla byla komplexné sdruzend musi se v jejich rozkladu na
prvoéisla nachazet komplexné sdruzené éisla. Proto rozdélime prvocinitele éisla 2 - 20052 do komplexné
sdruzenych dvojic a z kazdé vybereme jedno ¢islo. Vybrand cisla pak vynasobime a dostaneme takové
¢islo a +ib, ze a® +b% = 2-20052. Tzn. nemusime ani poéitat druhy soucin, ba co vic, viechna é&isla tvaru
u-(a+1b), kde u € U, ndm daji stejné dvojice druhych mocnin. Proto si miZzeme poéitdni velmi urychlit.

Uvédomime si, ze 1 +¢ =14 - (1 — i) takze vybér v dvojici 1 + 4,1 — i nebude mit na vysledek efekt.
Dale si mizeme jesté jedno cislo zvolit za konstantni, protoze jinak bychom ke vSem soucintim dostali i
komplexné sdruzend Cisla.

Bude ndm stacit spocitat ,,jen“ Sest soucini:

(I+4)(2+14)(247)(20 4+ 7)(20 4+ i) = —679 + 27537
(1+4)(241)(2—1)(20 4+ 7)(20 + 1) = 1795 4 2195¢
(1+2)(2414)(2+14)(20 +i)(20 — i) = —401 + 2807
(1+14)(2414)(2 —1%)(20 + i)(20 — 7) = 2005 + 2005¢
(I1+4)(2+14)(241)(20 —4)(20 — 3) = —119 + 2833:
(1414)(2 +4)(2 — 1)(20 — 7)(20 — i) = 2195 4 1795i
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Vsechny neuspotadané dvojice pfirozenych &isel (a,b) takovych, Ze a? + b% = 2 - 20052 jsou tedy:
(119,2833), (401,2807), (679,2753), (1795,2195), (2005,2005) Na dvojici (2005,2005) mizeme s kli-
dem v dusi zapomenout, protoze vime, Ze y je prirozené tedy 2005 + 2y > 2007. Tato nerovnost ndm
také tika, které ¢islo z dvojice pritadime k 2005 4 2y a které k 2005 — 2z. Déle nesmime zapomenout, Ze
¢islo 2005 — 2z mize byt i zaporné a pak nam zbude jen dopocitat feSeni.

Uloha mé celkem osm FeSeni: (z,y) € {(1062,414), (943,414), (105,95), (1900,95), (663,374),
(1342,374), (802,401), (1203,401)}
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