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Priklad 1. Dokazte, Ze pFirozené ¢islo p je prvocislo pravé kdyz p déli (p — 1)! + 1.

Reseni: Uvazme polynom zP~! — 1. KdyZ do né& budeme dosazovat postupné zbytky 1,2,...,p — 1
dostaneme pokazdé ¢islo délitelné p. Postupné si vyjadiime 2P~ pomoci kofenovych éiniteld z — 1,2 —
2,...,2— (p—1). Z déleni polynomii se zbytkem 2P~! = (x — 1)qy(x) + 71, kde nutné p | » — 1. Déle
postupujme indukef necht 2P~! = (z — 1)(x — 2) -+ (z — k)qx(z) + r(z), kde p déli vSechny koeficienty
polynomu ry (). Pak qi(z) = (x —k — 1)qrr1(z) + sg+1, kde opét p musi délit s41 (aby (k+1)P~1 =1
(mod p), za rgy1 polozime (x — 1)(z —2) -+ (x — k)sk4+1 + rx(z) a opét p déli vSechny koeficienty ry41.
Nakonec dostaneme zP~! = (x — 1)(z — 2)---(x — p+ 1) + rp_1(x) (rozmysli si, Ze g,—1 musi nutné
opravdu byt 1) a porovnanim absolutnich ¢lenti dostavame prave (—1)P 1 (p+1)! = —1 (mod p), coz
pro p liché d4 pozadované a pro p = 2 také, nebof —1 =1 (mod 2). Zbyva pa¢né implikace, pokud
p = cd je slozené, 7e ¢,d > 1. ¢ | (p—1)! protoze se v ném piimo vyskytuje, tj. nemtze platit (p —1)!+1
je nasobek n, protoze je s ¢ nesoudélné.

Priklad 2. Dokazte, ze pro kazdé n € N lze z éislic 1,2 sestavit n-ciferné ¢islo, které je délitelné 2.

Re$eni: Budeme postupovat matematickou indukci. Prvné pro n = 1 Ur¢ité 2 | 2. Ptedpokladejme
tedy, Ze pro n— 1 existuje a,_1 n— 1-ciferné ¢islo, ze 2" ~1 | a,,_; slozené jen z cifer 1,2. Nutné musi platit
an—1 = 0 nebo a,—1 =2""1  (mod 2"). Pfitom 10"~ = 2”71 (mod 2)". Tedy pokud nastane prvni
moznost, tak k a,_; pfiddme na zaéatek dvojku, pokud druh4, tak jedni¢ku — tj. a, = 10" ! +a,,_1 =
2n=l 4 2n=1 =0 (mod 2").

Mizete si rozmyslet, ze néco podbodného bude platit i pro mocniny ¢isla 5, jen budete potfebovat
pét cifer misto dvou (rozmyslete si, které to jsou).

P¥iklad 3. Dokazte, ze soucin dvou &isel tvaru a? + ab + b? (pro a,b € Z) je opét tohoto tvaru.

Reseni: Odvodime identitu platnou v télese komplexnich ¢isel. Nechf w je kofen polynomu 22 + x + 1,
rozmysli si, Ze i w? bude kofen tohoto polynomu. Pak (a — wb)(a — w?b) = a® + ab + b>. Rozndsobime
ted zavorky:

(a —whb)(c—wd) =2z —wy

Za w? mtzeme dosadit —1 —w, tedy nadm vyjdou né&jaka cela ¢isla x a y. Posledni, co si musime uvédomit
je, ze pak i
2 2N 2
(a —w?b)(c —w?d) =z — w?y
nebot w i w? ma stejné algebraické vlastnosti, vlastné bychom jen zopakovali pFechozi v§podet. Nutné
pak vynasobeni téchto dvou rovnosti:

(a® + ab+b?)(? + cd + d*) = (2 + 2y + y?)
Kdybychom vypocty opravdu provedli (coz se ndm samoziejmé nebude chtit, kdyZ to délat nemusime)

dostali bychom:
x =ac—bd

y =bc+ ad + bd
Priklad 4. Najdéte vSechny dvojice prirozenych Cisel x,y, pro ktera plati:
zx+1)(z+2)(x+3) = y?

Reseni: Neuvedeno.

Priklad 5. Rozhodnéte, zda existuji takova pfirozend ¢isla x,y, Ze Cisla x + vy, 22 + y a x + 2y jsou
vsechna druhé mocniny pfirozenych ¢isel.

Reseni: Nejdifve ozna¢me étverce v poradi, jak jsou v zadani a2, b? a c2. Podivejme se na ¢islo 3(x +y):
362 =3(x+y) = 2z +y)+ (z +2y) =b* + 2

Podivejme se ted na rovnici 3a? = b? + ¢? a dokazme, 7ze nem4 zadné feseni a, b, c.



Rozdélme si piipad na a je sudé a a je liché. Prvné a je sudé a necht a = 2™r, kde r je liché (takovy
rozklad existuje z jednozna¢ného rozkladu na prvoéisla). Pak 4™ | 3a2, tj. 4 | b*> + ¢? a z kvadratickych
zbytkt modulo 4 dostaneme b = 20’ a ¢ = 2¢ pro néjaké b’,¢’ € N a miZeme celou rovnici pokratit
¢tyfmi, tj. polozme jesté a’ = 2™ 1r a dostaneme opét 3a’? = b'? + ¢2. Indukci doléi dojdeme az k
m =0 a a je liché.

Je-li a liché, tak 32 =3 (mod 4) a dostavame rovnou b? + ¢ =3 (mod 4) coZ je rovnou spor s
kvadratickymi zbytky modulo 4. Uloha tedy nemé 74dné feSeni.

Priklad 6. Necht a,b,c a d jsou pfirozend ¢isla a plati ab = cd. Dokazte, Ze pro kazdé n € N je ¢islo
a™ 4+ b" + c™ + d" slozené.
Reseni: 7 rovnosti ab = cd nahlédnéme, Ze
(an +bn +Cn +dn)an _ (an +Cn)(an +dn)
Tuto rovnost podélme a”, dostaneme na obou strandch cela ¢isla. Necht rovnou s,r € N takova, Ze

sla™+c* r|a™+d" aa™ = rs (rozmyslete si, pro¢ musi existovat).

(an +cn)(an +dn)
an
an +c7l a’I’L +d’ﬂ
T

(@ +0"+c"+d") =

(@ +b"+c"+d") =
Tedy mame rozklad ¢isla a™ + 0™ + ¢ 4+ d". Tento rozklad je netrividlni, protoze s,r < a”, tedy:

S - am

>1

a obdoné pro druhy zlomek.

P¥iklad 7. Necht a,b,c,d, e jsou piirozena &isla takova, ze 25 | a® + b° + ¢® + d® + 5. Dokaite, ze pak
5 | abede.

Reseni: Prvné nahlédnéme, 7e x® miZe nabyvat jen péti zbytkd modulo 25 a to 1,7,—7,—1 a 0.
Dokazeme, Ze je-lia =b (mod 5) pak a® =b° (mod 2)5. Rozlozme:

5

a® — b = (a —b)(a* + a®b + a®b* + ab® + b*)

Nutné 5 | a — b, protoze a = b (mod 5). PouZijme tento argument jesté jednou a spoétéme hodnotu
druhé zavorky modulo 5. Mutzeme za b dosadit a, protoze davaji stejny zbytek a kongruenci to tedy
nezmeéni:

a* 4+ a*b+ a*b® + ab® +b* =5a* =0 (mod 5)

Tedy 5 déli obé zavorky a tedy 25 déli jejich soucin. Zbyva nam tedy urcéit pét hodnot, to udélame
umocnénim ¢isel 0,1,2, —2 a —1 na patou.

Nakonec nahlédnéme, Ze jedno z ¢isel musi byt 0, tj. BUNO a® = (mod 25) ale pak nutné 5 | a
a tedy i 5 | abede. Kdyby byla v8echna ¢isla nenulova, tak jejich souctem nemtzeme dostat zadné ¢islo
délitelné 25. Jedind cisla, kterd prichéazeji v tivahu jsou 0,25 a —25, nebot nejméné miizeme dostat
—7-5=35 anejvice 7-5 = 25.

Soucet 0 neni mozny, protoze sc¢itdme pét lichych ¢isel. Soucet 25 bychom mohli dostat jako -7+,
kde x je pocet 7 minus pocet —7, obdobné y je pocet 1 minus pocet —1. 25 = 3 -7 4+ 4 Tedy musim
pouzit alespon 4 jednicky a t¥i 7, coz neni mozné. Pro —25 zopakujeme tu samou tivahu jen s opac¢nym
znaménkem.

Priklad 8. Necht m,n jsou pfirozend ¢isla takovéa, Ze rovnice
(x+n)(z+m)=xz+m+n

Ma3 alespon jedno celociselné feseni. Dokazte, ze plati

< < 2.

T
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Reseni: Tento piiklad se vyskytl na CK v Litoméficich 2006. Reseni tedy najdete na strankach matem-
atické olympiady.

Priklad 9. Uvazme posloupnost a,, danou vztahem:
ap =2"+3"4+6" -1

Dokazte, Ze pro kazdé prvoéislo p existuje n, ze p | a,,.

Resend: (IMO 2006, México) Nejdiive pro p = 2,3 najdeme piimo ¢len, které bude délitelny Sesti:
ay=4+9+36-1=48

Dale necht p > 3 prvocislo. Pak p je nesoudélné s 6, tj. vynasobenim a,, Sesti nezménim délitelnost
p, za n rovnou dosadme p — 2 a z malé Fermatovy véty dostaneme:

6a,o=3-2""14+2.37"1 4671 —6=3+2+1-6=0 (mod p)

Tedy p | ap—2.
Piiklad 10. Dokazte, Ze pro kazdé pfirozené n > 1 je ¢islo n* + 4" slozené.
Reseni: Pro n sudé je ¢islo n* 4 4™ délitelné dvéma. Necht tedy n = 2k + 1 pro néjaké k > 1. Pak:

.’,U4 +42k+1 — .’,U4 +4 . (2k)4
Ale ¢islo a* + 4b* je pro a > 1 slozené, nebot:
a* +4b* = (a® + 20*)* — 4a®b? = (a® — 2ab + 2b%)(a® + 2ab + 2b?)

Pficemz obé zavorky jsou ostie vétsi nez 1 (rozmyslete si, nemél by to byt takovy problém, kdyztak se
maximalné pouzije jednoduchd AG nerovnost).

P#iklad 11. Nechf n € N. Dokaite, ze ¢islo 22" + 22" 41 mé alesponn n riznych prvociselnych
délitela.
Reseni: Budeme postupovat indukci. Ozna¢me si pro jednoduchost a, = 22" + 227" 41 Cislo ap =
22 + 2 + 1 = 7 m4 prvéiselného délitele. Dale pfedpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1. Nahlédnéme
rovnost:

a, — (2277. n 22n—1 n 1) _ (22n—1 B 22n—2 i 1)(2271—1 i 22n—2 4 1) _ (2271,—1 B 22n,—2 I l)an_l

Dokonce plati obecné a* +a? +1 = (a®> +a +1)(a®> —a +1).

Vime uz, ze a,_1 ma n — 1 riznych prvociselnych délitela. Zbyva jen nahlédnout, Ze druha zavorka
je ostfe vétsi nez 1, coz je ziejmé, a nesoudélnd s a,_1.

Nesoudélnost ovérime ,,Euklidovym algoritmem®:

2'!:.72 2'”72

22n71 + 22n—2 + 1 _ <22n71 . 2 + 1) + 2 . 2

Tedy spoleény délitel musi délit 22%24'1, ale zddné takové d krom d = 1 nedéli a,,, nebot to je liché a d
je sudé.

Piiklad 12. Necht k& > 1 je pfirozené ¢islo. Ukazte, ze 22" + k je slozené pro nekoneéné mnoho
prirozenych cisel n.

Reseni: Neuvedeno.



