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Co je plocha?

Néco, na co se daji kreslit grafy:

Cile:
@ presngjsi popis ploch
@ vlastnosti graftl na plochach



Kdy jsou plochy stejné?

Definice

Homeomorfismus je bijekce f : A — B takova, ze fi ' jsou
spojité. Existuje-li, A a B jsou homeomorfni.

Priklady:

@ posunuti, otoCeni, zrcadleni, zmenseni a zvétSeni jsou
homeomorfismy

@ slozeni homeomorfismud je homeomorfismus

@ disk {(x,y) : x2 + y? < 1} a Gtverec
{(x,y): =1 < x,y <1} jsou homeomorfni

@ rovina {(x, y,—1)} a sféra bez jednoho bodu
{(x,y,2) : x>+ y? + 22 =1,z # 1} jsou homeomorfni

e projekce z bodu (0,0,1)



Kdy jsou plochy stejné?

Definice

Homeomorfismus je bijekce f : A — B takova, ze fi ' jsou
spojité. Existuje-li, A a B jsou homeomorfni.

Homeomorfismus zachovava nakreslitelnost grafu:
@ obraz spoijité jednoduché kfivky je spoijita jednoducha
kfivka
@ obraz nakresleni grafu je nakresleni grafu
Homeomorfni plochy budeme povazovat za stejné.



Co je plocha?

Plocha je kompaktni souvisla dvojrozmérna varieta bez hranice.

@ dvojrozmérnd varieta bez hranice: kazdy bod ma okoli
homeomorfni otevienému disku
@ kompaktni:
@ intuitivné: neni nekoneéné slozita
o formalné: z kazdého pokryti otevienymi mnozinami Ize
vybrat konec¢né pokryti
@ proto Ize plochu ,rozstfihat“ na kone¢né mnoho kusu
homeomorfnich uzavienému disku




Rozstfihani plochy




Lepime zpét

Kusy plochy mizeme nejdfiv poslepovat do jednoho souvislého
kusu, ktery je homeomorfni disku:




Mnohouhelnikova reprezentace plochy

Plochu Ize zadat mnohouhelnikem
P s orientovanymi hranami a péro-
vanim M mezi jeho hranami:

@ odpovidajici plochu dostaneme, jestlize pro kazdé
{uyvy, uavo} € M zidentifikujeme hrany uyvy a usve
@ polygon Ize také zadat fetézcem; napf.
ABHGF 'EJ A 'G '"H 'B'UDKK'D'E-'F
e X oznatuje hranu po sméru hodinovych rucicek, X~ proti
sméru
o kazdé pismeno praveé dvakrat — urCuje parovani M



Dvojuhelniky




Jde hrany dvojuhelnika slepit opacné?




Jde hrany dvojuhelnika slepit opacné?

Ano, ale je potfeba 4-rozmeérny prostor.



Jde hrany dvojuhelnika slepit opacné?

Ano, ale je potfeba 4-rozmérny prostor.
MSMT varuje: pokusy predstavit si 4-rozmérny prostor Skodi
zdravi!



Lze tak kreslit grafy?



Je to plocha?

Kazdy bod méa oteviené homeomorfni otevienému disku:

Tuto plochu nazyvame projektivni rovina.




Ctyfuhelniky

@ AA~'... —viz dvojuhelniky
@ ABAB — projektivni rovina

@ ABA'B~' — torus

@ ABA~'B— Kleinova lahev

@ AABB - Kleinova lahev



Ctyfuhelniky

@ AA~'... —viz dvojuhelniky
@ ABAB — projektivni rovina

@ ABA'B~' — torus

@ ABA~'B— Kleinova lahev

@ AABB - Kleinova lahev



Ctyfuhelniky

@ AA~'... —viz dvojuhelniky
@ ABAB — projektivni rovina

@ ABA'B~' — torus

@ ABA~'B— Kleinova lahev

@ AABB - Kleinova lahev




Ctyfuhelniky
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Ctyfuhelniky

@ AA~'... —viz dvojuhelniky
@ ABAB — projektivni rovina

@ ABA'B~' — torus

@ ABA~'B— Kleinova ldhev

@ AABB - Kleinova lahev

?

>




ABA~'B je homeomorfni AABB




Klasifikace ploch

@ Jak poznat, Zze dvé plochy jsou homeomorfni?

@ Jsou sféra, projektivni rovina, torus a Kleinova lahev
navzajem nehomeomorfni?



Stény

@ sténa grafu G
nakresleného na plose ¥ je
souvisla komponenta © \ G

@ mnoZzinu stén znacme F(G)

==

Eulerova formule

@ homeomorfni obraz stény
je sténa

Je-li G souvisly graf nakresleny na sfére, pak

[E(G) = V(G)| - [F(G)| +2=0.



Rod plochy

Definice

Nakresleni grafu G na ploSe je bunkové, je-li kazda sténa
homeomorfni otevienému disku.

Pozorovani: ma-li G bunkové nakresleni, pak je souvisly.

Véta
Jsou-li grafy Gy a Go bunkové nakreslené na stejné plose, pak

[E(G1)| = [V(G)| = [F(G1)| = [E(G2)| — [V(G2)| — [F(G2)l-

Definice

Rod plochy X je celé Cislo g takové, ze kazdy graf G bunkové
nakresleny na X spliiuje |[E(G)| — |V(G)| — |F(G)| +2 = g.

Homeomorfismus zachovava nakresleni, a tedy i rod.



Dikaz véty

@ oznat¢me t(G) = |E(G)| — |V(G)| — |F(G)|
@ bunkové nakresleni grafu G na ploSe je uzaviené bunkové,
je-li hranice kazdé stény cyklus

Lemma

Jsou-li grafy G a H uzaviené burnkové nakreslené na stejné
ploSe a H C G, pak t(G) = t(H).




Dikaz véty

Lemma

Jsou-li grafy G a H uzavrené bunkové nakreslené na stejné
ploSe a H C G, pak t(G) = t(H).

@ pro sténu f € F(H), oznatme Gy podgraf G nakresleny v
uzaveru f

@ Gs je rovinny a souvisly, proto
|F(Gr)| = |E(Gp)| — [V(Gr)| + 2




Dikaz véty

Lemma

Jsou-li grafy G a H uzavrené burikové nakreslené na stejné
ploSe a H C G, pak t(G) = t(H).

F(G)l= Y IF(G)l-1= > |E(GNl V(G +1

fEF(H) fEF(H)




Dikaz véty

Lemma

Jsou-li grafy G a H uzavrené burnkové nakreslené na stejné
ploSe a H C G, pak t(G) = t(H).

F(@)= Y IF(G)l-1= > |E(GNl V(G +1

feF(H) fEF(H)

® > ter(H) E(Gr) = [E(G)[ + [E(H)]

® > rerm) V(Gr) = [V(G)| = [V(H)[ + X vevm) degu(v) =
V(G| — [V(H)| +2|E(H))]




Dikaz véty

Lemma

Jsou-li grafy G a H uzavrené burikové nakreslené na stejné
ploSe a H C G, pak t(G) = t(H).

F(G)l = > IF(G)l—1= Y [E(G)I-IV(Gl+1=...

fEF(H) feF(H)

® > tern) E(Gr) = |[E(G)| + |E(H)|

© > rermy V(Gr) = [V(G)| — [V(H)[ + X yev () degn(v) =
V(G| = [V(H)| + 2|E(H)]

- = (E@)I+[E(H)) = (IV(G)] = [V(H)| + 2|E(H)) + |[F(H)|
= [E(G)] = V(G) - t(H)



Dikaz véty

Jsou-li grafy Gy a G, bunkové nakreslené na stejné plose, pak
t(Gr) = t(G).
@ muzeme predpokladat, ze Gy a Go nemaji smycCky:
o vznikne-li G’ podrozdélenim hrany G, pak
|E(G)=|E(G)|+1, V(G| =|V(G)|+1a
[F(G')| = |[F(G)I, proto #(G') = t(G)
@ staci uvazovat uzaviené bunkovée nakreslené grafy:
e vznikne-li G’ pfidanim vrcholu do stény G délky k a
spojenim se vSemi jejimi vrcholy, pak |E(G')| = |E(G)| + k,
IV(G)| =|V(G)|+1al|F(G)| = |F(G)|+ k —1, proto
HG') = t(G)
@ mlzeme predpokladat, Ze hrany G; a G, se nekfizi
(podrozdélime hrany v kfizenich)

@ dle Lemmatu, {(Gy) = {(Gy U Gz) a {(G2) = t(G1 U Go)




Dikaz véty

Véta

Jsou-li grafy Gy a G, bunkové nakreslené na stejné plose, pak
t(Gr) = t(G).




Dikaz véty
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Dukaz véty

Jsou-li grafy Gy a Gy bunkové nakreslené na stejné ploSe, pak
t(Gy) = H(Go).




Dikaz véty
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Dikaz véty

Jsou-li grafy Gy a G, bunkové nakreslené na stejné plose, pak
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Jak urcit rod plochy?

Mnohouhelnikova reprezentace dava bunkové nakresleny graf
s jednou sténou:

Rod toru je |E(G)| +2 — |V(G)| — |F(G)| =2+2—-1-1=2.



Rod z mnohouhelnikové reprezentace

° |F(G)| =1
@ |E(G)| je polovina poCtu hran mnohouhelnika
@ |V(G)| ...zidentifikuji, co je vynucené lepenim

c A

A B

|E(G)| =5, |V(G)| =4,tedyrodje5+2 -4 —1=2.



Rod z mnohouhelnikové reprezentace

° |F(G)| =1

@ |E(G)| je polovina poCtu hran mnohouhelnika

@ |V(G)| ...zidentifikuji, co je vynuceneé lepenim

Formalné:

@ x ~ y jestlize lepime xx’ s yy’ nebo x'x s y'y pro néjaké
x'ay

@ |V(G)| je pocet tfid ekvivalence dané tranzitivnim
uzaverem relace ~



Rod prikladu

@ rovina AA"": |[E| =1, |V|=2,r0d 0

@ projektivni rovina AA: |[E| =1, |V| =1, rod 1

@ torus ABA™'B~": |E| =2, |V|=1,rod 2

@ Kleinova lahev ABA='B: |[E| =2, |V| =1, rod 2



Orientovatelnost

Na Kleinové lahvi nelze nadefinovat, co je vlevo a co vpravo:

-
T

i
h

.fé;&

Pozorovani: kazda uzaviena jednoducha kfivka ma okoli
homeomorfni bud’ otevienému valci nebo Mdbiovu pasku.



Orientovatelnost

Pozorovani: kazda uzaviena jednoducha kfivka ma okoli
homeomorfni bud’ otevienému valci nebo Mébiovu pasku.

Definice

Plocha X je orientovatelnd, jestlize kazda uzaviena kfivka ma
okoli homeomorfni otevienému valci; jinak je X
neorientovatelna.

V mnohouhelnikové reprezentaci: plocha je neorientovatelna,
jestlize zapis obsahuje ... X ... X...nebo ... X~ 1... X1 .



Klasifikace ploch

@ Maji-li dvé plochy stejny rod a orientovatelnost, pak jsou
homeomorfni.

@ Rod kazdé orientovatelné plochy je sudy a nezaporny.
@ Rod kazdé neorientovatelné plochy je kladny.

Idea dikazu: rozifezani a slepeni mnohouhelnika do
standardniho tvaru

@ ABA-'B-'CDC-'D~' ... pro orientovatelné plochy
@ AABBCC... pro neorientovatelné plochy



Terminologické poznamky

@ rod g se oznacuje jako Eulerovsky rod

@ orientovatelnou plochu rodu 2g znaCime X,
neorientovatelnou plochu rodu g znacime Iy

e sféra X, torus X4, projektivni rovina Ny, Kleinova lahev M,

@ pro orientovatelné plochy obc¢as rod definuje jako g/2
@ 2 — g je Eulerova charakteristika




Ucha a krizitka

Jiny popis ploch:

@ pridani ucha P o _
AN A




Ucha a krizitka

Lemma

Pridani ucha zvySuje rod o 2 a neméni orientovatelnost.
Pridanim kfizitka vznikne neorientovatelna plocha o 1 vys$siho
rodu.

Ddkaz: rozmyslet si, jak ,prestfihnuti” ucha ¢&i ,vystfihnuti*
kfizitka zméni pocet vrcholl, hran a stén grafu na ploSe
(cviceni).

Dusledek

Koule s auchy je ;. Koule s auchy a b > 0 kfizitky je Moz p.

Vysledna plocha nezalezi na vzajemné pozici uch a kfizitek.



Vlastnosti grafu na plochach

Zobecnéni vysledkl pro rovinné grafy:
@ charakterizace pres zakazana podrozdéleni (podrobnéji
priste)
@ omezeny pocet hran, minimalni stupen
@ barevnost



Kazdé nakresleni Ize rozsifit na burikové pridavanim hran beze
zmény poctu stén:

Lemma

Je-li G nakresleny na ploSe rodu g, pak
|E(G)| < [V(G)| + [F(G)| + g — 2.



Pocet hran

Véta

Jestlize G je nakresleny na ploSe rodu g, nema smycky ani
nasobné hrany a |V(G)| > 3, pak |E(G)| < 3|V(G)| + 3g — 6.

Muzeme predpokladat, ze G nema izolované vrcholy. Pak
kazda sténa ma délku alespon 3 a 2|E(G)| > 3|F(G)|.

EG) < V(@) +IF(G)| +g-2
V(@) + ZIE(G) +g -2

IN



Degenerovanost

D deg(v) = 2|E| < 6|V(G)| + 6g — 12
veV(G)

Jestlize G je nakresleny na ploSe rodu g a nema smycky ani
nasobné hrany, pak jeho pramérny stuper je nejvyse 6 + Jar-

|

Dusledek

Jestlize G je nakresleny na plo$e rodu g a nema smycky ani
nasobné hrany, pak §(G) <6 + ?V(_ 1)2|



Barevnost

Necht G je nejmensi graf s x(G) = ¢ > 7, nakresleny na ploSe
rodu g > 0.
@ )(G)>c—1
@ jinak odebereme vrchol stupné < ¢ — 2 a dostaneme mensi
graf barevnosti ¢
@ c—-7>0al|V(G)| > x(G) = c, proto
(c=7NIV(G)| = c(c—T7)

(]
6g — 12
c—1 < §6(@)<6+

(@) V(@)

(c—7)V(G) < 6g—12

clc—-7) < 6g-—12

c 7+ /14249
= 2



Heawoodova formule

Je-li G nakresleny na plochu rodu g > 0, pak

(G) < {” w;%gJ |

@ je-li x(G) < 6, nerovnost plati vzdy, jinak viz pfedchozi
slajd
@ véta plati i pro g = 0 (véta o 4 barvach)




Spodni odhad

Véta (Ringel a Youngs)

Uplny graf s {” V;M“’J vrcholy Ize nakreslit na libovolnou

plochu rodu g riznou od Kleinovy lahve.

@ odhad v Heawoodové formuli je tésny pro kazdé g
@ cviteni: K7 nelze nakreslit na Kleinovu lahev



