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Naš́ım ćılem je ukázat, že existuje-li v grafu G tangle T velkého řádu,
pak v něm je i velká r × r mř́ıžka Mr jako minor. Nav́ıc bychom chtěli, aby
tangle T byla “konzistentńı” s tangĺı odvozené od této mř́ıžky. Vrchol mř́ıžky
Mr v i-tém řádku a j-tém sloupci označme jako mij, a řádky a sloupce jako
mi? and m?j.

1 Pomocná tvrzeńı

Lemma 1. Je-li T strom s ∆(T ) ≤ 3 a X ⊆ V (T ) má velikost alespoň k, pak
existuje les F ⊆ T s X ⊆ V (F ) ťz. každá komponenta F obsahuje alespoň k
a nejvýše 3k − 2 vrchol̊u z X.

D̊ukaz. Na začátku položme F = T . Z F budeme postupně odeb́ırat hrany
tak, aby vždy platilo, že každá komponenta F obsahuje alespoň k vrchol̊u z
X.

Jestliže nějaká komponenta C obsahuje alespoň 3k − 1 vrchol̊u z X,
zakořeňme C v listu a zvolme v ∈ V (C) tak, aby podstrom Tv pod v ob-
sahoval alespoň k vrchol̊u z X a Tv bylo s touto vlastnost́ı minimálńı. Vrchol
v má nejvýše dva syny a z minimality Tv dostáváme |X ∩V (Tv)| ≤ 2k− 1, a
tedy |X \ V (Tv)| ≥ k. Z F můžeme odebrat hranu mezi v a jeho otcem v C.

Toto opakujeme, dokud neplat́ı podmı́nka, že každá komponenta F obsa-
huje nejvýše 3k − 2 vrchol̊u z X.

Necht’ v1, . . . , vr jsou hranově disjunktńı vrcholy grafu H. Ř́ıkáme, že r-
tice (v1, . . . , vr) je cestoidńı v H, jestliže pro i = 1, . . . , r − 1 v G existuje
cesta z vi to vi+1 neobsahuj́ıćı v1, . . . , vi−1, vi+2, . . . , vr.

Lemma 2. Necht’ X ⊆ V (H) má velikost věťśı než (r−1)2. Je-li H souvislý,
pak existuje cestoidńı r-tice vrchol̊u z X.
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D̊ukaz. Necht’ T0 je kostra H a necht’ T je minimálńı podstrom T0 obsahuj́ıćı
X; každý list T tedy lež́ı v X. Každá posloupnost list̊u T je cestoidńı v T a
tedy i v H, proto můžeme předpokládat, že T má nejvýše r−1 list̊u. Zvolme
vrchol v ∈ V (T ) libovolně. Strom T je sjednoceńım cest z v do list̊u, a jelikož
T má nejvýše r− 1 list̊u a |X| > (r− 1)2, existuje taková cesta P obsahuj́ıćı
alespoň r vrchol̊u z X. Pak r-tice vrchol̊u z V (P ) ∩X uspořádaná dle jejich
pořad́ı na P je cestoidńı v T , a proto i v H.

Lemma 3. Necht’ H je bipartitńı graf s partitami A a B. Necht’ c ≥ 4b a
|B| ≥ 2b. Je-li |E(H)| ≥ (1 − 1/c)|A||B|, pak existuj́ı A′ ⊆ A a B′ ⊆ B ťz.
|A′| ≥ |A|/2, |B′| = b a H[A′ ∪B′] je úplný bipartitńı graf.

D̊ukaz. Graf H obsahuje nejvýše |A||B|
c
≤ |A||B|

4b
nehran mezi A a B; méně než

|B|/2 vrchol̊u z B tedy má v́ıce než |A|
2b

nesoused̊u v A. Jelikož |B|/2 ≥ b,

existuje b vrchol̊u z B, které maj́ı nejvýše |A|
2b

nesoused̊u v A. Zvolme si tyto

vrcholy jako B′. Existuje nejvýše b |A|
2b

= |A|/2 vrchol̊u v A maj́ıćıch nesouseda
v B′, můžeme tedy z A vybrat alespoň |A|/2 vrchol̊u úplných k B′.

2 Konstrukce mř́ıžek

Propojeńı je množina disjunktńıch cest. Necht’ H a C jsou propojeńı. Jestliže
každá cesta z H prot́ıná každou cestu z C, pak H a C tvoř́ı śıt’. Jestliže nav́ıc
existuje uspořádáńı C1, . . . , Cn cest z C takové, že pro každou cesty H ∈ H
a pro každé j < j′ jsou všechny vrcholy Cj ∩H před všemi vrcholy Cj′ ∩H
na cestě H, ř́ıkame, že śıt’ je uspořádaná.

Lemma 4. Pro každé r existuje n ťz. plat́ı následuj́ıćı. Je-liH = {H1, . . . , Hr2−1}
a C = {C1, . . . , Cn} uspořáhaná śıt’ v grafu G, pak existuj́ı navzájem r̊uzné
indexy p1, . . . , pr a model η mř́ı̌zky Mr v G ťz. pro 1 ≤ i, j ≤ r prot́ıná cesta
Hpi podgraf η(mij).

D̊ukaz. Pro j = 1, . . . , n si jako Fj označme pomocný graf s vrcholy {1, . . . , r2−
1}, kde ii′ je hrana právě tehdy, když Cj obsahuje podcestu spojuj́ıćı Hi s
Hi′ a neprot́ınaj́ıćı žádnou jinou z cest H1, . . . , Hr2−1. Graf Fj je souvislý, a
dle Lemma 2 v něm existuje cestoidńı r-tice. Jelikož n � r2, existuje jedna
r-tice W = (p1, . . . , pr) a množina Z obsahuj́ıćı r2 index̊u j takových, že W
je cestoidńı v Fj. Pak Hp1 , . . . , Hpr použijeme jako řádky mř́ıžky, a podcesty
Vj pro j ∈ Z nám dávaj́ı svislé hrany mř́ıžky.

Necht’ H je propojeńı v grafu G, necht’ A a B jsou disjunktńı podmnožiny
V (G), a necht’ F je podgraf G. PropojeńıH je (A,B)-propojeńı, jestliže každá
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cesta zH má začátek v A a konec v B. Dále, (A,B)-propojeńıH je minimálńı
v̊uči F , jestliže pro každou hranu e ∈ E(

⋃
H) \E(F ) plat́ı, že v F ∪

⋃
H− e

neexistuje (A,B)-propojeńı velikosti |H|.

Pozorováńı 5. Necht’ H0 je (A,B)-propojeńı v G a F je podgraf G. Pak v
G existuje (A,B)-propojeńı H velikosti |H0|, které je minimálńı v̊uči F , a⋃
H ⊆ F ∪

⋃
H0.

Lemma 6. Necht’ 2 ≤ p ≤ n jsou přirozená č́ısla a n1 ≥ 2pn2. Necht’ H1

je (A,B)-propojeńı v grafu G velikosti p a C1 je propojeńı v G ťz. H1 je
minimálńı v̊uči

⋃
C1. Necht’ H0 ⊆ H1 a C0 ⊆ C1 je śıt’ v G, kde |C0| ≥ n1.

Necht’ H0 ∈ H0 a H = H0 \ {H0}. Pak existuje C ⊆ C0 velikosti n ťz. H a C
tvoř́ı uspořádanou śıt’.

D̊ukaz. Můžeme zvolit hrany e0, . . . , en ∈ E(H0) \ E(
⋃
C1) uspořádané dle

jejich pořad́ı na H0 tž. pro i = 1, . . . , n existuje alespoň pn cest z C0, které
prot́ınaj́ı H0 mezi ei−1 a ei a neprot́ınaj́ı H0 před ei−1. Jelikož H1 je (A,B)-
minimálńı propojeńı v̊uči

⋃
C1, pro i = 0, . . . , n existuje z Mengerovy věty

množina Si velikosti nejvýše p− 1 tž. Si a ei odděluj́ı A od B v
⋃
H1 ∪

⋃
C1.

Zjevně Si obsahuje jeden vrchol z každé cesty H1 \{H0}, a proto |Si| = p−1.
Necht’ S =

⋃n
i=0 Si; máme |S| ≤ (p− 1)(n+ 1) < pn, a proto pro i = 1, . . . , n

existuje cesta Ci ∈ C0 disjunktńı s S, která prot́ıná H0 mezi ei−1 a ei a
neprot́ıná H0 před ei−1. Pak můžeme položit C = {C1, . . . , Cn}; ověřme, že
śıt’ H, C je uspořádaná.

Necht’ H ∈ H a s0, . . . , sn jsou vrcholy S0∩H, . . . , Sn∩H. Stač́ı ukázat,
že Ci prot́ıná H pouze před si a za si−1. Kdyby Ci protnula H před si−1,
pak začátek H − si−1, úsek Ci a konec H0 − ei−1 tvoř́ı cestu z A do B v⋃
H1 ∪

⋃
C1 − ei−1 − Si−1. Kdyby Ci protnula H za si, pak začátek H0 − ei,

úsek Ci a konec H − si tvoř́ı cestu z A do B v
⋃
H1 ∪

⋃
C1− ei−Si. V obou

př́ıpadech dostáváme spor.

Důsledek 7. Pro každé r existuje c ťz. plat́ı následuj́ıćı. Necht’ G je graf,
necht’ H1 je (A,B)-propojeńı v G velikosti p ≥ 2r2 a C1 je propojeńı v G
takové, že alespoň cp cest z C1 je disjunktńı s nejvýše |H1|/c cestami z H1.
Jestlǐze (A,B)-propojeńı H1 je minimálńı v̊uči

⋃
C1, pak existuje (A,B)-

propojeńı {H1, . . . , Hr} ⊆ H1 a model η mř́ı̌zky Mr v G ťz. pro 1 ≤ i, j ≤ r
prot́ıná cesta Hi podgraf η(mij).

D̊ukaz. Necht’ n je jako v Lemma 4 a c = 4n2. Dle Lemma 3 lze vybrat
H0 ⊆ H1 velikosti r2 a C0 ⊆ C1 velikosti cp/2 = 2pn2 tž. H0, C0 je śıt’. Dle
Lemma 6 existuje (A,B)-propojeńı H velikosti r2−1 a C ⊆ C0 velikosti n tž.
H a C tvoř́ı uspořádanou śıt’. Tvrzeńı pak plyne z Lemma 4.
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3 Tangle a linkované množiny

Připomeňme, že rank rk(X) množiny vrchol̊u X v̊uči tangli T řádu θ je
nejmenš́ı velikost separace (C,D) ∈ T tž. X ⊆ V (C), nebo θ jestliže žádná
taková separace velikosti menš́ı než θ neexistuje; a že rk definuje matroid.
Množina X je svobodná, jestliže rk(X) = |X|. Z definice matroidu plyne, že
každá podmnožina svobodné množiny je svobodná.

Lemma 8. Necht’ T je tangle řádu θ v grafu G, a necht’ X a Y jsou (ne
nutně disjunktńı) množiny vrchol̊u v G ťz. Y je svobodná a v G existuje
(X, Y )-propojeńı P velikosti |X|. Pak rk(X) ≥ |X|/2.

D̊ukaz. Kdyby rk(X) < |X|/2, pak existuje (C,D) ∈ T velikosti k < |X|/2
tž. X ⊆ V (C). Nejvýše k cest z P prot́ıná V (C∩D), a proto alespoň |X|−k >
|X|/2 > k vrchol̊u z Y lež́ı v C. To je ale spor, jelikož každá podmnožina Y
je svobodná.

Necht’ B je graf. Množina X ⊆ V (B) je vněǰskově linkovaná, jesliže pro
každé disjunktńı S1, S2 ⊂ X stejné velikosti k existuje v B − (X \ (S1 ∪ S2))
k vrcholově disjunktńıch cest z S1 do S2. Strom T je X-konektor, jestliže
∆(T ) ≤ 3 a každý vrchol X patř́ı do T a má stupeň nejvýše 2 v T . Separace
(A,B) je podstavec, jestliže označ́ıme-li X = V (A ∩ B), pak A obsahuje X-
konektor T a v každé komponentě B − X je vrchol soused́ıćı s listem T v
X.

Lemma 9. Necht’ T je tangle řádu θ ≥ 2 v grafu G. Pak existuje podstavec
(A,B) ∈ T .

D̊ukaz. Zjevně G má komponentu G0 takovou, že (G − G0, G0) ∈ T . Necht’

v je libovolný vrchol G0, A = G − (V (G0) \ {v}) a B = G0. Pak (A,B) je
podstavec.

Necht’ G je graf a U a W disjunktńı podmnožiny jeho vrchol̊u. Pak jako
G[U,W ] označme podgraf G s vrcholy U∪W a právě všemi hranami G, které
maj́ı alespoň jeden konec v W .

Lemma 10. Necht’ T je tangle sudého řádu θ ≥ 3 v grafu G a (A,B) je
podstavec splňuj́ıćı (A,B) ∈ T a |V (A ∩B)| < θ takový, že A je maximálńı.
Označ́ıme-li X = V (A ∩B), pak |X| = θ − 1, X je vněǰskově linkovaná v B
a rk(X) ≥ θ/2.

D̊ukaz. Jestliže B −X neńı souvislý graf, pak má právě jednu komponentu
K tž. označ́ıme-li A′ = G−K a B′ = G[X, V (K)], pak (A′, B′) ∈ T . Pak ale
(A′, B′) je podstavec a A ( A′, což je ve sporu s maximalitou A. Proto B−X
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je souvislý graf. Obdobně X je nezávislá množina v B, tj. A je indukovaný
podgraf G.

Necht’ T je X-konektor v A. Kdyby |X| < θ−1, necht’ v je vrchol B−X,
který soused́ı s listem u stromu T , a necht’ A′ = G[V (A)∪{v}], X ′ = X∪{v} a
B′ = G[X ′, V (B)\X ′]. Zjevně (A′, B′) ∈ T . Dále T ′ = T +uv je X ′-konektor
v A′ s listem v, a jelikož B −X je souvislý graf, každá komponenta B′ −X ′
obsahuje souseda vrcholu v. Jelikož A ⊂ A′ a v ∈ V (A′) \ V (A), dostáváme
spor s minimalitou A. Proto |X| = θ − 1.

Kdyby X nebyla vněǰskově linkovaná v B, pak z Mengerovy věty existuje
separace (C,D) grafu B taková, že |X\V (C)| = |X\V (D)| > |V (C∩D−X)|
a B obsahuje (X \ V (C), X \ V (D))-propojeńı P velikosti |V (C ∩D −X)|,
jehož cesty neprot́ınaj́ı X ∩ V (C ∩ D). Separace (A ∪ C,D) má velikost
|X \V (C)|+ |V (C ∩D)| = |X \V (C)|+ |X ∩V (C ∩D)|+ |V (C ∩D−X)| <
|X \V (C)|+ |X ∩V (C∩D)|+ |X \V (D)| = |X| = θ−1, a obdobně separace
(A∪D,C) má velikost menš́ı než θ−1. Proto bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že (A ∪ C,D) ∈ T . Necht’ X ′ = V ((A ∪ C) ∩ D) a necht’ T ′

je strom v A ∪ C vzniklý z T připojeńım část́ı cest P mezi X \ V (D) a
V (C ∩D−X). Pak T ′ je X ′-konektor v A∪C a každý vrchol V (C ∩D−X)
je jeho list. Nav́ıc, jelikož B − X je souvislý graf, každá komponenta D
soused́ı s vrcholem V (C ∩D −X). Proto (A ∪ C,D) je podstavec, ve sporu
s maximalitou A. Dostáváme tedy, že X je vněǰskově linkovaná v B.

Jelikož (A,B) ∈ T , máme rk(V (B)) = θ, a jelikož rk definuje matroid,
existuje svobodná Y ⊆ V (B) velikosti θ. Abychom ukázali, že rk(X) ≥
θ/2, dle Lemma 8 stač́ı naj́ıt (X, Y )-propojeńı v B velikosti |X|. Kdyby
neexistovalo, dle Mengerovy věty má nejmenš́ı separace (C,D) grafu B tž.
X ⊆ V (C) a Y ⊆ V (D) velikost k < |X| = θ − 1, a v B existuje (X, V (C ∩
D))-propojeńı P velikosti k. Separace (A∪C,D) grafu G má stejnou velikost
k. Jelikož rk(Y ) = θ, dostáváme (D,A ∪ C) 6∈ T , a proto (A ∪ C,D) ∈ T .
Označme X ′ = V (C ∩ D). Jelikož B − X je souvislý, každá komponenta
D−V (C) má souseda v X ′ \X. Proto T ′ = T ∪

⋃
P je X ′-konektor v A∪C

ukazuj́ıćı, že (A ∪ C,D) je podstavec, ve sporu s maximalitou A.

4 Hlavńı věta

Lemma 11. Pro každé r existuje sudé θ ťz. plat́ı následuj́ıćı. Necht’ (A,B)
je separace G, X = V (A ∩ B) je vněǰskově linkovaná v B, v A existuje X-
konektor T a X ′ ⊆ X má velikost θ/2. Pak existuje model η mř́ı̌zky Mr v G
takový, že bud’

(a) existuj́ı v B vrcholově disjunktńı cesty H1, . . . , Hr s oběma konci v X ′

ťz. η(mij) prot́ıná Hi pro 1 ≤ i, j ≤ r, nebo
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(b) η(mij) obsahuje vrchol X ′ pro 1 ≤ i, j ≤ r.

D̊ukaz. Zvoĺıme vhodně θ � k � c � r, kde k je mocnina c2r4. Dle
Lemma 1 existuje les F ⊆ T s alespoň r2 komponentami, z nichž každá
obsahuje alespoň k vrchol̊u z X ′. Necht’ Fi pro 1 ≤ i ≤ r2 jsou komponenty
F , a Xi = V (Fi) ∩X ′. Dle vněǰskové linkovanosti X v B existuje pro každé
i < j (Xi, Xj)-propojeńı Pij velikosti k v G, kde vnitřńı vrcholy cest nejsou
obsaženy v X. Postupně procháźıme dvojice index̊u 1 ≤ i < j ≤ r2, a pro
každý z nich provedeme následuj́ıćı: z každé množiny Pi′j′ s i′j′ > ij zahod́ıme
všechny cesty až na jednu cr4-tinu (tj. po této operaci |Pij| = cr4|Pi′j′ |) a
dle Pozorováńı 5 je nahrad́ıme takovými cestami, aby Pi′j′ bylo minimálńı
(Xi′ , Xj′)-propojeńı v̊uči

⋃
Pij. Jestliže existuje cesta Pij ∈ Pij, která je pro

každé i′j′ > ij disjunktńı s alespoň 1
c
|Pi′j′| cestami z Pi′j′ , pak tuto cestu Pij

zafixujeme, z každé množiny Pi′j′ zahod́ıme všechny cesty až na jednu c-tinu
tak, aby zbylé cesty byly disjunktńı s Pij, a pokračujeme v konstrukci.

Pokud takto zpracujeme všechny indexy, dostáváme model Mr (dokonce
Kr2) v G splňuj́ıćı podmı́nku (b) přidáńım vybraných cest Pij ke stromům
Fi. Jinak pro nějaké ij a pro každou cestu P ∈ Pij existuje i′j′ > ij tž. P
je disjunktńı s méně než |Pi′j′ |/c cestami z Pi′j′ . Zafixujme i′j′ takové, že
Pij obsahuje podmnožinu alespoň |Pij|/r4 = c|Pi′j′| cest disjunktńıch s méně
než |Pi′j′ |/c cestami z Pi′j′ . Dle Důsledku 7 existuje v G model Mr splňuj́ıćı
podmı́nku (a).

Věta 12. Pro každé r existuje sudé θ ťz. plat́ı následuj́ıćı. Je-li T tangle
řádu θ v G, pak existuje model η mř́ı̌zky Mr v G ťz. pro každou separaci
(C,D) velikosti menš́ı než r plat́ı (C,D) ∈ T právě tehdy, když existuje i ťz.
η(mi?) ⊆ D.

D̊ukaz. Necht’ (A,B) je podstavec splňuj́ıćı (A,B) ∈ T a |V (A ∩ B)| <
θ takový, že A je maximálńı (nějaký podstavec v T velikosti menš́ı než θ
existuje dle Lemma 9). Položme X = V (A∩B). Dle Lemmat 10 a 11 existuje
model η mř́ıžky Mr v G splňuj́ıćı (a) nebo (b) z Lemma 11, kde X ′ ⊆ X
splňuje |X ′| = rk(X ′) = θ/2.

Uvažme libovolnou separaci (C,D) ∈ T velikosti menš́ı než r. Pak existuje
i tž. η(mi?) je disjunktńı s C ∩ D, a proto bud’ η(mi?) ⊆ C − V (D) nebo
η(mi?) ⊆ D − V (C). Pro spor předpokládejme, že η(mi?) ⊆ C − V (D).
Když η splňuje (b), dostáváme |V (C) ∩X ′| ≥ r. Co kdyby η splňovalo (b)?
Existuje j tž. η(m?j) je disjunktńı s C ∩D, a protože η(mi?) prot́ıná η(m?j),
dostáváme η(m?j) ⊆ C−V (D). Speciálně pro každé i′ je η(mi′j) ⊆ C \V (D),
a tedy Hi′ obsahuje vrchol C − V (D). Počet konc̊u Hi′ v D − V (C) je tedy
menš́ı nebo roven počtu pr̊useč́ık̊u Hi′ s V (C ∩D), a jelikož pro 1 ≤ i′ ≤ r
oba konce Hi′ lež́ı v X ′, dostáváme opět |V (C)∩X ′| ≥ 2r− |V (C ∩D)| ≥ r.
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Nicméně |X ′| = rk(X ′), a proto rk(V (C) ∩ X ′) = |V (C) ∩ X ′| ≥ r je větš́ı
než velikost (C,D), což je spor.

Naopak, necht’ (C,D) je separace velikosti menš́ı než r a η(mi?) ⊆ D. Pro
spor předpokládejme, že (C,D) 6∈ T , a proto (D,C) ∈ T . Dle předchoźıho
odstavce existuje i′ tž. η(mi′star) ⊆ C. Pak ale η(m?j) prot́ıná C i D pro
každé j, ve sporu s |V (C ∩D)| < r.
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