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1 Erdős-Hajnalova hypotéza

Definice 1. Graf H má EH vlastnost jestlǐze existuje ε(H) > 0 takové, že
každý graf G na n vrcholech obsahuje bud’ H jako indukovaný podgraf, nebo
kliku či nezávislou množinu velikosti alespoň nε(H).

Poznámka: K1, 2K1 a K2 triviálně maj́ı EH vlastnost.

Definice 2. Necht’ H je graf s k vrcholy a F1, . . . , Fk jsou libovolné grafy.
Graf H(F1, . . . , Fk) je źıskaný z H nahrazeńım jeho vrchol̊u kopiemi F1,
. . . , Fk, přičemž z hran H vzniknou úplné bipartitńı podgrafy. Jinak řečeno,
H(F1, . . . , Fk) je graf źıskaný z disjunktńıho sjednoceńı graf̊u F1, . . . , Fk
přidáńım hran {uv : ij ∈ E(H), u ∈ V (Fi), v ∈ V (Fj)}.

Poznámka: 2K1(F1, F2) je disjunktńı sjednoceńı F1 a F2. Dále, K2(F1, F2)
je úplné spojeńı F1 a F2.

Vnořeńı grafu H v G je prostá funkce f : V (H)→ V (G) taková, že f je
isomorfismus mezi H a podgrafem G indukovaným oborem hodnot f .

Lemma 1 (Alon, Pach, Solymosi). Maj́ı-li grafy H a F EH vlastnost, pak i
graf H(F,K1, . . . , K1) má EH vlastnost.

D̊ukaz. Necht’ H má k vrchol̊u a V (H) = {v1, . . . , vk}, kde vk je vrchol,

který nahrazujeme grafem F . Necht’ δ := ε(F )
ε(H)+kε(F )

. Ukážeme, že H ′ =

H(F,K1, . . . , K1) má EH vlastnost s ε(H ′) = min
(
δε(H), δ

log2 k

)
.

Uvažujme libovolný graf G s n vrcholy, a necht’ m = dnδe. Jestliže m < k,

pak n < k1/δ a nε(H
′) < k

ε(H′)
δ = 2

ε(H′) log2 k
δ ≤ 2; stač́ı tedy v G naj́ıt kliku či

nezávislou množinu velikosti 2, která pro n ≥ 2 vždy existuje. Můžeme tedy
předpokládat, že m ≥ k.
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Uvažme libovolnou m-prvkovou podmnožinu S ⊆ V (G). Má-li G[S] kliku
či nezávislou množinu velikosti alespoň mε(H), pak G má kliku či nezávislou
množinu velikosti alespoň nδε(H) ≥ nε(H

′). Můžeme tedy předpokládat, že
tomu tak pro žádnou m-prvkovou podmnožinu S neńı. EH vlastnost grafu H
pak implikuje, že G[S] obsahuje H jako indukovaný podgraf, tedy že existuje
vnořeńı fS grafu H do G s oborem hodnot obsaženým v S.

Všimněme si, že je-li f vnořeńı H do G, pak f = fS pro nejvýše
(
n−k
m−k

)
podmnožin S (těch, které obsahuj́ı obor hodnot f). Existuje ale

(
n
m

)
podmnožin

V (G) velikosti m, a proto existuje alespoň(
n
m

)(
n−k
m−k

)
vnořeńı H do G. Počet prostých funkćı z V (H) \ {vk} do V (G) je n(n −
1) · · · (n− k + 2), a proto existuje taková funkce f0, kterou lze alespoň

M :=

(
n
m

)(
n−k
m−k

)
n(n− 1) · · · (n− k + 2)

zp̊usoby rozš́ı̌rit na vnořeńı H do G. Jinak řečeno, existuje podmnožina T ⊆
V (G) velikosti M taková, že pro každé t ∈ T je funkce ft definovaná jako
ft(vi) = f0(vi) pro 1 ≤ i ≤ k − 1 a ft(vk) = t vnořeńım H do G.

Jestliže G[T ] obsahuje F jako indukovaný podgraf, pak G obsahuje H ′

jako indukovaný podgraf. Můžeme tedy předpokládat, že G[T ] neobsahuje F
jako indukovaný podgraf. Nicméně

M =
n− k + 1

m(m− 1) · · · (m− k + 1)
≥ n

mk
≥ n1−kδ,

a EH vlastnost F proto implikuje, že G[T ] (a tedy i G) má kliku či nezávislou
množinu velikosti alespoň

M ε(F ) ≥ n(1−kδ)ε(F ) ≥ nδε(H) ≥ nε(H
′).

Důsledek 2. Maj́ı-li grafy H, F1, . . . , Fk EH vlastnost, pak i graf H(F1, . . . , Fk)
má EH vlastnost.

D̊ukaz. Plyne z lemma 1, jelikož vrcholy H můžeme podgrafy F1, . . . , Fk
nahrazovat postupně, tj. můžeme položit H0 = H a

Hi+1 = Hi

(
K1, . . . , K1︸ ︷︷ ︸
(k − i− 1)-krát

, Fk−i, K1, . . . , K1

)
pro 0 ≤ i ≤ k − 1, a pak H(F1, . . . , Fk) = Hk.
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2 Kografy

Definice 3. Kografy jsou grafy vzniklé z kopíı K1 opakovanými operacemi
disjunktńıho sjednoceńı a úplného spojeńı.

Lemma 3. Graf G je kograf právě tehdy, když G neobsahuje P4 jako indu-
kovaný podgraf.

D̊ukaz. Disjunktńım sjednoceńım ani úplným spojeńım nemůžeme vytvořit
indukovaný podgraf P4, jelikož P4 i jeho doplněk je souvislý. Kografy tedy
neobsahuj́ı P4 jako indukovaný podgraf.

Opačnou implikaci dokážeme indukćı; předpokládejme tedy, že každý
graf s méně než |V (G)| vrcholy, který neobsahuje P4 jako indukovaný pod-
graf, je kograf. Všechny grafy s nejvýše třemi vrcholy jsou kografy, a proto
předpokládejme |V (G)| ≥ 4.

Je-li G či doplněk G nesouvislý, pak G je disjunktńım sjednoceńım či
úplným spojeńım dvou graf̊u bez P4, které jsou kografy z indukce, a tedy i
G je kograf. Můžeme proto předpokládat, že G i doplněk G jsou souvislé.

Necht’ v je libovolný vrchol v G. Z indukčńıho předpokladu je G−v kograf,
a jelikož |V (G − v)| ≥ 3, graf G − v je bud’ disjunktńım sjednoceńım nebo
úplným spojeńım nějakých kograf̊u, a tedy bud’ G − v nebo doplněk G − v
neńı souvislý. Uvažme př́ıpad, že G − v neńı souvislý; př́ıpad, že doplněk
G− v neńı souvislý se vyřeš́ı obdobně. Jelikož doplněk G je souvislý, vrchol
v neńı univerzálńı, existuje tedy komponenta C grafu G−v obsahuj́ıćı vrchol
x nesoused́ıćı s v. Jelikož G je souvislý, v má souseda y v C, a dále souseda
w v G− (v ∪ V (C)). Zvolme vrcholy x a y v C s těmito vlastnostmi tak, že
vzdálenost mezi x a y v C je nejmenš́ı možná. Pak xy ∈ E(G), a xyvw je
indukovaná cesta délky 4 v G. To je spor.

Pozorováńı 4. Kografy jsou perfektńı, tj. je-li G kograf, pak χ(G) = ω(G).

Pozorováńı 5. Je-li G perfektńı graf na n vrcholech, pak obsahuje kliku nebo
nezávislou množinu velikosti alespoň

√
n.

Důsledek 6. Graf P4 má EH vlastnost a ε(P4) = 1
2
. Všechny grafy na nejvýše

4 vrcholech maj́ı EH vlastnost.
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