Hypergrafové removal lemma a Szemérediho
veta

Zdenck Dvorak

7. prosince 2017

1 Hypergrafové removal lemma a jeho dusledek

Definice 1. Dwvojice (V, E) je k-uniformni hypergraf, je-li E mnozZina neu-
spordadanyjch k-tic prvki z V.

Jako KT(lk) oznacme uplny k-uniformni hypergraf nan vrcholech, tj. V( Kfzk)) =
(1,....n} a B(K) = {e C {1,...,n},|e| = k}.
Véta 1 (Hypergrafové removal lemma). Pro kazdé k > 0 a o > 0 ezistuji
B >0 ang takové, Ze kazdy k-uniformni hypergraf G s n > ng vrcholy bud’
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e obsahuje alespori Bn"T podhypergrafi. isomorfnich K ,(C nebo

o cristuje X C E(G) velikosti nevyse an* tZ. G — X neobsahuje Zddnij
)

podhypergraf isomorfni K ,i Y1
Pro k = 2 je to Removal lemma pro trojihelniky (Véta 2) z druhé
prednasky.

Lemma 2. Pro kazdé 0 > 0 a k > 0 existuje nq tZ. plati ndasledujici. Jestlize
n>mn; aAC{l,....,n}* md velikost alespori 6n*, pak existuje T € A a
d#0tz 2+ (d,0,0,...) € A, ¥+ (0,d,0,...) € A, ...

Diikaz. Necht o = %. Necht 8 > 0 a ng jsou odpovidajici konstanty z

hypergrafového removal lemma. Necht n; = [max(ng, 1/3)].
Necht G je k-uniformn{ hypergraf s vrcholy {v.; : 1 < ¢ < k1 < i <
n} U{vks1;: 1 <7 <kn} ahranami definovanymi nasledovné:

® Uy, Vo4, ... Uy, je hrana, jestlize (xy,...,x) € A.



e prol < j <k, vig - Vj 14, Vjtla, - Vka,Vktl,z J€ hrana, jestlize
(xl,...,xj_l,z—xl — . T Tj—1 — L1 — - —xk,$j+1,...,$k) GA.

Polozme ¥ = (x1,...,x) ad = z—x1—. . .—xg. Pak {v14,, V22, - - - s Ukyr V1,2 }
indukuje K\¥, préve tehdy, kdyz 7 € A, #+(d,0,0,...) € A, Z+(0,d,0,...) €

+
A, ... Takovy podhypergraf K ,Sf:

d # 0. Ozna¢me jako T mnozinu podhypergrafu K,gl_?l s d = 0; mame
IT| = |A] < n*, tvrzeni tedy plati, jestlize G obsahuje vice nez n* pod-

, ndm tedy dava pozadované feseni, jestlize

hypergrafu K ,gi)l

Necht G obsahuje nejvyse n* < 1(2kn)k = L{V(G)|F! < pIV(G)|*H!
podhypergrafu K,g’fr)l. Dle Véty 1 existuje X C F(G) velikosti nejvyse |V (G)[F =
gnk takova, ze G — X neobsahuje zddny podhypergraf K 12?1 Povsimnéme
si, ze hypergrafy v T jsou navzajem hranové disjunktni, a protoze kazdy z
nich musi obsahovat hranu z X, dostavame |X| > |T'|. To je spor, jelikoz

IT| = |A| > ont. O

2 Aritmetické posloupnosti v hustych podmnozinach
Cisel
Véta 3 (Szemerédi). Pro kazdé~y > 0 a k > 0 existuje ny tZ. plati ndsledugici.

Jestlizen >ny a B C {1,...,n} md velikost alespori yn, pak b,b+d,... b+
kd € B pro néjaka b,d > 0.

Diikaz. Necht § = (&)k_l 2 a zvolme n; tak, aby platilo Lemma 2 a n; >
4k% /.

Polozme A = {(x1,...,2zx) : x1+2x9+. . .+kxy € B}. Odhadnéme velikost
A: pro kazdé b € B muzeme zvolit xa, ...,z < k% libovolné a dopocitat xq

tak, aby @1 + 2z + ... + kxj = b; jestlize b > 2k?, dostavame tedy alespon

|&] s ka_l prvki z A. Proto
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Dle Lemma 2 tedy existuje ¥ € A a d # 0 tz. £+ (d,0,0,...) € A,
7+(0,d,0,...) € A, ...Necht a = xy+2x9+...+kx). Paka € B, a+d € B,
...,a+ kd e B. n

Véta 4. Existugi libovolné velkd prirozend éisla N a mnoziny A C {0,..., N—
1} neobsahugici 3-prokovou aritmetickou posloupnost tz.

N
16\ /logy N ’

Diikaz. Necht n je piirozené &islo. Polozme d = 2"~ ' a N = (2d)™. Pov§imnéme
si, ze logy N = n(1 +log, d) = n?.

Pro 0 < k < n(d — 1)?, polozme S, = {# € {0,...,d — 1}" : |7 =
\/E} Jelikoz Sy, je podmnozina sféry, Si neobsahuje 3-prvkovou aritmetickou

posloupnost (tj. pro kazdé , 2 € Sy plati ff ¢ Sk). Navic {0,...,d—1}" C

UZSO_I)Z Sk, a proto existuje k tz. |Sg| > ﬁ > d"?/n. Zafixujme
takové k.

Pro @ = (21,...,2,) € {0,...,2d — 2}" zadefinujme f(Z) = > 1" (2d —
1)z, Zjevne f(Z) € {0,..., N — 1}. Déle si povSimnéme, Ze f je bijekce a
pokud Z,y, 2 € {0,...,d—1}", pak f(Z)+ f(y) = f(Z+¥) a 2f(2) = f(27).
Proto f(Sk) neobsahuje 3-prvkovou aritmetickou posloupnost a |f(Sk)| =
|Sy| > d"~%/n. Zvolime-li A = f(S},), dostavdme

Al d2n 1 1 1 1
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3 Hales-Jewettova véta

Necht A je néjakd konetnd mnozina. Budeme se zabyvat k-ticemi prvki z
A obarvenymi pomoci ¢ barev, tedy funkei f : A*¥ — [¢]. Mnozinu A* si
muzeme predstavit jako k-rozmérnou krychli. Nyni nadefinujeme kombinato-
rickou primku v této krychli. Necht p = (ay, ..., ax) je k-tice tz. a; € AU{x}
a pro alespon jedno a; plati a; = x. Pro a € A definujme p(a) jako k-tici
ziskanou z p nahrazenim vsSech x hodnoutou a. Kombinatoricka ptimka po-
psand p je definovéna jako p(A) = {p(a) : a € A}.

Pifklad: necht A = {1,2,3} a k = 2, A% je tedy dvojrozmérna ta-
bulka o rozmérech 3 x 3. Mozné kombinatorické primky jsou napt. p; =
(1,%) davajici pitmku p;(A) = {(1,1),(1,2),(1,3)}, p» = (x,2) dévajici
primku po(A4) = {(1,2),(2,2),(3,2)} a ps = (x,*) davajici piimku p3(A) =
{(1,1),(2,2),(3,3)}.



Véta 5 (Hales-Jewett). Pro kazdé n a c existuje k tz. pro mnozinu A velikosti
n a kazdé obarveni A* pomoci c-barev existuje monochromatickd kombinato-
rickd primka.

Disledek 6. Pro kazdé c a d existuje n tZ. v libovolném obarveni ¢isel 1, ...,
n pomoci ¢ barev existuje monochromatickd aritmetickd posloupnost délky d.

Diikaz. Necht A = {1,...,d} a k je konstanta z Hales-Jewettovy véty pro
|A| a c. Polozme n = kd. Kazdé k-tici (aq,...,ax) prvku A piitadme barvu
¢éisla ap + ag + ... + ag. Necht p je popis monochromatické kombinatorické
piimky, kterd existuje dle Hales-Jewettovy véty, takze cisla Y p(0), > p(1),
..., >_p(d — 1) maji vSechna stejnou barvu. Tato ¢isla tvori aritmetickou
posloupnost s krokem rovnym poctu x v p. O]

K ditkazu Hales-Jewettovy véty budeme potiebovat dalsi definice. Necht
p je k-tice prvka AU{*1,..., %4}, v niz se kazdy symbol %1, ..., x4 vyskytuje
alespon jednou. Pak p(ai,...,aq) je k-tice ziskand z p nahrazenim vsech
x; hodnotou a;, a mnozinu {p(ay,...,aq) : (ai,...,aq) € A?} oznacujeme
jako d-rozmérny podprostor generovany p. Necht z a y jsou ruzné prvky A.
Rikdme, Ze k-tice @ = (ay, ..., a;) a b= (b1, ..., bg) jsou zy-podobné, jestlize
pro kazdé i bud a; = b; nebo {a;,b;} = {z,y}. Rikdme, Ze jsou xy-sousedns,
jestlize jsou xy-podobné a lisi se pouze v jednom prvku. Pro ki-tici ¢ a ko-tici
€ jako ¢€ oznaéme jejich zietézeni; ce je tedy (k; + ko)-tice.

Lemma 7. Pro kazdé k, n, c existuje K tZ. pro mnozinu A velikostin a ruzné
proky x,y € A plati ndsledujici. Necht f : AX — [c] je libovolné obarveni.
Pak existuje k-rozmérny podprostor generovany néejakou K-tici p takovy, Ze
F(p(@) = f(p(b) pro kazdé xy-sousedni @, b € A*.

Diikaz. Nechf Ko =0a K; = K; 1+c " proi > 1, anechf K = Kj. Pro
i=k,k—1,...,1,0 nalezneme (K — K;)-tici p; definujici (k — i)-rozmérny
podprostor, spliujici nasledujici podminku:

(x) Pro kazdou Kj;-tici ¢ € AKi a pro kazdé xy-sousedni d,g € Ak plati
f(@pi(@)) = f(cpi(b).

Pak p = pg spliuje podminku lemmatu.

Jako pi polozime prazdnou 0-tici. Predpokladejme, ze uz jsme zkonstru-
ovali p;y1 a konstruujeme p; pro né¢jaké i < k. Pro j = 0,..., K;;1 — K;
oznacme jako §; (K41 — K;)-tici majici na prvnich j pozicich = a na zbylych
y. Necht ¢, je obarveni AXit*=i=1 definované pro ¢ € A% a €€ AF=1 jako
©;(c€) = f(C5;pit1(€)). Dostavame tak K.y — K; + 1 obarveni AKitk=i—1
pomoci ¢ barev. Ruznych obarveni této mnoziny ¢ barvami je ale pouze
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d AKith—i=1) < on™ — ¢ K dvé z téchto obarvent jsou tedy stejné;
tedy ¢;, = ¢j, pro n&jaké j; < jo. Necht ¢; je (K;y1 — K;)-tice majici na
prvnich j; pozicich z, na dalsich j, — 7, pozicich x;, a na zbylych K; 1 —K;—7j
pozicich y. Jako p; polozme zietézeni ¢;p;i1.

Tvrdime, ze p; spliuje podminku (%): uvazme libovolné zy-sousedni a, be
AF=i Jestlize se @ a b lisf na pozici ruzné od prvni, pak (%) pro p; plyne ze (*)
pro pi+1 (z d a b odstranime jejich spoleény prvni prvek v a za c¢ zietézime
¢;(v)). Necht se tedy @ a b lisf na prvni pozici a tedy @ = z€ a b= Y€ pro
néjaké €. Pak

f(epi(a@)) = f(cpi(xe)) = f(cqi(x)pit1(€))
= f(65},pi1(€)) = wj(ce)
= ¢j,(c€) = f(C5},piy1(€))
= f(Cqi(y)pi+1(€)) = f(cpi(ye)) = f(gpi(q))-
O

Diikaz Hales-Jewettovy véty. Postupujeme indukei dle n = |A|. Pron = 1
je tvrzeni trivialni, necht tedy n > 2. Necht k je konstanta Hales-Jewettovy
véty pro n—1 a ¢ a necht K je odpovidajici konstanta z Lemma 7. Ukazeme,
7e Hales-Jewettova véta plati pro libovolné obarveni f : A% — [¢].

Necht p je K-tice generujici k-rozmérny podprostor AX takovy, ze f(p(a@)) =
F(p(b) pro kazdé zy-sousedni a,b € A*. Z toho plyne, ze f(p(a@)) = f(p(b
pro kazdé xy-podobné a,b € A*. Nadefinujme obarveni g mnoziny (A\ {z})*
predpisem ¢(@) = f(p(a )) Z indukéniho predpokladu existuje v tomto obar-
veni monochromatickd piimka ¢ = (¢i,...,qx). Polozme p; = p(qy, ..., qx).
Tvrdime, ze toto je monochromatickd pifmka v piuvodnim obarveni AX.
Pro a € A\ {z,y} méme f(pi(a)) = f(p(e(a))) = g(q(a)) = gla(y)) =
F(p(a(y)) = F(pr(y)- Navic, pr(z) a.pr (y) jsou zy-podobné, a proto f(pr (1)) =
70 (w). =



