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1 Hypergrafové removal lemma a jeho d̊usledek

Definice 1. Dvojice (V,E) je k-uniformńı hypergraf, je-li E množina neu-
spořádaných k-tic prvk̊u z V .

JakoK
(k)
n označme úplný k-uniformńı hypergraf na n vrcholech, tj. V

(
K

(k)
n

)
=

{1, . . . , n} a E
(
K

(k)
n

)
= {e ⊆ {1, . . . , n}, |e| = k}.

Věta 1 (Hypergrafové removal lemma). Pro každé k > 0 a α > 0 existuj́ı
β > 0 a n0 takové, že každý k-uniformńı hypergraf G s n ≥ n0 vrcholy bud’

• obsahuje alespoň βnk+1 podhypergraf̊u isomorfńıch K
(k)
k+1, nebo

• existuje X ⊆ E(G) velikosti nevýše αnk ťz. G − X neobsahuje žádný

podhypergraf isomorfńı K
(k)
k+1.

Pro k = 2 je to Removal lemma pro trojúhelńıky (Věta 2) z druhé
přednášky.

Lemma 2. Pro každé δ > 0 a k > 0 existuje n1 ťz. plat́ı následuj́ıćı. Jestlǐze
n ≥ n1 a A ⊆ {1, . . . , n}k má velikost alespoň δnk, pak existuje ~x ∈ A a
d 6= 0 ťz. ~x+ (d, 0, 0, . . .) ∈ A, ~x+ (0, d, 0, . . .) ∈ A, . . .

D̊ukaz. Necht’ α = δ
2(2k)k

. Necht’ β > 0 a n0 jsou odpov́ıdaj́ıćı konstanty z

hypergrafového removal lemma. Necht’ n1 = dmax(n0, 1/β)e.
Necht’ G je k-uniformńı hypergraf s vrcholy {vc,i : 1 ≤ c ≤ k, 1 ≤ i ≤

n} ∪ {vk+1,i : 1 ≤ i ≤ kn} a hranami definovanými následovně:

• v1,x1v2,x2 . . . vk,xk je hrana, jestliže (x1, . . . , xk) ∈ A.
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• pro 1 ≤ j ≤ k, v1,x1 . . . vj−1,xj−1
vj+1,xj+1

. . . vk,xkvk+1,z je hrana, jestliže
(x1, . . . , xj−1, z − x1 − . . .− xj−1 − xj+1 − . . .− xk, xj+1, . . . , xk) ∈ A.

Položme ~x = (x1, . . . , xk) a d = z−x1−. . .−xk. Pak {v1,x1 , v2,x2 , . . . , vk,xk , vk+1,z}
indukujeK

(k)
k+1 právě tehdy, když ~x ∈ A, ~x+(d, 0, 0, . . .) ∈ A, ~x+(0, d, 0, . . .) ∈

A, . . . Takový podhypergraf K
(k)
k+1 nám tedy dává požadované řešeńı, jestliže

d 6= 0. Označme jako T množinu podhypergraf̊u K
(k)
k+1 s d = 0; máme

|T | = |A| ≤ nk, tvrzeńı tedy plat́ı, jestliže G obsahuje v́ıce než nk pod-

hypergraf̊u K
(k)
k+1.

Necht’ G obsahuje nejvýše nk < 1
n
(2kn)k+1 = 1

n
|V (G)|k+1 ≤ β|V (G)|k+1

podhypergraf̊uK
(k)
k+1. Dle Věty 1 existujeX ⊆ E(G) velikosti nejvýše α|V (G)|k =

δ
2
nk taková, že G − X neobsahuje žádný podhypergraf K

(k)
k+1. Povšimněme

si, že hypergrafy v T jsou navzájem hranově disjunktńı, a protože každý z
nich muśı obsahovat hranu z X, dostáváme |X| ≥ |T |. To je spor, jelikož
|T | = |A| ≥ δnk.

2 Aritmetické posloupnosti v hustých podmnožinách

č́ısel

Věta 3 (Szemerédi). Pro každé γ > 0 a k > 0 existuje n1 ťz. plat́ı následuj́ıćı.
Jestlǐze n ≥ n1 a B ⊆ {1, . . . , n} má velikost alespoň γn, pak b, b+ d, . . . , b+
kd ∈ B pro nějaká b, d > 0.

D̊ukaz. Necht’ δ =
(
γ

4k2

)k−1 γ
2

a zvolme n1 tak, aby platilo Lemma 2 a n1 ≥
4k2/γ.

Položme A = {(x1, . . . , xk) : x1+2x2+. . .+kxk ∈ B}. Odhadněme velikost
A: pro každé b ∈ B můžeme zvolit x2, . . . , xk ≤ b

k2
libovolně a dopoč́ıtat x1

tak, aby x1 + 2x2 + . . . + kxk = b; jestliže b ≥ 2k2, dostáváme tedy alespoň⌊
b
k2

⌋k−1 ≥ 1
(2k2)k−1 b

k−1 prvk̊u z A. Proto

|A| ≥ 1

(2k2)k−1

∑
b∈B,b≥2k2

bk−1

≥ 1

(2k2)k−1

∑
b∈B,b≥γn/2

bk−1

≥ 1

(2k2)k−1

(γ
2

)k−1
nk−1|{b ∈ B : b ≥ γn/2}|

≥
( γ

4k2

)k−1 γ
2
nk = δnk.

2



Dle Lemma 2 tedy existuje ~x ∈ A a d 6= 0 tž. ~x + (d, 0, 0, . . .) ∈ A,
~x+(0, d, 0, . . .) ∈ A, . . . Necht’ a = x1+2x2+ . . .+kxk. Pak a ∈ B, a+d ∈ B,
. . . , a+ kd ∈ B.

Věta 4. Existuj́ı libovolně velká přirozená č́ısla N a množiny A ⊆ {0, . . . , N−
1} neobsahuj́ıćı 3-prvkovou aritmetickou posloupnost ťz.

|A| ≥ N

16
√

log2N
.

D̊ukaz. Necht’ n je přirozené č́ıslo. Položme d = 2n−1 aN = (2d)n. Povšimněme
si, že log2N = n(1 + log2 d) = n2.

Pro 0 ≤ k ≤ n(d − 1)2, položme Sk = {~x ∈ {0, . . . , d − 1}n : ‖~x‖ =√
k}. Jelikož Sk je podmnožina sféry, Sk neobsahuje 3-prvkovou aritmetickou

posloupnost (tj. pro každé ~x, ~z ∈ Sk plat́ı ~x+~z
2
6∈ Sk). Nav́ıc {0, . . . , d− 1}n ⊆⋃n(d−1)2

k=0 Sk, a proto existuje k tž. |Sk| ≥ dn

n(d−1)2+1
> dn−2/n. Zafixujme

takové k.
Pro ~x = (x1, . . . , xn) ∈ {0, . . . , 2d − 2}n zadefinujme f(~x) =

∑n
i=1(2d −

1)i−1xi. Zjevně f(~x) ∈ {0, . . . , N − 1}. Dále si povšimněme, že f je bijekce a
pokud ~x, ~y, ~z ∈ {0, . . . , d− 1}n, pak f(~x) + f(~y) = f(~x+ ~y) a 2f(~z) = f(2~z).
Proto f(Sk) neobsahuje 3-prvkovou aritmetickou posloupnost a |f(Sk)| =
|Sk| > dn−2/n. Zvoĺıme-li A = f(Sk), dostáváme

|A|
N

>
dn−2/n

(2d)n
=

1

n2nd2
≥ 1

4n+log2 d
>

1

42n
=

1

16
√

log2N
.

3 Hales-Jewettova věta

Necht’ A je nějaká konečná množina. Budeme se zabývat k-ticemi prvk̊u z
A obarvenými pomoćı c barev, tedy funkćı f : Ak → [c]. Množinu Ak si
můžeme představit jako k-rozměrnou krychli. Nyńı nadefinujeme kombinato-
rickou př́ımku v této krychli. Necht’ p = (a1, . . . , ak) je k-tice tž. ai ∈ A∪{?}
a pro alespoň jedno ai plat́ı ai = ?. Pro a ∈ A definujme p(a) jako k-tici
źıskanou z p nahrazeńım všech ? hodnoutou a. Kombinatorická př́ımka po-
psaná p je definována jako p(A) = {p(a) : a ∈ A}.

Př́ıklad: necht’ A = {1, 2, 3} a k = 2, A2 je tedy dvojrozměrná ta-
bulka o rozměrech 3 × 3. Možné kombinatorické př́ımky jsou např. p1 =
(1, ?) dávaj́ıćı př́ımku p1(A) = {(1, 1), (1, 2), (1, 3)}, p2 = (?, 2) dávaj́ıćı
př́ımku p2(A) = {(1, 2), (2, 2), (3, 2)} a p3 = (?, ?) dávaj́ıćı př́ımku p3(A) =
{(1, 1), (2, 2), (3, 3)}.
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Věta 5 (Hales-Jewett). Pro každé n a c existuje k ťz. pro množinu A velikosti
n a každé obarveńı Ak pomoćı c-barev existuje monochromatická kombinato-
rická př́ımka.

Důsledek 6. Pro každé c a d existuje n ťz. v libovolném obarveńı č́ısel 1, . . . ,
n pomoćı c barev existuje monochromatická aritmetická posloupnost délky d.

D̊ukaz. Necht’ A = {1, . . . , d} a k je konstanta z Hales-Jewettovy věty pro
|A| a c. Položme n = kd. Každé k-tici (a1, . . . , ak) prvk̊u A přǐrad’me barvu
č́ısla a1 + a2 + . . . + ak. Necht’ p je popis monochromatické kombinatorické
př́ımky, která existuje dle Hales-Jewettovy věty, takže č́ısla

∑
p(0),

∑
p(1),

. . . ,
∑
p(d − 1) maj́ı všechna stejnou barvu. Tato č́ısla tvoř́ı aritmetickou

posloupnost s krokem rovným počtu ? v p.

K d̊ukazu Hales-Jewettovy věty budeme potřebovat daľśı definice. Necht’

p je k-tice prvk̊u A∪{?1, . . . , ?d}, v ńıž se každý symbol ?1, . . . , ?d vyskytuje
alespoň jednou. Pak p(a1, . . . , ad) je k-tice źıskaná z p nahrazeńım všech
?i hodnotou ai, a množinu {p(a1, . . . , ad) : (a1, . . . , ad) ∈ Ad} označujeme
jako d-rozměrný podprostor generovaný p. Necht’ x a y jsou r̊uzné prvky A.
Ř́ıkáme, že k-tice ~a = (a1, . . . , ak) a ~b = (b1, . . . , bk) jsou xy-podobné, jestliže
pro každé i bud’ ai = bi nebo {ai, bi} = {x, y}. Ř́ıkáme, že jsou xy-sousedńı,
jestliže jsou xy-podobné a lǐśı se pouze v jednom prvku. Pro k1-tici ~c a k2-tici
~e jako ~c~e označme jejich zřetězeńı; ~c~e je tedy (k1 + k2)-tice.

Lemma 7. Pro každé k, n, c existuje K ťz. pro množinu A velikosti n a r̊uzné
prvky x, y ∈ A plat́ı následuj́ıćı. Necht’ f : AK → [c] je libovolné obarveńı.
Pak existuje k-rozměrný podprostor generovaný nějakou K-tićı p takový, že
f(p(~a)) = f(p(~b) pro každé xy-sousedńı ~a,~b ∈ Ak.

D̊ukaz. Necht’ K0 = 0 a Ki = Ki−1+cn
k+Ki−1

pro i ≥ 1, a necht’ K = Kk. Pro
i = k, k − 1, . . . , 1, 0 nalezneme (K −Ki)-tici pi definuj́ıćı (k − i)-rozměrný
podprostor, splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nku:

(?) Pro každou Ki-tici ~c ∈ AKi a pro každé xy-sousedńı ~a,~b ∈ Ak−i plat́ı

f(~cpi(~a)) = f(~cpi(~b).

Pak p = p0 splňuje podmı́nku lemmatu.
Jako pk polož́ıme prázdnou 0-tici. Předpokládejme, že už jsme zkonstru-

ovali pi+1 a konstruujeme pi pro nějaké i < k. Pro j = 0, . . . , Ki+1 − Ki

označme jako ~sj (Ki+1−Ki)-tici maj́ıćı na prvńıch j pozićıch x a na zbylých
y. Necht’ ϕj je obarveńı AKi+k−i−1 definované pro ~c ∈ AKi a ~e ∈ Ak−i−1 jako
ϕj(~c~e) = f(~c~sjpi+1(~e)). Dostáváme tak Ki+1 − Ki + 1 obarveńı AKi+k−i−1

pomoćı c barev. Různých obarveńı této množiny c barvami je ale pouze
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c|AKi+k−i−1| ≤ cn
k+Ki = Ki+1 −Ki, dvě z těchto obarveńı jsou tedy stejná;

tedy ϕj1 = ϕj2 pro nějaké j1 < j2. Necht’ qi je (Ki+1 − Ki)-tice maj́ıćı na
prvńıch j1 pozićıch x, na daľśıch j2−j1 pozićıch ?i, a na zbylých Ki+1−Ki−j2
pozićıch y. Jako pi položme zřetězeńı qipi+1.

Tvrd́ıme, že pi splňuje podmı́nku (?): uvažme libovolné xy-sousedńı ~a,~b ∈
Ak−i. Jestliže se ~a a ~b lǐśı na pozici r̊uzné od prvńı, pak (?) pro pi plyne ze (?)

pro pi+1 (z ~a a ~b odstrańıme jejich společný prvńı prvek v a za c zřetěźıme

qi(v)). Necht’ se tedy ~a a ~b lǐśı na prvńı pozici a tedy ~a = x~e a ~b = y~e pro
nějaké ~e. Pak

f(~cpi(~a)) = f(~cpi(x~e)) = f(~cqi(x)pi+1(~e))

= f(~c~sj2pi+1(~e)) = ϕj2(~c~e)

= ϕj1(~c~e) = f(~c~sj1pi+1(~e))

= f(~cqi(y)pi+1(~e)) = f(~cpi(y~e)) = f(~cpi(~b)).

D̊ukaz Hales-Jewettovy věty. Postupujeme indukćı dle n = |A|. Pro n = 1
je tvrzeńı triviálńı, necht’ tedy n ≥ 2. Necht’ k je konstanta Hales-Jewettovy
věty pro n−1 a c a necht’ K je odpov́ıdaj́ıćı konstanta z Lemma 7. Ukážeme,
že Hales-Jewettova věta plat́ı pro libovolné obarveńı f : AK → [c].

Necht’ p jeK-tice generuj́ıćı k-rozměrný podprostorAK takový, že f(p(~a)) =

f(p(~b) pro každé xy-sousedńı a, b ∈ Ak. Z toho plyne, že f(p(~a)) = f(p(~b)
pro každé xy-podobné a, b ∈ Ak. Nadefinujme obarveńı g množiny (A\{x})k
předpisem g(~a) = f(p(~a)). Z indukčńıho předpokladu existuje v tomto obar-
veńı monochromatická př́ımka q = (q1, . . . , qk). Položme p1 = p(q1, . . . , qk).
Tvrd́ıme, že toto je monochromatická př́ımka v p̊uvodńım obarveńı AK .
Pro a ∈ A \ {x, y} máme f(p1(a)) = f(p(q(a))) = g(q(a)) = g(q(y)) =
f(p(q(y)) = f(p1(y)). Nav́ıc, p1(x) a p1(y) jsou xy-podobné, a proto f(p1(x)) =
f(p1(y)).
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