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1 Vybiravost

Pritazeni seznamu grafu G je funkce L, kterd kazdému vrcholu G priradi
mnozinu barev. L-obarveni je dobré obarveni ¢ grafu G tz. p(v) € L(v)
pro kazdy vrchol v € V(G). Vybiravost x;(G) je nejmensi ptirozené ¢islo k
takové, ze G je L-obarvitelny pro kazdé prirazeni L seznamu velikosti alespon
k.

Pozorovani 1.

xi(G) = x(G)
Xi(G) < d+1 je-li G d-degenerovany
Xi(Cn) = x(Cy)
Lemma 2.
Xl(Kn,n”) > Mn.

Diikaz. Necht vrcholy jsou vi,...,v, & wy, 4, PO i1,...,0, € {1,...,n}.
Vrcholu vy, pritadime seznam L(vg) = {cg 1, .- ., Ckpn}- Vrcholim w, pritadime
vsechny n-prvkové seznamy, které protinaji seznam kazdého z vrcholu vy, .. .,
v, v prave jednom prvku; tedy L(w;, . i.) = {¢14y, C2ips - - - s Cniiy, - Obarvime-
li vrcholy vy, ..., v, barvami ¢y, ..., C,,,, pak nelze obarvit w;, ;. z jeho
seznamul. O

2 Vybiravost rovinnych grafti

Lemma 3. FExistuji rovinné grafy vybiravosti alespon 5.

Diikaz. Necht G, je nasledujici graf:
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Necht Ly ,, je piitazeni seznamu tz. Li,.(21) = {1,p,5,6}, Lipa(22) =
{a,p,5,6}a Ly ,.(z3) = {1,a,5,6}. Pak pfedbarveni (u, w,v) barvami (1, p, a)
nelze rozsitit na L p ,-obarveni grafu Guy-

Necht G, je graf vznikly ze dvou kopii G, sdilejicich cestu wwwv. Necht
L, , je pritazeni seznamu odpovidajici Ly, , v jedné z kopif a L; 4, ve druhé
a Ly ,(w) = {1,a,p,q}. Pak predbarveni (u,v) barvami {1, a} nelze rozsitit
na L ,-obarveni grafu G,.

Necht G vznikne z 16 kopii G, sdilejicich vrcholy u a v. Necht L(u) =
{1,2,3,4}, L(v) = {a,b,¢,d}, a L odpovida L(i,1) pro i € {1,2,3,4} a
[ € {a,b,c,d} na 16 kopiich G,,. Pak G neni L-obarvitelny. O

Véta 4 (Thomassen). KaZdy rovinny graf je 5-vybiravy. Plati i ndsledujici
silnéjsi tvrzeni: necht G je rovinng graf, P je cesta s nejuyse dvéma vr-
choly obsaZend v hranici vnéjsi stény G, a L je pritazeni seznamau velikosti
5 vrcholum G nesousedicim s vnéjsi sténou, seznamau velikosti 3 vrcholum G
nepatricim do P a sousedicim s vnéjsi sténou, a jednoprvkovych navzdjem
ruznijch seznami vrcholum P. Pak G je L-obarvitelny.

Diikaz. Indukei dle |V (G)|. Bez ijmy na obecnosti G je souvisly. Je také
2-souvisly, jinak uvazme G = G U Go, kde G a G5 se protinaji v jednom
vrcholu v a P C (4. Z indukéniho predpokladu lze L-obarvit Gy, zménit
seznam v na jednoprvkovy dany obarvenim (G a rozsitit obarveni na Gs.
Nechf K je kruznice ohrani¢ujici vnéjsi sténu G. Lze predpokladat, ze K je
indukovand: jinak by méla chordu uv a G = G; U G5 pro vlastni podgrafy
GG1 a Gy protinajici se v hrané wv, tz. P C (1. Z indukéniho predpokladu
lze L-obarvit (G1, zménit seznamy u a v na jednoprvkové dané obarvenim (G
a rozsitit obarveni na Gy. Lze také predpokladat |V (P)| = 2, jinak muzeme
smazat barvy ze seznamu nékterého vrcholu K.

Necht V(P) = {p,q} a v je soused p v K ruzny od ¢. Necht {a,b} C
L(v)\ L(p) jsou dvé libovolné barvy. Necht L' je piitazeni seznamu tz. L' (z) =
L(z)\{a, b} pro sousedy x vrcholu v nelezici na K, a L'(x) = L(x) pro ostatni



vrcholy x. Pak G — v je L'-obarvitelny z indukéniho predpokladu a vrcholu
v lze dat barvu a nebo b jinou nez barva jeho souseda v K ruzného od p
(jelikoz K je indukovany cyklus, v ma pravé dva sousedy v K). O]

3 Chevalley-Warningova véta a regularni pod-
grafy

Lemma 5. Pro libovolné prvocislop a j =0,...,p— 2 plati

ij:().

TE€EZp

Diikaz. Rovnice 27 = 1 m4a nejvyse j < p — 2 feSeni v Z,, a proto existuje
prvek g # 0 takovy, ze ¢/ # 1. Jelikoz funkce  — gz je bijekel na Z,, plati
9Zy, = Z,, a proto

Z = Z(gw)j =g’ Z 2.
TELp TEL) TEL)p

Jelikoz ¢’ # 1, dostavame

ij:().

TELp
O
Véta 6. Necht p je prvocislo a fi1, ..., f, jsou polynomy nad Z, vn proménnijch,
celkovych stuprii d, ..., d,, a necht plati Y, d; < n. Pak pocet Teseni
systému f1() =0, ..., f.(Z) =0 je délitelny p.

Diikaz. Z malé Fermatovy véty mame aP~' = 1 pro kazdé z € Z, \ {0}.
Uvazujme polynom f(7) = [[_,(1 — f7'(¥)). Pak f(Z) = 1 jestlize ¥
je TeSeni uvazovaného systému, a jinak f(Z) = 0. Chceme tedy ukézat, ze
> ez F(@) = 0.

Celkovy stupen polynomu f je nejvyse (p —1)>°0_ d; < (p — )n. Je-
likoz f je polynom v n proménnych, v kazdém jeho c¢lenu se tedy vyskytuje
proménnd, jejiz stupeil je nejvySe p — 2. Existuji tedy polynomy g;; pro

1=1,...,na0<j<p—2tz v g;; se nevyskytuje proménnd z; a
n p—2 .
f=2_2 gl
i=1 j=0



Povsimnéme si, ze

> gl = > gy | Y @l =0

rezy (@13 es i1, T4 1o ) EZY T ;€ Zp
Pak
n p—2
2\ J
> f(@) = i
TEZY gezy i=1 j=0
n p—2
gl:j (2

]

Véta 7. Necht G je multigraf v némz viechny vrcholy maji stuperi 4 nebo 5.
Jestlize G neni 4-reqularni, pak md 3-reguldrni podmultigraf.

Diikaz. Necht r = [V(G)|. Pro v € V(G) si zadefinujme polynom

Jo= Z xi'
e incidentni s v
nad Zs. Pocet proménnych je [E(G)| > 2r = 3 (s deg(fy), dle Véty 6
je tedy pocet Feseni systému f,(¥) = 0 pro v € V(G) délitelny 3. Systém
ma trividlni nulové feseni, m4 tedy i (alesponn dvé) nenulova feseni. Polozme
X = {e € E(G) : x. # 0} pro n&jaké takové teseni. Jelikoz z*> = 1 pro
z € Z3\ {0} a G m4 maximélni stupen nejvyse 5, f,(Z) = 0 je ekvivalentni
tomu, ze v ma stupen 0 nebo 3 v podgrafu (V(G), X). O

Podminka ze G neni 4-regularni je nutnd, naptiklad trojihelnik se zdvo-
jenymi hranami nema zadny 3-regularni podgraf.

4 Nullstellensatz

Pouzijeme nésledujici zékladni tvrzeni z algebry (Ize dokézat indukei dle
poctu proménnych).

Lemma 8. Necht p(xy,...,x,) je polynom v n proménngjch, v némz kazdy
vyskyt proménné x; md stupen nejuyse d; pro i € {1,...,n}, a necht S; je
mmnozina komplexnich c¢isel velikosti alespon d;+1. Jestlize p # 0, pak existuji
hodnoty sy € S1, ..., Sy € Sy 2. p(s1,...,8,) # 0.
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Necht G je neorientovany graf s vrcholy {vy,...,v,} a G je jeho libovolna
orientace. Grafovy polynom P je definovan jako

Pa(z1,...,2,) = H (z; — x;).
(vi,v;)€E(G)

Povsimnéme si, ze Ps(cq, ..., ¢,) # 0 prave kdyz funkce pfifazujici vrcholim
G barvy ¢y, ..., ¢, je dobré obarveni G.

Véta 9. Necht G je neorientovany graf s vrcholy {vi,...,v,} a G je jeho

libovolnd orientace. Necht di, ..., d, jsou prirozend c¢isla a L je prirazeni
seznami G t7. |L(vs)| > d; pro 1 < i < n. Jestlize se clen 29 ...z se v

polynomu Pg vyskytuje s nenulovym koeficientem, pak G je L-obarvitelny.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti |L(v;)| = d; + 1 a prvky L(v;) jsou kom-
plexni ¢isla. Zadefinujme pi(z) = [[.cp,)(z —¢) pro ¢ = 1,...,n. Pak
pi(c) = 0 pro véechna ¢ € L(v;). Necht ¢ = 2%*! — p;; pak ¢; je poly-
nom stupné nejvyse d; a ¢;(c) = ¢4t pro vsechna ¢ € L(v;). Necht P je
polynom vznikly z P opakovanou substituci g; za 2%t proi € {1,...,n}.
Pak P(cy,...,c,) = Pg(cr, ..., ¢,) pro libovolnd ¢ € L(v1), ..., ¢, € L(vy)
a stupen proménné xz; v P je nejvyse d;. Navic koeficient x‘lh ..ad je stejny
v P jako v Pg, jelikoz viechny cleny Pz maji stejny celkovy stupei (rovny
|E(G)|) a substituce vytvaii pouze cleny mensiho stupné. Proto P # 0 a

Ps(cry ... cn) = P(cr, ... ) # 0 pro néjaké ¢; € L(vy), ..., ¢ € L(vy)
z Lemmatu 8. Pak obarveni vrcholu G barvami ¢, ..., ¢, je dobré L-
obarveni. ]

Necht G je pevnd orientace grafu G, a necht G je orientace G, ktera se
od G lisi na pravé p hraniach. Pak definujme sgn(G’) = (—1)7.

Pozorovani 10. Necht G je neorientovany graf s vrcholy {vy,...,v,} a G
je jeho libovolnd pevnd orientace. Necht Oy, . 4, je mnoZina vech orientact
gzafu G v nichZ v; ma vstupni stupen d; pro i = 1,...,n. Koeficient clenu
. xd v polynomu Ps je aZ na znaménko roven

Z sgn(G").

Kazdé dveé orientace se stejnymi vstupnimi stupni se lisi obracenim hran
v néjakém Eulerovském podgrafu. Dostavame tedy nasledujici.

Dusledek 11. Necht G je neorientovany graf s vrcholy {vy,...,v,} a G je
jeho libovolnd orientace tZ. v; md vstupni stuperi d; pro kazdé i. Necht & je



—

mnozina vSech podmnozin E(G) tvoricich Eulerovsky podgraf. Pak koeficient

v d . v ,
clenu x$* . .. % v polynomu Ps je az na znaménko roven

SO (-l

Xe&

Je-li G bipartitni, pak kazdy Eulerovsky podgraf jeho orientace mé sudy
pocet hran (a néjaky takovy existuje — prazdny), proto dostavame nésledujici.

Dusledek 12. Necht G je neorientovanyj bipartitni graf s vrcholy {vy, ..., v, }
a G je jeho libovolnd orientace tZ. v; md vstupni stupen d; pro kazdé i. Pak
koeficient ¢lenu ZL‘(lil ... 2% v polynomu Pg je nenulovy, a tedy G lze L-obaruvit
pro libovolné prirazent seznami L tZ. |L(v;)| > d; pro kaZdé i.

Specialné rovinné bipartitni grafy maji orientaci s vstupnim stupném
nejvyse 2, a jsou tedy 3-vybiravé.



