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Necht’ A, B a C jsou disjunktńı podmnožiny vrchol̊u nějakého grafu. Pak

e(A,B) = počet hran s jedńım koncem v A a druhým v B

d(A,B) =
e(A,B)

|A||B|
q(A,B) = počet 4-cykl̊u v1v2v3v4, kde v1, v3 ∈ A a v2, v4 ∈ B

t(A,B,C) = počet trojúhelńık̊u s jedńım vrcholem v A, druhým v B a třet́ım v C

1 Náhodné grafy

Necht’ 0 ≤ p ≤ 1. Necht’ Gn,p je náhodný graf na n vrcholech, obsahuj́ıćı
každou hranu nezávisle s pravděpodobnost́ı p. Necht’ A, B, C jsou disjunktńı
podmnožiny vrchol̊u Gn,p.

Pozorováńı 1.

E(e(A,B)) = p|A||B|
E(d(A,B)) = p

E(q(A,B)) = p4|A|(|A| − 1)|B|(|B| − 1) ≈ p4|A|2|B|2

E(t(A,B,C)) = p3|A||B||C|.

Věta 2 (Černovova nerovnost). Necht’ 0 ≤ p ≤ 1. Necht’ X1, . . . , Xn jsou
nezávislé proměnné, rovné 1 s pravděpodobnost́ı p a rovné 0 s pravděpodobnost́ı
1− p. Necht’ X =

∑n
i=1Xi. Pak pro každé t ≥ 0,

Pr(|X − pn| > t) < 2e−
t2

2(pn+t/3) .

Lemma 3. Necht’ ε > 0. S pravděpodobnost́ı 1−1/eΩ(n2) plat́ı, že všechny dis-
junktńı podmnožiny A a B vrchol̊u Gn,p velikosti alespoň εn splňuj́ı |d(A,B)−
p| ≤ ε.
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D̊ukaz. Zafixujme nějaké takové A a B. Dle Věty 2,

Pr(|e(A,B)− p|A||B|| > ε|A||B|) < 2e−
ε2

2(p+ε/3)
|A||B| ≤ 2e−

ε4

2(p+ε/3)
n2

.

Položme κ = ε4

2(p+ε/3)
> 0, takže

Pr(|d(A,B)− p| > ε) < 2e−κn
2

.

PodmnožinyA aB lze zvolit méně než 4n zp̊usoby, takže pravděpodobnost,
že nějaké dvě takové podmnožiny splňuj́ı |d(A,B)− p| > ε je méně než

4n2e−κn
2

= e(log 4)n+log 2−κn2

= 1/eΩ(n2).

Definice 1. Necht’ G je graf a δ, ε > 0. Pár (A,B) disjunktńıch podmnožin
vrchol̊u G je (δ, ε)-regulárńı, jestlǐze

• všechny A′ ⊆ A a B′ ⊆ B takové, že |A′| ≥ δ|A| a |B′| ≥ δ|B|, splňuj́ı

|d(A′, B′)− d(A,B)| ≤ ε.

Pár je ε-regulárńı, je-li (ε, ε)-regulárńı.

Lemma 4. Necht’ α, ε > 0. Asymptoticky skoro jistě plat́ı, že pro každé
disjunktńı podmnožiny A a B vrchol̊u Gn,p velikosti alespoň αn je pár (A,B)
ε-regulárńı.

D̊ukaz. Dle Lemma 3 je pravděpodobnost, že A a B netvoř́ı ε-regulárńı pár
nejvýše 1/eΩ(n2). Jelikož A a B lze zvolit pouze 4n zp̊usoby, pravděpodobnost,
že nějaké dvě takové množiny netvoř́ı ε-regulárńı pár je nejvýše 4n/eΩ(n2) =
1/eΩ(n2).

2 Vlastnosti ε-regulárńıch pár̊u

Lemma 5. Necht’ G je graf a (A,B) je (δ, ε)-regulárńı pár v G pro nějaké
0 < δ, ε ≤ 1. Pak

• počet vrchol̊u v A s v́ıce než (d(A,B) + ε)|B| sousedy v B je méně než
δ|A| a

• počet vrchol̊u v A s méně než (d(A,B)−ε)|B| sousedy v B je méně než
δ|A|.
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D̊ukaz. Necht’ A1 je množina vrchol̊u v A s v́ıce než (d(A,B)+ε)|B| sousedy v
B. Pro spor předpokládejme, že |A1| ≥ δ|A|. Jelikož (A,B) je (δ, ε)-regulárńı,
plat́ı |d(A1, B)− d(A,B)| ≤ ε. Ale na druhou stranu,

|d(A1, B)− d(A,B)| ≥ e(A1, B)

|A1||B|
− d(A,B)

>
|A1|(d(A,B) + ε)|B|

|A1||B|
− d(A,B) = ε,

což je spor. Druhá nerovnost se dokáže obdobně.

Lemma 6. Necht’ G je graf a (A,B) je (δ, ε)-regulárńı pár v G pro nějaké
0 < δ, ε ≤ 1. Necht’ B′ ⊆ B má velikost alespoň δ|B|. Pak

• počet vrchol̊u v A s v́ıce než (d(A,B) + ε)|B′| sousedy v B′ je méně než
δ|A| a

• počet vrchol̊u v A s méně než (d(A,B) − ε)|B′| sousedy v B′ je méně
než δ|A|.

Lemma 7. Necht’ G je graf a (A,B) je (δ, ε)-regulárńı pár v G pro nějaké
0 < δ, ε ≤ 1. Necht’ |A| = |B| = n a p := d(A,B). Pak

|q(A,B)− p4n4| ≤ (3δ + 15ε)n4 + 2n3.

D̊ukaz. Ukažme, že q(A,B) ≤ p4n4+(3δ+15ε)n4. Druhá nerovnost se dokáže
obdobně.

Pro v ∈ A si jako Bv označme množinu soused̊u v v B. Necht’ A1 = {v ∈
A : |Bv| − pn > εn}. Dle Lemma 5 máme |A1| < δn. Jako A2 označme
množinu vrchol̊u v ∈ V (G) takových, že |Bv| < δn. Pro v ∈ A \ (A1 ∪ A2)
si jako Av označme množinu vrchol̊u w ∈ A, které maj́ı v́ıce než (p + ε)|Bv|
soused̊u v Bv; jelikož v 6∈ A2, máme |Bv| ≥ δn, a proto Lemma 6 implikuje
|Av| < δn.

Počet 4-cykl̊u v1v2v3v4 takových, že v1 ∈ A1, je nejvýše δn · n3. Počet 4-
cykl̊u v1v2v3v4 takových, že v1 ∈ A2, je nejvýše n(δn)2n ≤ δn4. Počet 4-cykl̊u
v1v2v3v4 takových, že v1 ∈ A \ (A1 ∪ A2) a v3 ∈ Av1 , je nejvýše n · δn · n2.
Počet 4-cykl̊u v1v2v3v4 takových, že v1 ∈ A \ (A1 ∪ A2) a v3 ∈ A \ Av1 , je

nejvýše n · n ·
(
(p + ε)|Bv1|

)2 ≤ n · n ·
(
(p + ε)2n

)2
. Celkem tedy dostáváme

nejvýše (
3δ + (p+ ε)4

)
n4 ≤ p4n4 + (3δ + 15ε)n4

čtyřcykl̊u.
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Lemma 8. Necht’ G je graf a (A,B), (B,C) a (A,C) jsou (δ, ε)-regulárńı
páry v G pro nějaké 0 < δ, ε ≤ 1

2
. Jestlǐze |A| = |B| = |C| = n, pak

|t(A,B,C)− d(A,B)d(B,C)d(A,C)n3| ≤ (6δ + 7ε)n3.

D̊ukaz. Ukážeme, že t(A,B,C) ≥ d(A,B)d(B,C)d(A,C)n3 − (6δ + 7ε)n3.
Druhá nerovnost se dokáže obdobně.

Tvrzeńı je triviálńı, jestliže min(d(A,B), d(B,C), d(A,C)) ≤ 6δ + 7ε.
Předpokládejme tedy d(A,B), d(B,C), d(A,C) > 6δ+7ε. Jako A1 si označme
množinu vrchol̊u v ∈ A, které maj́ı méně než (d(A,B)−ε)n soused̊u v B. Jako
A2 si označme množinu vrchol̊u v ∈ A, které maj́ı méně než (d(A,C) − ε)n
soused̊u v C. Dle Lemma 5 plat́ı |A1| ≤ δn a |A2| ≤ δn.

Necht’ v ∈ A \ (A1 ∪ A2) a označme jako Bv a Cv množiny soused̊u v v
B a C. Máme |Bv| ≥ (d(A,B) − ε)n ≥ δn a |Cv| ≥ (d(A,C) − ε)n ≥ δn, a
jelikož (B,C) je (δ, ε)-regulárńı pár, máme d(Bv, Cv) ≥ d(B,C)− ε.

Zvoĺıme-li libovolné v ∈ A \ (A1 ∪ A2) a libovolnou hranu mezi Bv a Cv,
dostaneme trojúhelńık. Tedy t(A,B,C) ≥ (1−2δ)n ·(d(B,C)−ε)[(d(A,B)−
ε)n][(d(A,C)− ε)n] ≥ d(A,B)d(B,C)d(A,C)n3 − (6δ + 7ε)n3.
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