Kombinatorika a grafy II - 2. série s napovédou
Napovéda: 15.12.2009 Deadline: 5.1.2010

Reseni pifkladi piste €itelné a peclive. Je mozno odevzddvat na cviceni, na
prednésce i pfi nahodném setkani s kterymkoli cvicicim. VSechny papiry podepiste
a uvedte, na které cviceni chodite a ktery piifklad fesite. V piipadé nejasnosti v
zadani se ozvéte.

Piiklad 1 [2 body]

Urcete minimalni mnozinu zakazanych minoru pro tiidu graft s nanejvys jednim
cyklem.

Graf F' je minor grafu G (neboli G obsahuje F' jako minor), pokud lze F' ziskat
z G mazénim hran a/nebo vrcholu a kontrahovanim hran.

Grafy F jsou zakazané minory pro ttidu grafu G, pokud grafy z G neobsahuji
zadny (zakdzany) graf z F jako minor a kazdy graf mimo G obsahuje néjaky (zakazany)
graf z F jako minor.

Hledana mnozina by méla byt minimalni v tom smyslu, Ze z ni nelze zadny minor
odebrat. Nezapomente dokazat, ze zakazani vami nalezenyh minoru uz zajisti, ze
ma graf nanejvys jeden cyklus. Pozor na to, ze zkoumana tiida obsahuje i grafy
acyklické ¢i nesouvislé.

Néapovéda: Pokud graf obsahuje alesponn dva (ne nutné disjunktni) cykly, je mozné
vybranim nejkratsich, vymazanim vseho ostatniho, kontrakei dlouhych cest v téchto
cyklech a pripadnymi dalsimi minorovymi operacemi ziskat zakazany minor.

Piiklad 2 [2 body]

Dokazte, ze pridanim libovolné hrany do maximélné rovinného grafu G na ale-
spon Sesti vrcholech vytvotite v G zaroven podrozdéleni K5 i K 3.

Graf je maximalné rovinny, pokud do néj uz nelze ptridat hranu a zachovat pritom
rovinnost.

Napovéda: Vsimnéte si, ze v takovémto maximalné rovinném grafu je kazda sténa
trojihelnik. Pokud byla pridana hrana uv, pak v a v nutné lezely v ruznych sténéch.
Téz si muzete vsimnout, ze takovy graf je 3-souvisly. Ve vzniklém nerovinném grafu
uz nutné lezi podrozdéleni K5 nebo Kj 3.

Vsimnéte si, ze vrcholy v a v jsou od sebe oddéleny néjakou kruznici; uvazte
nejkratsi takovou. Libovolny vrchol na této kruznici spolu se ¢tyimi jeho sousedy
(dva na kruznici, jeden vné, jeden uvniti) jsou pak dobrymi kandidaty na vétvici
body podrozdéleni K.



Piiklad 3 [1 bod]

Dokazte, ze tzv. kolové grafy (wheels) Ws, (tedy se sudou délkou "obvodu” a
lichym poctem vrcholi) jsou perfektni.

Kolovy graf Wy, se sklada z kruznice délky k a jediného dalstho vrcholu pripojeného
ke kazdému vrcholu té kruznice.

Napovéda: Uvazujte dva druhy indukovanych podgrafii: ty neobsahujici stiedovy
vrchol, a ty se stredovym vrcholem ale bez nékterého obvodového. Druhy typ grafu
Ize ziskat acyklickym lepenim trojihelniku a hran.

Piiklad 4 [2 body]

Kolik existuje ruznych obarveni stén osmisténu n barvami? Jako ruzna obar-
veni bereme takovd, kterd na sebe nenf mozné prevést otdcéenim osmisténu. Resenf
vyjadiete jako polynom v n. Obarveni stén zde muze byt libovolné, nemusi tedy
spliiovat zadné podminky na nesousednost stejnych barev.

Nédpovéda: Reseni pomoci Burnsideova lemmatu: Jako grupu vezméte grupu rotaci
osmisténu (bez zrcadleni; grupa ma 24 prvku). Jako prvky mnoziny vSechna obar-
veni stén n barvami. Pro kazdou rotaci (staci po typech rotaci) spocitejte, kolik
obarveni stén se touto rotaci nezméni (vzdy n® pro ngjaké ¢) a dosad'te do BL.

Piiklad 5 [3 body]

Spocitejte, kolik existuje neisomorfnich bipartitnich grafi na 3 cervenych a 3
modrych vrcholech. Partity jsou uréeny barvami vrcholu. Isomorfismus zde za-
chovava nejen hrany, ale i barvy vrcholu (a tedy i partity).

Népoveéda: Reseni pomoci Pélyovy enumerace: Jako grupu vezméte grupu auto-
morfizmu grafu Kj s, které neprohazuji partity — kazdy z automorfizmu libovolné
permutuje vrcholy v ramci partit. Tato grupa ma 36 prvka. Jako mnozinu ob-
jektu vezméte mnozinu obarveni hran K3 dvéma barvami (hrana/nehrana). Déle
spoctéte cyklicky index grupy permutaci hran (z cyklického indexu S3 x S3 jakozto
grupy permutac{ vrcholi) a dosad'te do nevézené PE. Ulohu je téz mozné fesit po-
moci BL.



