
Necht’ A je množina řetězc̊u ṕısmen a, b, c neobsahuj́ıćıch podřetězec aa. Pro
řetězec s jako |s| označme jeho délku. Necht’ A(x) =

∑
n≥0 anx

n je vytvořuj́ıćı
funkce množiny A, tj. pro každé n ≥ 0 je an je počet řetězc̊u ṕısmen a, b, c
délky n neobsahuj́ıćıch podřetězec aa. Speciálně a0 = 1 (poč́ıtáme i prázdný
řetězec ∅).

(2 body) Ukažte, že pro kadé n ≥ 0 je počet řetězc̊u v A\{∅, a} délky n roven
počtu dvojic řetězc̊u (s1, s2), kde |s1|+ |s2| = n a

• s1 ∈ {b, c, ab, ac}
• s2 ∈ A.

(2 body) S použit́ım předchoźıho cvičeńı ukažte, že

A(x) = 1 + x+ (2x+ 2x2)A(x),

a tedy

A(x) =
1 + x

1− 2x− 2x2
.

(1 bod) Ukažte, že pro libovolná reálná č́ısla α a β a přirozené č́ıslo n plat́ı

[xn]
α

1− βx
= αβn.

(2 body) Necht’ β1,2 = 1 ±
√

3; povšimněte si, že plat́ı (1 − β1x)(1 − β2x) =
1− 2x− 2x2. Najděte reálná č́ısla α1 a α2 taková, že

A(x) =
α1

1− β1x
+

α2

1− β2x
,

a s použit́ım předchoźıho cvičeńı najděte explicitńı vzorec pro an.

(2 body) Pro k ≤ n jako bn,k označme počet řetězc̊u z A délky n obsahuj́ıćıch
právě k-krát ṕısmeno a. Necht’ B(x, y) =

∑
k≤n bn,kx

nyk. Ukažte, že

B(x, y) =
1 + xy

1− 2x− 2x2y
.

(2 body) Necht’ C(x, y) = d
dyB(x, y). Ukažte, že pr̊uměrný počet pn výskyt̊u

ṕısmene a v řetězci z A délky n je roven

[xn]C(x, 1)

an
.

(2 body) Popǐste, jak byste odvodili explicitńı vzorec pro pn z předchoźıho
cvičeńı (výpočty nemuśıte provádět).


