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Z minulé přednášky:

Věta 1. Necht’ F je graf barevnosti r+1, r ≥ 1. Pro každé ε > 0 existuje β >
0 ťz. pro dostatečně velké n, je-li G graf s n-vrcholy a alespoň (1−1/r−β)n2/2
hranami neobsahuj́ıćı F jako podgraf, pak existuje rozděleńı V (G) na části A1,
. . . , Ar ťz.

r∑
i=1

‖G[Ai]‖ ≤ εn2.

Důsledek 2. Necht’ F je graf barevnosti r + 1, r ≥ 1, a γ > 0. Necht’ je G
graf s n vrcholy a ex(n;F ) hranami neobsahuj́ıćı F jako podgraf. Je-li n dost
velké, pak G má minimálńı stupeň alespoň (1− 1/r − γ)n.

Pozorováńı 3. Necht’ G je úplný r-partitńı graf na n vrcholech s partitami
A1, . . . , Ar. Pak

‖G‖ =
(

1− 1/r −
r∑

i=1

(1/r − |Ai|/n)2
)n2

2
.

Důsledek 4. Necht’ r ≥ 1 je přirozené č́ıslo. Necht’ G je graf s n vrcholy a
alespoň (1− 1/r − ε)n2/2 hranami a A1, . . . , Ar je rozděleńı V (G) na části
ťz.

r∑
i=1

‖G[Ai]‖ ≤ εn2.

Pak |Ai−n/r| ≤
√

3εn pro každé i a G obsahuje nejvýše 3
2
εn2 nehran s konci

v r̊uzných částech.
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D̊ukaz. Necht’ G obsahuje µn2 nehran s konci v r̊uzných částech. Dle Pozo-
rováńı 3 máme

(1− 1/r − ε)n
2

2
≤ ‖G‖ ≤ εn2 − µn2 +

(
1− 1/r −

r∑
i=1

(1/r − |Ai|/n)2
)n2

2

= (1− 1/r − ε)n
2

2
+
(

3ε− 2µ−
r∑

i=1

(1/r − |Ai|/n)2
)n2

2
,

a proto

2µ+
r∑

i=1

(1/r − |Ai|/n)2 ≤ 3ε,

z čehož plynou požadované nerovnosti.

Hrana e ∈ E(F ) je kritická, jestliže χ(F − e) < χ(F ). Např́ıklad všechny
hrany lichého cyklu jsou kritické.

Věta 5. Necht’ F je graf barevnosti r + 1, r ≥ 1. Jestlǐze F má kritickou
hranu, pak pro dostatečně velké n plat́ı ex(n;F ) = tr(n) a jediný graf s n
vrcholy a ex(n;F ) hranami neobsahuj́ıćı F jako podgraf je Tr(n).

D̊ukaz. Necht’ k = |F |, β = 1
3kr2

a ε = β2/3. Necht’ G je graf neobsahuj́ıćı F
s n vrcholy tž. ‖G‖ = ex(n;F ). Necht’ A1, . . . , Ar je rozděleńı V (G) na části
tž.

m =
r∑

i=1

‖G[Ai]‖

je minimálńı. Necht’ e je kritická hrana F a necht’ w je vrchol F incidentńı s
e.

Dle Věty 1 a Důsledk̊u 2 a 4 pro dostatečně velké n plat́ı, že m ≤ εn2, G
má minimálńı stupeň alespoň (1− 1/r − ε)n, |Ai − n/r| ≤ εn pro každé i, a
G obsahuje nejvýše εn2 nehran s konci v r̊uzných částech.

Uvažme nejprve př́ıpad, že ∆(G[Ai]) ≥ βn pro nějaké i. Necht’ v ∈ Ai

má alespoň βn soused̊u v Ai. Z minimality m plyne, že přesunut́ım v do
libovolné jiné části by se počet hran uvnitř část́ı nesńıžil, a tedy v má alespoň
βn soused̊u v každé z část́ı. Necht’ N1, . . . , Nr jsou množiny soused̊u v v A1,
. . . , Ar stejné velikosti alespoň βn a s = |N1 ∪ . . . ∪ Nr| ≥ βrn. Podgraf
G[N1 . . . Nr] má alespoň(

1− 1

r

)s2
2
− εn2 ≥

(
1− 1

r

)s2
2
− ε

β2r2
s2

=
(
1− 1

r
− 2ε

β2r2
)s2

2
≥
(
1− 1

r − 1
+ ε
)s2

2
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hran. Barevnost F − w je r, a pro dost velké n (a tedy i dost velké s) z
Erdős-Stoneovy věty tedy G[N1 . . . Nr] obsahuje F − w jako podgraf. Pak
připojeńım v dostáváme F jako podgraf G, což je spor.

Můžeme tedy předpokládat, že ∆(G[Ai]) ≤ βn pro každé i. Uvažme libo-
volný vrchol v ∈ Ai. Jelikož ∆(G[Ai]) ≤ βn a |Ai| ≥ n/r− εn, v má alespoň
n/r− (ε+β)n nesoused̊u v Ai. Jelikož deg(v) ≥ (1−1/r− ε)n, v má nejvýše
(2ε+ β)n nesoused̊u v každé jiné části.

Uvažme nyńı připad, že nějaké G[Ai] (řekněme pro i = 1) má nějakou
hranu e′. Z A1 vyberme k vrchol̊u B1 zahrnuj́ıćıch konce e′ libovolně. Z každé
jiné části Aj vyberme k vrchol̊u Bj tak, aby vrcholy Bj sousedily se všemi
vrcholy B1∪ . . .∪Bj−1; to lze, jelikož k(r−1)(2ε+β)n+k ≤ n/r−εn ≤ |Aj|
pro každé j. Pak ale G[B1 ∪ . . . ∪Br] obsahuje F jako podgraf, což je spor.

TedyG je r-partitńı s částmi A1, . . . , Ar. Žádný r-partitńı graf neobsahuje
F jako podgraf, a z maximality počtu hran G dostáváme G = Tr(n).

Věta 6. Necht’ G je graf s n vrcholy neobsahuj́ıćı k disjunktńıch klik velikosti
r + 1 ťz. ‖G‖ = ex(n; kKr+1). Pro dostatečně velké n je G graf vzniklý z
Tr(n− k + 1) přidáńım k − 1 univerzálńıch vrchol̊u, a tedy

ex(n; kKr+1) = tr(n− k + 1) + (k − 1)(n− k + 1) +

(
k − 1

2

)
.

D̊ukaz. Necht’ β = 1
3r2

a ε = β2/8. Necht’ A1, . . . , Ar je rozděleńı V (G) na
části tž.

m =
r∑

i=1

‖G[Ai]‖

je minimálńı. Dle Věty 1 a Důsledk̊u 2 a 4 pro dostatečně velké n plat́ı, že
m ≤ εn2, G má minimálńı stupeň alespoň (1 − 1/r − ε)n, |Ai − n/r| ≤ εn
pro každé i, a G obsahuje nejvýše εn2 nehran s konci v r̊uzných částech. Pro
každý vrchol v ∈ V (G) označme jako i(v) index i takový, že v ∈ Ai.

Necht’ U,Z ⊆ V (G) jsou disjunktńı množiny vrchol̊u G tž. |U | ≤ k, |Z| ≤
k(r + 1) a každý vrchol u ∈ U má alespoň βn soused̊u v Ai(u). Z minimality
m plyne, že u má alespoň βn soused̊u v každé z část́ı. Můžeme tedy zvolit
navzájem disjunktńı množiny Nu,t ⊆ At \ (U ∪ Z) pro u ∈ U a 1 ≤ t ≤ r tž.
u soused́ı se všemi vrcholy Nu,t a všechny tyto množiny maj́ı stejnou velikost
alespoň (βn− k(r+ 2))/k ≥ βn/2. Označme s = |Nu,1 ∪ . . .∪Nu,r| ≥ βrn/2.
Podgraf G[Nu,1 . . . Nu,r] má alespoň(

1− 1

r

)s2
2
− εn2 ≥

(
1− 1

r

)s2
2
− 4ε

β2r2
s2

=
(
1− 1

r
− 8ε

β2r2
)s2

2
>
(
1− 1

r − 1

)s2
2
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hran. Z Turánovy věty tedyG[Nu,1 . . . Nu,r] obsahujeKr jako podgraf. Připojeńım
u dostáváme Kr+1, a pro r̊uzná u ∈ U jsou tyto kliky navzájem disjunktńı
(a disjunktńı s Z).

Necht’ U ⊆ V (G) je množina všech vrchol̊u u ∈ V (G) tž. u má alespoň
βn soused̊u v Ai(u). Jelikož kKr+1 6⊆ G, z předchoźıho dostáváme |U | ≤
k − 1. Každý vrchol v ∈ V (G) \ U má nejvýše βn soused̊u v Ai(v). Jelikož
|Ai(v)| ≥ n/r − εn, v má alespoň n/r − (ε + β)n nesoused̊u v Ai(v). Jelikož
deg(v) ≥ (1−1/r−ε)n, v má nejvýše (2ε+β)n nesoused̊u v každé jiné části.

Uvažme nyńı připad, že nějaké G[Ai \ U ] (řekněme pro i = 1) obsahuje
párováńı M velikosti k − |U |. Pro j = 2, . . . , r z Aj \ U vyberme vrcholy
ve,j r̊uzné pro r̊uzné hrany e ∈ M a soused́ıćı s oběma konci e a s vrcholy
ve,2, . . . , ve,j−1; to lze, jelikož r(2ε + β)n + k ≤ n/r − εn ≤ |Aj| pro každé j.
T́ım dostáváme k − |U | disjunktńıch klik velikosti r + 1. Aplikujeme tvrzeńı
s předminulého odstavce, kde Z je sjednoceńı množin vrchol̊u těchto klik, a
dostáváme kKr+1 ⊆ G, což je spor.

Proto maximálńı párováńı v G[Ai\U ] pro i = 1, . . . , r má velikost nejvýše
k − 1 − |U |, a tedy existuje množina X ⊆ V (G) \ U velikosti nejvýše 2(k −
1 − |U |)r taková, že Ai \ (U ∪ X) je nezávislá množina v G pro každé i.
Dostáváme tedy

‖G‖ ≤ tr(n− |U |) + 2(k − 1− |U |)rβn+ |U |(n− |U |) +

(
|U |
2

)
≤ tr(n− k + 1) + (k − 1)(n− k + 1) +

(
k − 1

2

)
,

kde rovnost se nabývá právě když |U | = k − 1, G − U je Tr(n − k + 1) a
vrcholy U soused́ı se všemi ostatńımi vrcholy G.
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