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Z minulé prednasky:

Véta 1. Necht F je graf barevnostir+1, r > 1. Pro kazdé € > 0 existuje 3 >
0 tZ. pro dostatecné velké n, je-li G graf s n-vrcholy a alespori (1—1/r—)n?/2
hranami neobsahujici F' jako podgraf, pak existuje rozdéleni V(G) na édsti Ay,
ALt

> IGIA]| < en®.
i=1

Dusledek 2. Necht F je graf barevnostir +1, v > 1, a v > 0. Necht je G
graf s n vrcholy a ex(n; F') hranami neobsahujici F' jako podgraf. Je-li n dost
velké, pak G md minimdlni stupen alespori (1 —1/r —~v)n.

Pozorovani 3. Necht G je iplng r-partitni graf na n vrcholech s partitami
Al, R Ar- Pak

T
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Dusledek 4. Necht r > 1 je pFirozené éislo. Necht G je graf s n vrcholy a
alespori (1 — 1/r —e)n?/2 hranami a Ay, ..., A, je rozdéleni V(G) na édsti
tZ.

> IGIA]| < en®.
i=1

Pak |A; —n/r| < V/3en pro kazdé i a G obsahuje nejugse 2en® nehran s konci
v ruznych ¢dstech.



Diikaz. Necht G obsahuje un? nehran s konci v riznych éastech. Dle Pozo-
rovani 3 mame
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2u+ Y (1/r—|Ail/n)* < 3e,
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z ¢ehoz plynou pozadované nerovnosti. O

Hrana e € E(F) je kritickd, jestlize x(F — e) < x(F'). Napiiklad vSechny
hrany lichého cyklu jsou kritické.

Véta 5. Necht I je graf barevnosti v + 1, r > 1. Jestlize ' md kritickou
hranu, pak pro dostateéné velké n plati ex(n; F) = t.(n) a jeding graf s n
vrcholy a ex(n; F) hranami neobsahugici F' jako podgraf je T, (n).

Diikaz. Necht k = |F|, f = 35 a ¢ = 8?/3. Necht G je graf neobsahujici F
s n vrcholy tz. |G|| = ex(n; F). Necht Ay, ..., A, je rozdélen{ V(G) na ¢ésti

tz.

m =Y IGIAl

je minimdlni. Necht e je kritickd hrana F' a necht w je vrchol F' incidentni s
€.

Dle Véty 1 a Diusledki 2 a 4 pro dostatecéné velké n plati, ze m < en?, G
mé minimalni stupen alespon (1 —1/r —e)n, |A; —n/r| < en pro kazdé i, a
G obsahuje nejvyse en? nehran s konci v riznych éastech.

Uvazme nejprve pifpad, ze A(G[A;]) > Bn pro néjaké i. Necht v € A,
ma alespon fn sousedu v A;. Z minimality m plyne, ze pfesunutim v do
libovolné jiné ¢asti by se pocet hran uvnitt ¢asti nesnizil, a tedy v mé alespon
Bn sousedil v kazdé z ¢asti. Necht Ny, ..., N, jsou mnoziny sousedit v v A,
..., A, stejné velikosti alespon fn a s = [Ny U...U N,| > fBrn. Podgraf
G[Ny ... N,] mé alespon
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hran. Barevnost F' — w je r, a pro dost velké n (a tedy i dost velké s) z
Erdés-Stoneovy véty tedy G[Ng...N,| obsahuje F' — w jako podgraf. Pak
pripojenim v dostavame F' jako podgraf GG, coz je spor.

Muzeme tedy predpokladat, ze A(G[A;]) < Bn pro kazdé i. Uvazme libo-
volny vrchol v € A;. Jelikoz A(G[A;]) < pn a |A;| > n/r —en, v ma alespon
n/r — (e + B)n nesousedu v A;. Jelikoz deg(v) > (1—1/r —e)n, v ma nejvyse
(2 + B)n nesousedu v kazdé jiné ¢ésti.

Uvazme nyni pripad, ze néjaké G[A;] (feknéme pro ¢ = 1) ma néjakou
hranu €. Z A; vyberme k vrcholu By zahrnujicich konce €’ libovolné. Z kazdé
jiné ¢asti A; vyberme k vrcholu B; tak, aby vrcholy B; sousedily se vSemi
vrcholy ByU...UB;_1; to lze, jelikoz k(r —1)(2e +f)n+k < n/r—en < |A}]
pro kazdé j. Pak ale G[B; U...U B,| obsahuje F jako podgraf, coz je spor.

Tedy G je r-partitni s ¢astmi Ay, ..., A,. Zadny r-partitni graf neobsahuje
F jako podgraf, a z maximality po¢tu hran G dostavame G = T,.(n). O]

Véta 6. Necht G je graf s n vrcholy neobsahugjici k disjunktnich klik velikosti
r+ 1 t2 |G| = ex(n;kK,41). Pro dostatecné velké n je G graf vznikly z
T.(n —k+ 1) priddnim k — 1 univerzdlnich vrcholi, a tedy

2
Diikaz. Necht 8 = X a e = 32/8. Necht Ay, ..., A, je rozdéleni V(G) na

) 3r
¢asti tz.

ex(n: KKy 41) = to(n — k + 1)+ (k= D(n —k + 1) + (’“— 1).
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je minimalni. Dle Véty 1 a Dusledku 2 a 4 pro dostatecné velké n plati, ze
m < en?, G ma minimaln{ stupen alespon (1 — 1/r —e)n, |A; —n/r| < en
pro kazdé i, a G obsahuje nejvyse en? nehran s konci v riznych éastech. Pro
kazdy vrchol v € V(G) oznaéme jako i(v) index i takovy, ze v € A;.

Necht U, Z C V(G) jsou disjunktni mnoziny vrcholu G tz. |U| < k, | Z| <
k(r 4+ 1) a kazdy vrchol v € U ma alespon n sousedt v A;(,). Z minimality
m plyne, ze u ma alespon fn sousedu v kazdé z ¢asti. Muzeme tedy zvolit
navzajem disjunktni mnoziny N, C A\ (UUZ)proue U al <t <rtz
u sousedi se vSemi vrcholy N, ; a vSechny tyto mnoziny maji stejnou velikost
alesponi (fn —k(r+2))/k > fn/2. Ozna¢me s = [Ny U...UN,,| > Brn/2.
Podgraf G[N,1 ... N,,] ma alesporn
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hran. Z Turdnovy véty tedy G[N, 1 ... Ny, | obsahuje K, jako podgraf. Pfipojenim
u dostavame K1, a pro ruznd u € U jsou tyto kliky navzijem disjunktni
(a disjunktni s 7).

Necht U C V(@) je mnozina vsech vrcholu v € V(@) tz. v ma alespon
fn sousedit v A;y. Jelikoz kK, € G, z pfedchoziho dostavame |U| <
k — 1. Kazdy vrchol v € V(G) \ U mé nejvyse n sousedit v A;,y. Jelikoz
|Aiy| > n/r —en, v ma alespon n/r — (€ + f)n nesousedu v A;(,). Jelikoz
deg(v) > (1—1/r —e)n, v ma nejvyse (2¢ + f)n nesousedu v kazdé jiné casti.

Uvazme nyni pfipad, ze néjaké G[A; \ U] (feknéme pro i = 1) obsahuje
parovani M velikosti k — |U|. Pro j = 2,...,r z A; \ U vyberme vrcholy
ve,; Tuzné pro ruzné hrany e € M a sousedici s obéma konci e a s vrcholy
Ve, - - Vej—1; to lze, jelikoz r(2¢ + B)n + k < n/r —en < |A;| pro kazdé j.
Tim dostdvame k — |U| disjunktnich klik velikosti 7 + 1. Aplikujeme tvrzeni
s predminulého odstavce, kde Z je sjednoceni mnozin vrcholu téchto klik, a
dostavame kK,.1 C G, coz je spor.

Proto maximélni parovani v G[A;\U] pro i = 1,...,r ma velikost nejvyse
k—1—U|, a tedy existuje mnozina X C V(G) \ U velikosti nejvyse 2(k —
1 — |U])r takovd, ze A; \ (U U X) je nezévisla mnozina v G pro kazdé i.
Dostavame tedy

|G|l < t.(n—|U|)+2(k—1—|U|)rBn+ |U|(n— |U|) + (|(2]|)

gtr(n—k+1)+(k‘—1)(n—k+1)+(kgl),

kde rovnost se nabyva pravé kdyz |[U| = k—1, G—U jeT.(n —k+1) a
vrcholy U sousedi se vSemi ostatnimi vrcholy G. [



