Stabilita Erdos-Stoneova odhadu

Zdenék Dvorak
6. listopadu 2020

Véta 1 (ErdSs-Stone). Necht F je graf barevnosti r + 1. Pro kazde e >0
existuje ng tZ. kaZdy graf s n > ng vrcholy a alespori (1 —1/r +¢)% ® hranami
obsahuje F' jako podgraf.

Uplny multlpartltm graf T,.(n) neobsahuje I jako podgraf a ma ptiblizné
(1—1/r)% hran. Stabilita: I grafy bez I’ majici o néco méné hran stéle musi
mit podobnou strukturu.

Lemma 2. Necht F je graf barevnostir+1, r > 1. Pro kazdé € > 0 existuge
B > 0 tZ. pro dostatecné velké n, je-li G graf s n-vrcholy minimdlniho stupné
alespori (1 — 1/r — B)n neobsahujici F' jako podgraf, pak ezistuje rozdéleni
V(G) na cédsti Ay, ..., A, L2

ZHG Il < en?.

Dﬁkaz Necht t = |F|, s = [2*] + ¢ a f = min(L ). Jelikoz 8 <
1

— — 7, Véta 1 pro dostatecné velké n implikuje, ze G obsahuje T, (rs) jako

podgraf necht By, ..., B, C V(Q) velikosti s jsou partity tohoto podgrafu a
B=B,U...UB,. Pro dostatecné velké n mame |B| < %n < 5n.
Rozlozme V(G) \ B na ¢asti T, A}, ..., AL, S, kde

rs’2rr 1)

e T obsahuje vrcholy, které maji alespon ¢ sousedu v kazdé z partit By,
, B, a

e Al proi=1,...,r obsahuje vrcholy, které maji méné nez ¢ sousedu v
B; a alespon s — %t sousedu v kazdé dalsi partite.

Mame |T| < t(})", jinak G obsahuje T,1((r + 1)t) a tedy i F jako podgraf.
Pro dostatecné velké n tedy |T| < Ln < Sn.

Jelikoz G ' mé minimalni stupen alespon (1—1/r— )n, pocet hran mezi B
a AjU...UA US je alespon ((1—1/r—pB)n—|B|—|T|)rs > (r—1)sn— 3tn.
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Na druhou stranu, vrcholy v .S maji méné nez t sousedu v jedné z partit a
méné nez s — %t sousedu v jiné z partit, proto

(r—=1)sn—=3tn < (n—|S|)((r—1)s+t)+|S|((r—1)s+t—16t/c) = (r—1)sn+tn—16t|S|/e,

a proto |S| < §n.

Kdybychom pro néjaké i € {1,...,r} méli |G[A}]|| > £n?, pak pro dost
velké n Véta 1 implikuje, ze G[A]] obsahuJe K, jako podgraf Vrcholy tohoto
K,;; maji alespon s — Qt%ﬁt > t spolecnych sousedu v kazdé partité B; pro
Jj # 1, a G by obsahoval T, 1 ((r + 1)t) a tedy i F' jako podgraf, coz je spor.
Proto [|G[Al]|| < £n?

Polozme A; = A proi=1,...,r—1a A, =A U(BUTUS). Pak

ZHG A < ren® + En® = en’.

Pro graf G oznacme m,.(G) = ||G|| — (1 — 1/r)|G|*/2.

Pozorovani 3. Necht G je graf, v je prirozené ¢islo a 3 > 0. Jestlize v je
vrchol G stupné mensiho nez (1 — 1/r — B)|G|, pak m.(G —v) > m,(G) +
plG| - 1.

Dikaz. Méame

me(G —v) =m,(G) = (1= 1/n)[IG* = (1G] = 1)*] /2 = (|G|l = |G = v])
> (1=1/r)(G| =1/2) = (1 =1/r = B)|G] > B|G| - 1.

]

Véta 4. Necht F je graf barevnosti v + 1, r > 1. Pro kaZdé ¢ > 0 existuge
B' >0 tz. pro dostatecné velké n, je-li G graf s n-vrcholy a alespon (1—1/r—
B)n?/2 hranami neobsahujici F jako podgraf, pak existuje rozdéleni V(G) na

édsti Ay, ..., A, tZ
ZHG || < en?

Diikaz. Mame € < 1/2, jinak je tvrzeni trivialni. Necht S je konstanta ze
znéni Lemma 2 pro /2. Polozme ' = pe/7. Opakované odebirejme z G
vrcholy stupné menstho nez (1 —1/r — §)-krat aktudlni pocet vrchola, dokud
takové vrcholy existuji nebo dokud jsme neodebrali alespon en/2 vrcholu.



Necht G’ je vysledny graf. Jestlize jsme odebrali [en/2] vrcholu, pak dle
Pozorovani 3 mame

m,(G') = m,(G) + (B|G'] — 1)[en/2]
> m,(G) + Zn* > (Be/6 — B')n’
> (Be/6— B)|G']*.

Dle Véty 1 pro dost velké n (a tedy dost velké |G'| > n — [en/2] > |3n/4])
G’ obsahuje F jako podgraf, coz je spor. Proto |G| — |G'| < en/2 a G’ ma
minimdlni stupen alespoin (1 — 1/r — 3)|G’|. Necht Af, ..., A} je rozklad
V(G') ziskany v Lemma 2 pro €/2. Polozme A; = A, proi =1,...,r—1a
A=A U(V(G)\V(G)). Pak

ZHG \<5n2+ZHGA’ | < en?.

=1

]

Pozorovani 5. Necht G je iplng r-partitni graf na n vrcholech s partitami
Al, ceey Ar~ Pak

T

161 = (1= 1/r = o1 = Al /m)?)n?/2.

i=1

Dikaz. Proi=1,...,r oznacme d; = |4;| —n/r; mdme 3., d; = 0. Plat{

161 = 5 3 1A= 14 = (1= 14/ )22

i=1

Z|A|2 zr:d—kn/r Zd2+n
i=1
O

Dusledek 6. Necht F je graf barevnostir +1, v > 1, a v > 0. Necht je G
graf s n vrcholy a ex(n; F') hranami neobsahujici F' jako podgraf. Je-li n dost
velké, pak G md minimdlni stupen alespori (1 —1/r — ~)n.
Diikaz. Necht t = |F|, e = mln(gﬁ, 57%) a necht 3’ je konstanta z Véty 4 pro
£/2; bez ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat ' < e.

Pro dost velké n je ex(n; F) > t.(n) > (1—1/r—3")n?/2, a tedy dle Véty 4
existuje rozdéleni V(G) na ¢asti Ay, ..., A, tz. >, [|G[A]|| < en?/2. Dle



Pozorovani 5 méme (1/r — |A;|/n)? < B'+e a tedy ||A;| —n/r| < V2en < &
a |A;| > 3= pro kazdé i. Obdobné celkovy pocet nehran mezi riznymi ¢astmi
rozkladu je nejvyse (3'+e)n®/2 < en®, a proto G obsahuje nejvyse 7+ vrcholu
sousedicich s vice nez 4ren takovymi nehranami. Necht A; je nejmensi z
casti rozkladu. Pro dostatecné velké n tedy v A; existuje ¢ vrcholu zq, ...,
xy sousedicich dohromady s méné nez 4rten nehranami mezi riznymi ¢astmi
rozkladu. Tyto vrcholy tedy maji alesponi n—|A;|—4rten > (1—1/r—~)n+1
spolec¢nych sousedu S.

Kdyby G obsahoval vrchol v stupné mensiho nez (1—1/r —~)n, uvazujme
graf G’ vznikly z G —v pridanim vrcholu u sousediciho prave s vrcholy S —wv.
Pak ||G'|| > |G| = ex(n; F'), a proto G" obsahuje F' jako podgraf, zjevné

obsahujici u. Podgraf F' ale neobsahuje alespon jeden z vrcholu xy, ..., xy,
a nahrazenim u timto vrcholem bychom dostali F' jako podgraf v G. To je
spor, a tedy G ma minimélni stupen alespon (1 — 1/r — y)n. O



