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Z minulé přednášky:

Věta 1. Je-li F bipartitńı graf, v němž vrcholy v jedné z partit maj́ı stupně
nejvýše a, pak

ex(n;F ) = O(n2−1/a).

Pro sudé cykly dává odhad ex(n;C2k) = O(n3/2). Oproti tomu př́ımočarý
dolńı odhad dává:

Lemma 2. Pro přirozené k ≥ 2

ex(n;C2k) = Ω(n1+1/(2k−1)).

D̊ukaz. Necht’ c = 61/(1−2k). Uvažme náhodný graf G, každá hrana s pravděpo-
dobnost́ı

p = cn−
2k−2
2k−1 .

Pro n ≥ 3 máme

E[‖G‖] = p

(
n

2

)
≥ p

3
n2 =

c

3
n1+1/(2k−1)

a
E[počet 2k-cykl̊u] ≤ n2kp2k = c2kn1+1/(2k−1) =

c

6
n1+1/(2k−1),

po odebráńı hrany z každého 2k-cyklu tedy máme graf s Ω(n1+1/(2k−1)) hra-
nami.

Existuj́ı i lepš́ı (explicitńı) konstrukce. Naš́ım ćılem bude ukázat lepš́ı
horńı odhad (Bondy-Simonovitsova věta). Začněme pomocnými lemmátky.

Lemma 3. Necht’ H je cyklus s chordou a necht’ (A,B) je rozděleńı jeho
vrchol̊u na neprázdné části takové, že E(H[A]) ∪ E(H[B]) 6= 0. Pak pro
1 ≤ ` ≤ |H| − 1 v H existuje cesta délky ` z A do B.
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D̊ukaz. Necht’ n = |H|. Oč́ıslujme vrcholy H v pořad́ı na cyklu prvky Zn a
jako a : Zn → {0, 1} označme charakteristickou funkci množiny A. Necht’ e je
chorda cyklu H. BÚNO e je incidentńı s vrcholem 0, jako v označme druhý
konec e; ze symetrie můžeme předpokládat v ≤ n− v.

Obsahuje-li H − e cesty všech délek mezi 1 a |H| − 1 z A do B, jsme
hotovi. Jinak uvažme nejmenš́ı t tž. 1 ≤ t ≤ |H|−1 a H−e neobsahuje cestu
délky t z A do B. Pak máme a(x) = a(x + t) pro každé x ∈ Zn, a obecněji
a(x) = a(x+mt) pro každé celé č́ıslo m. Necht’ q = nsd(t, n); existuj́ı celá č́ısla
m a r tž. q = mt+ rn, a proto a(x+ q) = a(x+mt+ rn) = a(x+mt) = a(x)
pro každé x ∈ Zn. V H − e proto neexistuje ani cesta délky q z A do B a
z minimality t dostáváme t = q. Tedy t = q a t děĺı n. Jelikož A i B jsou
neprázdné, máme t ≥ 2.

Z minimality t dále dostáváme, že pro každé t′ ∈ {1, . . . , t− 1} existuje v
H−e cesta délky t′ z A do B, a tedy pro nějaké x ∈ Zn plat́ı a(x) 6= a(x+t′).
Jelikož a(x) = a(x + mt) pro každé celé č́ıslo m, dostáváme následuj́ıćı: (?)
Pro každé t′ ∈ {1, . . . , t− 1} a množinu K skládaj́ıćı se z t po sobě jdoućıch
vrchol̊u H − e existuje x ∈ K tž. a(x) 6= a(x + s) pro každé s ≡ t′ (mod t).
Speciálně H−e obsahuje cestu z A do B délky ` pro každé ` ∈ {1, . . . , |H|−1},
které neńı dělitelné t.

Necht’ ` ∈ {1, . . . , |H| − 1} je dělitelné t. Nyńı uváž́ıme cesty použ́ıvaj́ıćı
chordu e. Nejprve předpokládejme, že v ≤ t; máme v ≥ 2, jelikož e je chorda.
Dle (?) existuje x ∈ {0, 1, . . . , t − 1} tž. a(n − x) 6= a(n − x + s) pro každé
s ≡ v − 1 (mod t). Pak (n − x)(n − x + 1) . . . 0v(v + 1) . . . (` + v − x − 1)
je cesta z A do B délky ` (je to skutečně cesta bez opakuj́ıćıch se vrchol̊u,
jelikož ` + v − 1 < n).

Můžeme tedy předpokládat, že t < v < n − t. Cesta v H obsahuj́ıćı e je
prohnutá, jestliže neobsahuje zároveň hrany (n−1)0 a v(v+1), ani neobsahuje
zároveň hrany 01 a (v − 1)v. Uvažme nyńı př́ıpad, že H obsahuje prohnutou
cestu P délky t z A do B, bez újmy na obecnosti neobsahuj́ıćı hrany (n−1)0
a (v − 1)v, s konci w ∈ {0, . . . , t − 1} a z ∈ {v, . . . , v + t − 1}. Jestliže
w+`−t ≤ v−1, pak spojeńı P s cestou w . . . (w+`−t) je cesta délky ` z A do
B. Jinak jako w′ označme největš́ı č́ıslo menš́ı než v tž. w′ ≡ w (mod t); pak
spojeńı P s cestami w . . . w′ a v . . . (v+`+w−w′−t) je cesta délky ` z A do B
(je to skutečně cesta, jelikož v+`+w−w′−t = (v−w′−t)+`+w ≤ `+w < n).

Můžeme tedy předpokládat, že žádná taková prohnutá cesta neexistuje,
a tedy

(a) pro w ∈ {0, . . . , t− 1} plat́ı a(w) = a(v + t− 1− w) a

(b) pro w ∈ {0, . . . , t− 1} plat́ı a(−w) = a(v − t + 1 + w).
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Pro w ∈ {1, . . . , t− 1} tedy máme

a(v−1−w) = a(v+t−1−w) = a(w) = a(w−t) = a(v−t+1+(t−w)) = a(v+1−w).

Dále (pro w = 0) máme

a(v + 1) = a(v − t + 1) = a(0) = a(v + t− 1).

Tedy a(x) = a(x+2) pro x ∈ {v−t, . . . , v−1}. Jelikož tento vztah plat́ı pro t
po sobě jdoućıch hodnot x, plat́ı pro každé x ∈ Zn. Z minimality t dostáváme
t = 2 a (A,B) je rozděleńı H − e na partity. Dle (a) máme a(0) = a(v + 1),
a tedy a(0) 6= a(v) a e 6∈ E(H[A]) ∪ E(H[B]). To je spor s předpokladem
E(H[A]) ∪ E(H[B]) 6= 0.

Lemma 4. Necht’ k ≥ 2 je přirozené č́ıslo. Necht’ G je souvislý graf a v je
jeho vrchol. Pro i ≥ 0 označme jako Vi množinu vrchol̊u G ve vzdálenosti i
od v, a jakožto Gi bipartitńı podgraf G mezi Vi a Vi+1. Jestlǐze G neobsahuje
C2k a i ≤ k − 1, pak Gi ani G[Vi] neobsahuj́ı bipartitńı podgraf izomorfńı
cyklu délky alespoň 2k s chordou.

D̊ukaz. Necht’ F je takový podgraf v Gi nebo G[Vi], a necht’ (Y, Z) jsou jeho
partity tž. Y ⊆ Vi. Zjevně i ≥ 1 a |Y | ≥ 2. Pro každý vrchol x ∈ Vj s
j ≥ 1 si zvolme libovolně hranu z x do Vj−1 a jakožto T si označme kostru G
tvořenou zvolenými hranami, zakořeněnou ve v. Necht’ y je nejhlubš́ı vrchol
T tž. podstrom T pod y obsahuje Y . Necht’ a je syn y tž. podstrom T pod a
obsahuje nějaký vrchol Y , jako A označme vrcholy Y v tomto podstromu a
položme B = V (F ) \ A. Dle volby y nějaký vrchol z Y patř́ı do B, a jelikož
(Y, Z) jsou partity F , dostáváme E(F [B]) 6= ∅.

Necht’ t je délka cest z y do Y v T , 1 ≤ t ≤ i ≤ k − 1. Dle Lemma 3 v F
existuje cesta Q z A do B délky 2(k − t). Jeden konec Q lež́ı v A a druhý v
B ∩ Y , jelikož Q má sudou délku, (Y, Z) jsou partity F a A ⊆ F . Sjednoceńı
Q s cestami v T z jej́ıch konc̊u do y dává cyklus délky 2k v G, což je spor.

Lemma 5. Necht’ d ≥ 3 je přirozené č́ıslo a necht’ G je bipartitńı graf
pr̊uměrného stupně alespoň 2d. Pak G obsahuje cyklus délky alespoň 2d s
chordou.

D̊ukaz. Odeb́ıráńım vrchol̊u stupně menš́ıho než d źıskáme podgraf G′ ⊆ G
minimálńıho stupně alespoň d. Necht’ P = v1v2 . . . vm je nejdeľśı cesta v G′.
Pak všichni sousedi v1 lež́ı v P a maj́ı sudé indexy. Necht’ va a vb jsou dva s
největš́ımi indexy, a < b a b ≥ 2d. Pak cyklus v1 . . . vb má chordu v1va.

Důsledek 6. Necht’ d ≥ 3 je přirozené č́ıslo a necht’ G je graf pr̊uměrného
stupně alespoň 4d. Pak G obsahuje bipartitńı podgraf izomorfńı cyklu délky
alespoň 2d s chordou.
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D̊ukaz. Graf G má bipartitńı podgraf pr̊uměrného stupně alespoň 2d, na nějž
aplikujeme Lemma 5.

Věta 7. Pro přirozené k ≥ 2

ex(n;C2k) = O(n1+1/k).

D̊ukaz. Pro k = 2 v́ıme ex(n;C4) = Θ(n3/2), proto můžeme předpokládat
k ≥ 3. Necht’ H je graf na n vrcholech bez C2k s ex(n;C2k) hranami, a

položme d = ex(n;C2k)
n

. Pro spor předpokládejme, že d > 6k + 2kn1/k. Graf
H má pr̊uměrný stupeň 2d a obsahuje tedy souvislý podgraf G minimálńıho
stupně alespoň d.

Necht’ v je vrchol G. Pro i ≥ 0 označme jako Vi množinu vrchol̊u G ve
vzdálenosti i od v, a jakožto Gi bipartitńı podgraf G mezi Vi a Vi+1.

Pro 0 ≤ i ≤ k−1 dle Lemma 4 Gi ani G[Vi] neobsahuj́ı bipartitńı podgraf
izomorfńı cyklu délky alespoň 2k s chordou. Dle Lemma 5 a Důsledku 6 maj́ı
Gi a G[Vi] pr̊uměrné stupně menš́ı než 2k a 4k. Indukćı dle i dokažme, že pro
0 ≤ i ≤ k − 1 plat́ı

‖Gi‖ < 2k|Vi+1|.
Pro i = 0 máme ‖Gi‖ = deg v = |Vi+1|, čili tvrzeńı plat́ı. Předpokládejme
nyńı, že i > 0 a tvrzeńı plat́ı pro menš́ı i. Pak

‖Gi‖ =
(∑
v∈Vi

deg v
)
− ‖Gi−1‖ − 2‖G[Vi]‖

> d|Vi| − 2k|Vi| − 4k|Vi| = (d− 6k)|Vi| > 2k|Vi|.

Vrcholy Gi patř́ıćı do Vi maj́ı tedy pr̊uměrný stupeň∑
v∈Vi

degGi
(v)

|Vi|
=
‖Gi‖
|Vi|

> 2k.

Jelikož Gi má pr̊uměrný stupeň menš́ı než 2k, vrcholy Gi patř́ıćı do Vi+1 muśı
mı́t pr̊uměrný stupeň menš́ı než 2k, a tedy ‖Gi‖ < 2k|Vi+1|.

Pro i ∈ {0, . . . , k − 1} tedy máme

(d− 6k)|Vi| < ‖Gi‖ < 2k|Vi+1|,

a tedy

|Vi+1| >
d− 6k

2k
|Vi|,

a

n ≥ |Vk| >
(d− 6k

2k

)k
.

Proto d ≤ 6k + 2kn1/k, což je spor.
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