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Z minulé prednésky:

Véta 1. Je-li F' bipartitni graf, v nemz vrcholy v jedné z partit maji stupné
nejvyse a, pak
ex(n; F) = O(n*71/*).

Pro sudé cykly ddvd odhad ex(n; Ca;) = O(n*?). Oproti tomu pi{mocary
dolni odhad dava:

Lemma 2. Pro prirozené k > 2
ex(n; Cop,) = Q(nT/ZE=1),

Diikaz. Necht ¢ = 6/(1=2%) Uvazme ndhodny graf G, kazd4 hrana s pravdépo-
dobnosti

Pro n > 3 mame

n P c _
Bl = p(}) 2 Lt = Entvion

3
a
Elpocet 2k-cykli] < kg — (2R 11/ 2h=1) §n1+1/(2k71)7
po odebrani hrany z kazdého 2k-cyklu tedy mame graf s Q(n'*/(2*=1) hra-
nami. 0

Existuji i lepsi (explicitni) konstrukce. Nasim cilem bude ukézat lepsi
horni odhad (Bondy-Simonovitsova véta). Zaénéme pomocnymi lemmaétky.

Lemma 3. Necht H je cyklus s chordou a necht (A, B) je rozdéleni jeho
vrcholi na neprdzdné éasti takové, Ze E(H[A]) U E(H[B]) # 0. Pak pro
1<(<|H|—-1wvH existuje cesta délky ¢ z A do B.
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Diikaz. Necht n = |H|. O¢islujme vrcholy H v poradi na cyklu prvky Z, a
jako a : Z,, — {0, 1} oznac¢me charakteristickou funkci mnoziny A. Necht e je
chorda cyklu H. BUNO ¢ je incidentni s vrcholem 0, jako v ozna¢me druhy
konec e; ze symetrie muzeme predpokladat v < n — v.

Obsahuje-li H — e cesty vSech délek mezi 1 a |[H| — 1z A do B, jsme
hotovi. Jinak uvazme nejmensi ¢ tz. 1 <t < |H|—1 a H — e neobsahuje cestu
délky t z A do B. Pak mame a(z) = a(z + t) pro kazdé = € Z,, a obecnéji
a(z) = a(x+mt) pro kazdé celé ¢islo m. Necht ¢ = nsd(t, n); existujf celd ¢isla
martz. q=mt+rn, aproto a(z+q) = a(zr+mt+rn) = alx+mt) = a(x)
pro kazdé x € Z,. V H — e proto neexistuje ani cesta délky ¢ z A do B a
z minimality ¢ dostavame t = q. Tedy t = ¢ a t déli n. Jelikoz A i B jsou
neprazdné, mame t > 2.

Z minimality ¢ dale dostavéame, ze pro kazdé t' € {1, ... ¢t — 1} existuje v
H —e cesta délky t' z A do B, a tedy pro néjaké = € Z, plati a(z) # a(z+t').
Jelikoz a(z) = a(x + mt) pro kazdé celé ¢islo m, dostdvame nasledujici: (x)
Pro kazdé ¢ € {1,...,t — 1} a mnozinu K skladajici se z t po sobé jdoucich
vrcholu H — e existuje x € K tz. a(x) # a(z + s) pro kazdé s = ¢’ (mod t).
Specidlné H—e obsahuje cestu z A do B délky ¢ prokazdé ¢ € {1,...,|H|—1},
které neni délitelné ¢.

Necht ¢ € {1,...,|H| — 1} je délitelné ¢. Nyni uvazime cesty pouzivajici
chordu e. Nejprve predpokladejme, ze v < t; mame v > 2, jelikoz e je chorda.
Dle (%) existuje z € {0,1,...,t — 1} tz. a(n — x) # a(n — x + s) pro kazdé
s=v—1(modt). Pak (n—z)(n—az+1)...00(v+1)...(0+v—2—1)
je cesta z A do B délky ¢ (je to skutecné cesta bez opakujicich se vrcholu,
jelikoz £ +v —1 < n).

Muzeme tedy predpokladat, ze t < v < n — t. Cesta v H obsahujici e je
prohnutd, jestlize neobsahuje zaroven hrany (n—1)0 a v(v+1), ani neobsahuje
zéroven hrany 01 a (v — 1)v. Uvazme nyni piipad, ze H obsahuje prohnutou
cestu P délky t z A do B, bez ijmy na obecnosti neobsahujici hrany (n—1)0
a (v—1)v, s konci w € {0,....,t —1} a z € {v,...,v+t — 1}. Jestlize
w+{—t < v—1, pak spojeni P s cestou w ... (w+~{—t) je cesta délky £ z A do
B. Jinak jako w' ozna¢me nejveétsi ¢islo mensi nez v tz. w' = w (mod t); pak
spojeni P s cestamiw...w" av...(v+f+w—w' —t) je cesta délky £ z A do B
(je to skutecneé cesta, jelikoz v+l+w—w'—t = (v—w'—t)+l+w < {+w < n).

Muzeme tedy predpokladat, ze zadna takova prohnutd cesta neexistuje,
a tedy

(a) prow € {0,...,t — 1} plati a(w) =a(v +t —1—w) a

(b) prow € {0,...,t — 1} plati a(—w) = a(v —t + 1 + w).



Prow € {1,...,t — 1} tedy mame
a(v—1—w) = a(v+t—1—w) = a(w) = a(w—t) = a(v—t+1+(t—w)) = a(v+1—w).
Déle (pro w = 0) mame

av+1)=av—t+1)=a(0) =alv+t—1).

Tedy a(z) = a(x+2) proz € {v—t,...,v—1}. Jelikoz tento vztah plati pro ¢
po sobé jdoucich hodnot x, plati pro kazdé x € Z,,. Z minimality ¢t dostavame
t =2 a (A, B) je rozdéleni H — e na partity. Dle (a) mame a(0) = a(v + 1),
a tedy a(0) # a(v) a e ¢ E(H[A]) U E(H|[B]). To je spor s predpokladem
E(H[A])U E(H|[B]) # 0. O

Lemma 4. Necht k > 2 je prirozené ¢islo. Necht G je souvisly graf a v je
jeho vrchol. Pro i > 0 oznac¢me jako V; mnoZinu vrcholu G ve vzddlenosti i
od v, a jakozto G; bipartitni podgraf G mezi V; a Viy1. Jestlize G neobsahuje
Cor a i < k—1, pak G; ani G[V;] neobsahugi bipartitni podgraf izomorfni
cyklu délky alespon 2k s chordou.

Diikaz. Necht F je takovy podgraf v G; nebo G[V;], a necht (Y, Z) jsou jeho
partity tz. Y C V;. Zjevné i > 1 a |Y| > 2. Pro kazdy vrchol z € Vs
J = 1 si zvolme libovolné hranu z x do V;_; a jakozto T' si ozna¢me kostru G
tvoienou zvolenymi hranami, zakofenénou ve v. Necht v je nejhlubsi vrchol
T tz. podstrom T pod y obsahuje Y. Necht a je syn y tZ. podstrom T pod a
obsahuje néjaky vrchol Y, jako A ozna¢me vrcholy Y v tomto podstromu a
polozme B = V(F') \ A. Dle volby y néjaky vrchol z Y patii do B, a jelikoz
(Y, Z) jsou partity F, dostdvame E(F[B]) # 0.

Necht ¢ je délka cest zy doY vT,1<t<i<k—1.Dle Lemma 3 v F
existuje cesta @ z A do B délky 2(k — t). Jeden konec @ lezi v A a druhy v
BNY, jelikoz @ ma sudou délku, (Y, Z) jsou partity F' a A C F'. Sjednoceni
@ s cestami v T' z jejich koncu do y dava cyklus délky 2k v G, coz je spor. [

Lemma 5. Necht d > 3 je prirozené éislo a necht G je bipartitni graf
prumérného stupné alespon 2d. Pak G obsahuje cyklus délky alespon 2d s
chordou.

Diikaz. Odebiranim vrcholu stupné mensiho nez d ziskame podgraf G' C G
minimalniho stupné alesponi d. Necht P = vjvy...v,, je nejdelsi cesta v G'.
Pak vsichni sousedi v; lezi v P a maji sudé indexy. Necht v, a v, jsou dva s
nejvetsimi indexy, a < b a b > 2d. Pak cyklus vy ... v, mé chordu viv,. [

Dusledek 6. Necht d > 3 je prirozené ¢islo a necht G je graf primérného
stupné alespon 4d. Pak G obsahuje bipartitni podgraf izomorfni cyklu délky
alespon 2d s chordou.



Diikaz. Graf G ma bipartitni podgraf prumérného stupné alespon 2d, na néjz
aplikujeme Lemma 5. [

Véta 7. Pro prirozené k > 2
ex(n; Cor,) = O(n' 1k,

Diikaz. Pro k = 2 vime ex(n;Cy) = O(n®?), proto mizeme piedpoklddat
k > 3. Necht H je graf na n vrcholech bez Cy s ex(n;Co) hranami, a
polozme d = % Pro spor piedpoklddejme, ze d > 6k + 2kn'/*. Graf
H ma prumérny stupen 2d a obsahuje tedy souvisly podgraf G minimalniho
stupné alespon d.

Necht v je vrchol G. Pro i > 0 oznacme jako V; mnozinu vrcholu G ve
vzdalenosti ¢ od v, a jakozto G; bipartitni podgraf G mezi V; a V; ;.

Pro 0 < i < k—1dle Lemma 4 G; ani G[V;] neobsahuji bipartitni podgraf
izomorfni cyklu délky alespon 2k s chordou. Dle Lemma 5 a Dusledku 6 maji
G; a G[V;] prumérné stupné mensi nez 2k a 4k. Indukei dle ¢ dokazme, ze pro
0<i<k-—1plati

|Gl < 2k[ Vil
Pro i = 0 mame ||G;|| = degv = |Vi44], ¢ili tvrzeni plati. Predpoklddejme

nyni, ze ¢ > 0 a tvrzeni plati pro mensi 7. Pak

1Gill = (D degv) = 1Gial - 2G|

veV;
> d|Vi| = 2k|Vi| — 4k|Vi| = (d — 6k)|V;| > 2K|Vi|.
Vrcholy G; pattici do V; maji tedy prumérny stupen
\4 \4
Jelikoz G; mé prumeérny stupen mensi nez 2k, vrcholy G; patiici do V1 musi

mit prumérny stupen mensi nez 2k, a tedy ||G;|| < 2k|Vii1].
Proi € {0,...,k — 1} tedy mame

(d = 6R)|Vi| < [IGill < 2K|Visl,

a tedy
d — 6k
Vi1 > T|Vi|a
* N
> _ .
n = Vil > ( ok )
Proto d < 6k + 2kn'/*, coz je spor. O



