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Z prvni prednasky:
Veéta 1. Je-li ' bipartitni graf s mensi partitou velikosti a, pak
ex(n; F) = O(n*~V/9).

Chceme zobecnit na grafy, které maji v jedné partité maximalni stupen
nejvyse a. Idea: najdeme velkou podmnozinu B vrcholu tz. kazdych a z
nich ma hodné spoleénych sousedu. Jak takovou mnozinu najit? Vezmeme
nahodné nékolik vrcholu a jako B zvolime jejich spolecéné sousedy; kdyby vr-
choly v B mély malo spoleénych sousedii, méli bychom malou pravdépodobnost,
ze se do nich trefime. Presnéji:

Lemma 2. Necht G je graf s n vrcholy a a, b, m a t jsou kladnd prirozend
cisla. Jestlize

||GH > (b—i—mt a— t)l/t 2— l/t

pak ezxistuje B C V(G) wvelikosti alespori b tz. kazdych a vrcholi v B md
alespori m spolecngjch sousedul.

Diikaz. Zvolme vrcholy vy, ..., v; ndhodné nezavisle uniformné a jakozto By
ozna¢me mnozinu jejich spole¢nych sousedu. Pro kazdy vrchol je pravdépodobnost,
ze v € By, rovna pravdépodobnosti, ze s vy, ..., v; jsme se trefili do okoli v,

je tedy rovna n~*deg’(v). Proto

E[|Bo|] = Z deg’(v) > n'~ 2t< Z degv)

veV (G veV(G)
> nl” 2t||G||t >b+m'n*"

t

Jaka je pravdépodobnost, ze a-tice vrcholu uy, ..., u,, které maji méné nez
m spolecénych sousedu, patii do By? S vrcholy vy, ..., vy bychom se museli



trefit mezi tyto spolecné sousedy, pravdépodobnost je tedy méné nez m'n=".

Stredni hodnota poctu takovych a-tic v By je tedy méné nez

namtn—t — mtna—t
7, kazdé takové a-tice odeberme z By jeden vrchol a vyslednou mnozinu
ozna¢me jako B. Kazdé a-tice vrcholu v B ma tedy alespon m spole¢nych

sousedu a
E||B|] > E|[|Bo|] — m'n*~* > b.

Jako snadny dusledek dostdvame nasledujici tvrzeni.

Véta 3. Je-li F' bipartitni graf, v nemz vrcholy v jedné z partit maji stupné
nejvyse a, pak
ex(n; F) = O(n?~1).

Diikaz. Necht G je graf na n vrcholech, ktery neobsahuje F. Pak neexistuje
B C V(G) velikosti |F| takova, ze kazdych a vrcholi z B m4 alespon |F|
spoleénych sousedu — jinak muzeme vnotit vrcholy jedné partity F' do B
libovolné a hladové vnotit vrcholy druhé partity (které maji stupné nejvyse
a). Dle Lemma 2 s b =m = |F| a t = a dostdvame

Gl < (|F| + |F|*)Yen>1e < 9| F|n> Ve,
O

Obcas se hodi zvolit t vétsi, zejména chceme-li ukazat existenci podgrafu,
jehoz velikost zélezi na n.

Lemma 4. Pro kaZdé ¢ > 2 a dostatecné velké n plati ndsledujici. Ma-li graf
G na n vrcholech alespori 3n*/c hran, pak obsahuge 1-podrozdéleni iplného

grafu s [\/n/c3] vrcholy.

Diikaz. Existence 1-podrozdéleni K, je implikovana pfitomnosti mnoziny p
vrcholu takovych, ze kazdé dva z nich maji alespon p + (72”) < p? spoleénych
sousedit. Jestlize graf G na n vrcholech neobsahuje 1-podrozdéleni K, z
Lemma 2 (s a = 2, b = p, m = p?) dostdvame pro kazdé ptirozené éislo ¢

G|l < (p +p2tn2—t)1/tn2—1/t = (pn! +p2tn1_t)1/tn2,
Pro p = |y/n/c3| tedy dostdvame
G < (027572 4 =3 e,
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Jestlize t < 1201%)—;2, plati n=1/2¢73/2 < ne=3, a proto

|G| < 2nYte3n2.

logn
2logc

Polozme t = | |; pro dostatecné velké n je t* > logn/log(3/2) a tedy

dostavame
1G] < 2n'/tc™3n? < 20"/ HDRYE =302 < 3n% /.

M4-li tedy G alespori 3n?/c hran, pak obsahuje 1-podrozdéleni iplného grafu
s |\/n/c?] vrcholy. O

Tento vysledek lze vylepsit, povSimneme-li si, Ze nepotifebudeme mit vzdy
p? spoleénych sousedti; pii vnofovani i-té hrany staci mit i spoleénych sou-
sedu mimo B. Proto se hodi néasledujici variace na Lemma 2.

Lemma 5. Necht G je graf na 2n vrcholech s alespori n?/c hranami a necht
b < %’"‘ je prirozené c¢islo. Pak pro néjakou mnozinu B C V(G) wvelikosti b
plati, Ze pro kazdé i > 1 existuje méné nez i dvojic vrcholiu z B, které maji
méné nez i spolecnych sousedi ve V(G) \ B.

Diikaz. Existuje rozdéleni vrcholi G na c¢asti V) a V5 velikosti n tak, ze
alespon polovina hran G m4 jeden konec ve V; a druhy ve V, (staci uvézit
néhodné rozdéleni). Necht G je bipartitni podgraf G vznikly odstranénim
hran uvnitt Vi a V5. Ze symetrie muzeme predpoklddat, ze ) . degé1 (v) <
> ety degZG1 (v). Zvolme ndhodné nezavisle uniformné dva vrcholy vy, v € V)
a jako By C V5 oznaéme mnozinu jejich spoleé¢nych sousedu. Stejny argument
jako v dukazu Lemma 2 dava

E[|Bo|] = Z degz., (v) > n~? (Z degg, (v))

veVsh veEVs

n
PG 2 L.

Axl>—‘

Pro dvojici vrchola T' = {1,292} C V5 majicich ¢ > 0 spoleénych sousedu
ve Vi ozna¢me w(T') = 1/t; povsimnéme si, ze kazdé dva vrcholy z By maji
alesponn jednoho spole¢ného souseda v;. Oznaé¢me jako W mnozinu vsech
dvojic vrcholu z V3, které maji alespon jednoho spolecného souseda. Oznac¢me

Y = ZTG(BQO) w(T'); pak

E[Y] =) w()Pr[T C Bo] =) _ w(T)(l/w— Yy we

Tew Tew Tew



V posledni sumé sc¢itame pro kazdou dvojici vrcholt z V5 pocet jejich spoleénych
sousedu ve V;; ekvivalentné, pro kazdy vrchol z V; muzeme spocitat pocet
dvojic jeho sousedu. Proto

EY]=n>Y (degf”l ) 5 D deg, (v

veV] veVy

< oy O deg, (0) = El|Bol)/2

veVa

Proto E[|By| — Y] > E||By|]/2, a tedy existuje volba By takovd, ze |By| >
Y + E[|By|]/2. Specidlné |By| > E[|By|]/2 > & a |Bg| > Y. Necht B je
nahodna podmnozina B, velikosti b. Pak

2 Pl b
E[T%wm} ) ('(B;)')Y = TBoP 1Bl =

Existuje tedy mnozina B velikosti b takova, ze kazdé dva vrcholy z B maji

spoleéného souseda ve V) a ZT6<B) w(T) < 1. Pro ¢ > 2, jestlize T € (]23)

je dvojice vrcholu, které maji méné nez i spole¢nych sousedu mimo B, pak
w(T) > 1/1, a tedy (]29) obsahuje méné nez i takovych dvojic. ]

Necht T4, ..., T ®) jsou dvojice vrcholu B, settidéné dle poc¢tu spoleénych
2
sousedu mimo B. Pak zjevné vrcholy v T; maji alespon ¢ spoleénych sousedu
a do G muzeme vnorit 1-podrozdéleni K.

Dusledek 6. Kazdy graf s 2n vrcholy a alespori n*/c hranami obsahuje 1-
podrozdélent K, pro b= |¥22].

4c

Tato zavislost na ¢ je asymptoticky optimélni, jak lze ukazat analyzou
vhodného ndhodného grafu.

Dale bychom chtéli ukazat zobecnéni Véty 3 pro a-degenerované grafy.
K tomu potfebujeme variantu Lemma 2 se dvéma podmnozinami, v nichz
kazda a-tice vrcholu mé hodné spoleénych sousedu ve druhé podmnoziné.

Lemma 7. Necht a,m > 2 jsou pFirozend ¢isla a necht G je graf s n vrcholy
a alespon on%"sa hranami. Je-li n dostateéné velké, pak existuji podmmnoziny
By, By C V(G) velikosti alespori m tZ. pro i € {1,2} md kazdd a-tice vrcholu
z B; alesponi m spolecnych sousedi v Bs_;.

Diikaz. Polozme t = 4a, b= |n'/?], o’ = [7a/2]. Pak
|G|l > 27’1,2_81a (b—l—mt a t)l/t 2—1/t
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pro dostatecné velké n. Proto dle Lemma 2 existuje mnozina B; C V(G)
velikosti alespon b > m takova, ze kazda a’-tice vrcholu z B; mé alesponn m
spoleénych sousedu.

Zvolme t; = a’—a vrcholu T z B; ndhodné nezavisle uniformné, a jako By
zvolme mnozinu jejich spoleénych sousedu (zjevné | Ba| > m). Pravdépodobnost,
ze By obsahuje a-tici vrcholi s méné nez m spoleénymi sousedy je méné nez

a m t1< a 2m t1
" <3> =" <n1/2>
_ (2m>t1na—t1/2 _ <2m)t1n(3a—a/)/2 < (2m)t1n(3_7/2)a/2

= (2m)'n Yt < 1

pro dostateéné velké n. Proto existuje volba B, tz. kazda a-tice vrcholu z
By ma alespon m spolecnych vrcholu v By. Naopak, kazdou a-tici vrcholu
lze doplnit T} na a'-tici; tato a/-tice méa alesponn m spoleénych sousedu a z
definice vSechny z nich lezi v Bs. m

Disledek 8. Je-li F' a-degenerovany bipartitni graf, pak
ex(n; F) = O(n2_é).

Diikaz. Na graf s n vrcholy a Q((n2_s%) hranami aplikujeme Lemma 7 pro

m = |F| a dostaneme mnoziny B; a Bs. Necht vy, ..., vp| jsou vrcholy F' v
poradi takovém, ze v; ma nejvyse a sousedu v {vy,...,v;_1} proi =1,...,|F|.
Necht p(i) € {1,2} oznacuje ¢islo partity, v niz v; lezi. Pak postupné pro
i=1,...,|F| vnotujeme hladové v; do By. O



