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Z prvni prednasky:
Véta 1. Je-li F' bipartitni graf s mensi partitou velikosti a, pak
ex(n; F) = O(n?~1e).
Pravdépodobnostni dolni odhad:

Lemma 2. Pro kaZda prirozend cisla 2 < a < b a dostatecné velké n je

1

Kop) > —n?>P
ex(n; Kqp) > 24n ,
e L h—2
a[ —_—
b= ab—1

Diikaz. Necht Gy je ndhodny graf na n vrcholech obsahujici kazdou hranu
nezavisle s pravdépodobnosti p = %n’ﬂ. Pak

n D o 1 2 5
El|Gol|] = >-n®=- .
Necht ¢ je pocet vyskytu K,, v Go. Mdme

Necht G je graf ziskany z Gy odebrdnim hrany z kazdého vyskytu K, ;. Pak
G neobsahuje K, jako podgraf a

E[C1] > E[IGoll] - Bl > 5zn.



Poznamka: 8 = 1/a + a(?a_bl_)f) > 1/a.

Pro z € GF(p™) definujme normu z jako N(z) = x - 2P - 2" - - - 2P

m—1

Lemma 3. Norma na GF(p™) md ndsledujici vlastnosti.
o N(zy) = N(z)N(y) pro kazdé z,y € GF(p™).
o N(x)=0 prdvé kdyz x = 0.
e N(x) € GF(p) pro kazdé x € GF(p™).
Diikaz. Prvni dvé vlastnosti jsou trividlni. Jelikoz v GF(p™) plati 27" = z

pro kazdé x € GF(p™), mame N (z)? = N(x), a kofeny polynomu y” —y jsou
prave prvky GF[p|, proto N(x) € GF|p). O

Graf H,,, ma jako vrcholy dvojice (z,y), kde z € GF(p™) ay € GF(p)\
{0}; vrcholy (x1,41) a (22, y2) jsou spojené hranou praveé kdyz N(z; + xq) =
y1y2. Pro kazdé (x1,y1) a 9 # —x1 je soused (za,y2) jednoznacéné urcen
vztahem y, = y1/N(x1 + x2); proto H,,, je (p™ — 1)-regularni. Pocet n
vrcholu H,,, je p™(p —1) a

1 1 1 m 2 3
Hol==p™=1n==n>"min+ —— p?> w1 + O(n> =m).
Véta 4. Graf H,1 neobsahuje Koo jako podgraf, a proto pro kazdé b > 2

platt

1 1
ex(n; Kap) > §n3/2 tant O(n'/?)
pro nekonecné mnoho hodnot n.

Diikaz. Prom = 1 mdme N(x) = x. Spoletny soused (z, y) vrcholu (ay, by) #
(ag, by) musi spliiovat rovnice
r+a, = by
T+ az = byy.
Dosadime-li za y z prvni rovnice do druhé, dostavame
b
T+ ay = —2(a7 +ay),
b
a tedy
(1 — bg/bl)l' = a1b2/61 — as.

Jestlize by # by, pak tato rovnice ma jediné feseni x, které jednoznacéné urcuje
y. Jestlize by = by, pak a; # ao a prava strana je nenulové, rovnice tedy nema
zadné Teseni.

Systém tedy ma nejvyse jedno feseni, kazdé dva vrcholy tedy maji nejvyse
jednoho spole¢ného souseda, a graf tedy neobsahuje K39 jako podgraf. [
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Véta 5. Graf H,o neobsahuje Ks3 jako podgraf, a proto pro kaZdé b > 3

plati

1 1
ex(n; K3p) > §n5/3 + §n4/3 + O(n)

pro nekonecné mnoho hodnot n.

Diikaz. Spolecny soused (z,y) navzajem ruznych vrcholu (aq,b1), (ag,bs) a
(a3, b3) musi spliiovat rovnice

N(z+a1) = by
N(z + az) = by
N(z + a3) = bsy.

M4-1i tato soustava feSeni, pak ai, ay a as jsou navzdjem ruzné (a; = a;
implikuje b; = b;, ve sporu s (a;, b;) # (a;,b;)).
Dosadime za y z prvni rovnice do druhé a teti a vysledné rovnice podélime
N(a; — ay) pro ¢ = 2,3, dostdvame
blN(CLQ — CLl)
)=
blN(CL3 — al)

N(1/(z + ar) + (ay — a1) ™)
N(1/(z+ ar) + (az —ar) ™"

Staci tedy ukazat, ze je-li co # c3, pak systém rovnic

N(Z + 02) = dg
N(Z + 03) = d3
mé nejvyse dvé feSeni. Povsimnéme si, ze N(z + ¢;) = (2 + ¢;)(z + ¢)P =
(z 4+ ) (2P + ). Staci tedy nahlédnout nasledujici silnéjsi tvrzeni: Jestlize
co # c3 a dy # ¢, pak systém rovnic (v nezndmych z a 2’)
(z+ ) (2 + ) =dy
(z+c3) (2 + ) =ds
ma nejvyse dveé feSeni. Skutecné, ode¢tenim téchto rovnic dostavame
1

2 = - C3((cg —ch)z + dy — ds + e3¢y — cachy),

a tedy z jednoznacneé urcuje z’. Dosazenim do prvni rovnice systému dostavame
kvadratickou rovnici

ch —cl

2
B 2 b kiz+ k=0
Cy — C3

s nenulovym koeficientem u 22, ta ma nejvyse dvé fesend. O



Pro obecny ptipad pouzijeme nasledujici tvrzeni, které nebudeme doka-
zovat.

Véta 6. V libovolném telese md systém rovnic

(21 - a1,1)(2’2 - CL1,2) s (Zt - al,t) =b

(21 - az,l)(zz - az,z) te (Zt - az,t) = by

(21 - at,l)(ZZ - Gt,Q) s (Zt - at,t) =b
tZ. a;j # ay j pro kazdé i # i’ a j nejuyse t! resent.

Poznamka: pro by = ... = b, = 0 je dukaz jednoduchy.
Obdobné jako Vétu 5 tedy lze dokazat nasledujici.

Véta 7. Graf H,,, neobsahuje K11 mi11 jako podgraf, a proto pro kaZdé
b>m!+1 plati

m

9 _2 9__3
_— m—+1 O m—+1
om+ 1) +O ()

1
ex(n; Kpy1p) > 57127#“ +

pro nekonecné mnoho hodnot n.



