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Technické lemma, které budeme ¢asto pouzivat:

Lemma 1. Pro kazdé ¢ > 0, € > 0 a dostatecnée velké n, jestlize G je
graf na n vrcholech a |G| > (¢ + 5)”;, pak G md indukovany podgraf Gy s
no > +/€/4 - n vrcholy a minimdinim stupném alespor (¢ + €/2)ng.

Diikaz. BUNO ¢+ ¢ < 1, jinak predpoklad nemuze byt splnén.

Uvazme podgraf G ziskany nasledujicim algoritmem. Inicializujme G :=
G, a dokud existuje v € V(Gy) stupné méné nez (¢ + £/2)|Go|, ddvejme
Gy = Gy — v. Necht ng = |Gy|. Pak
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pron > 4/e, a tedy ng > \/e/4-n. O

Proto bude Erdds-Stoneovu vétu stacit dokazat pro grafy s velkym mi-
nimalnim stupném.



Lemma 2. Pro kazdé prirozené cislor > 1 a 8 > 0, kaZdy graf na n vrcholech
s minimdlnim stupném alespon (1 — 1/r + B)n obsahuje T,,1(2(logn)) jako
podgraf.

Diikaz. Dukaz provedeme indukei dle r. Graf G obsahuje T,.(mr) jako podgraf
pro néjaké m = O(logn) (pro r > 2 to plyne z indukéniho predpokladu, pro
r = 1 je to trividlni); necht K je odpovidajicif mnozina mr vrcholia G. BUNO

e n>r 1/p, jelikoz jinak 1 = Q(logn) a T,1(1) C G trividlne;
o mr < %log2 n.

Necht U C V(G) \ K se sklddd z vrcholu, které maji vice nez (1 — 1/r +
$/2)|K| sousedu v K. Necht G ma g hran mezi K a V(G) \ K. Jelikoz G m4
miniméln{ stupen alespon (1 — 1/r + 8)n, mame

¢ = |K[((1 = 1/r+ B)n —|K]).

Na druhou stranu, vrcholy mimo U maji nejvyse (1 —1/r+ 3/2)| K| sousedu
v K, a proto

¢ < |UJIK[+ (L= 1/r+ B/2)n|K| = |K|((1 = 1/r + 3/2)n + |U]).

Proto |U| > gn— |K|, a jelikoz | K| = ©(log n), pro dostatecné velké n mame
\U| > §n

Kazdy vrchol w € U mé méné nez (1/r — B/2)|K| < m — (fr/2) - m
nesousedu v K, a tedy u ma vice nez m’ = |(fr/2) - m| sousedu v kazdé z
partit podgrafu T,.(mr) na K; v tomto T,.(mr) tedy existuje podgraf T,.(m'r)
s mnozinou vrcholu K, tz. u v G sousedi se vSemi vrcholy K. Pocet ruznych
podgrafu T,(m'r) v T,(mr) je nejvyse 2™ < y/n. Proto pro néjaky takovy
podgraf s mnozinou vrcholu Z plati K,, = Z pro alespon |U|/\/n > g\/ﬁ
vrcholu u € U. Jelikoz m’ = ©(logn), pro dostatecné velké n je g\/ﬁ >m.
Pak Z spolu s vrcholy u € U tz. K, = Z tvoii podgraf T, 1(m/(r +1)) v
G. O

Disledek 3 (Erdés-Stone). Pro kazdé prirozené cislor > 1 a e > 0, kazZdy
graf nan vrcholech s alespor (1— 1/T+5)%2 hranami obsahuje T,.1(Q2(logn))
jako podgraf.

Disledek 4. Pro kazdé prirozené cislor > 1 a € > 0 existuje c tZ.
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ex(n; F) < (1—1/r —1—6)7
pro kazdy graf F barevnosti vétsi nez r a kazdé n > clFl.
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Predpoklad n > exp(|F|) je nutny.

Lemma 5. Pro kazdé ¢ < 1/20 a kazdé prirozené ¢islo m > 2 existuje graf s
n= L(z—ls)m/zJ vrcholy a alespon 6"—22 hranami neobsahujici K,, ,, jako podgraf.

Diikaz. Necht G je ndhodny graf na n vrcholech, v némz kazd4 dvojice tvoif
hranu nezavisle s pravdépodobnosti p = 2¢. Mame

il = ().

Necht t je pocet vyskytu K, ,, jako podgraf G. Mame
n 2 2 2 m
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Necht G’ je graf vznikly z G odebranim jedné hrany z kazdého podgrafu
K m. Pak
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