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Jakmile hustota hran prevysi extremalni hustotu, kopie zakazaného grafu
zacnou byt husté.

Lemma 1. Pro kazdy graf F a ¢ > 0 plati ndsledujici. Kazdy graf G s n
vrcholy a alespon (€X(oo; F) +¢) (g) hranami obsahuje F jako podgraf alespori
QN -krdt.

Diikaz. Zjevné muzeme piedpoklddat ex(oo; F')+¢ < 1. Necht m je nejmensi
ptirozené ¢islo takové, ze ex(m; F') < €X(oo; F') +¢/2. Bez ijmy na obecnosti
n > m. Necht M je ndhodné zvolend podmnozina V(G) velikosti m; pak
E[|GIM]|/(3)] = ex(o0; F) + €. Jelikoz |G[M]||/(}) < 1, dostédvéme

Pr [||G[M]\|/(’;) > (00 F) +2/2) > o —ﬁ(cxf; EL

Polozme ~ =

Necht X je ndhodné vybrand podmnozina

2(1—ex(o0;F)—e/2) "
V(G) velikosti |F|. Muzeme si predstavit, ze nejprve nahodné zvolime M
a pak nahodné vybereme X jako podmnozinu M. Jestlize G[M] méa ale-
spoit (ex(oo; F) + €/2)(’) hran, pak G[M] obsahuje F' jako podgraf, a je

pravdépodobnost alespon ((;')_1, ze se do néj trefime. Proto
Pr|GM)1/ () > ex(00 F) +2/2 o

(7) )
Jinak fec¢eno, G obsahuje F' jako podgraf alespon 7(";‘)71 (|;i|) = Q(nl1)-
krat. [

Pr[F C G[X]] >

Zadefinujme ip(G) jako pocet |F|-prvkovych podmnozin G indukujicich
F a
ex;(n,m; F) = min{ip(G) : |G| = n, |G| = m}.
Budeme se zajimat zejména o chovani funkce ex;(., .; K3). Necht E3 oznacuje
graf s 3 vrcholy a prazdnou mnozinou hran.
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Lemma 2. Necht G je graf se skére dy, ..., d,. Pak

i1(6) + i (@) = () - (0~ 261 + Z (3)

Diikaz. Necht p oznacuje pocet (neindukovanych) cest se dvéma hranami v
G a v G. Indukovany podgraf K3 ¢i E5 prispiva 3 do p, indukovany podgraf
KLQ i KLQ prSpl,Vé 1. Proto

n

(Z) 4 2ige, (G) + iy (G)) = p = ;[(Z) + (n N C;i B 1)]

_ Zzn;[(””;” b _ (n—2)di+2(‘§)}
_ 3(7;) _o(n—2)|C| +2§; (‘;)

Dusledek 3. Necht G je graf se skére dy, ..., d,. Pak

@) 2 1 [~ =261 +23 (5 )]

a rovnost nastdvd pravé kdyz G je uplny multipartitni graf.

Dikaz. Mame

1
3
~(3) - 3tn-20el =95 (5)

kde rovnost nastava prave tehdy, kdyz v G tvoif okoli kazdého vrcholu kliku,
tj. kdyz G je sjednoceni disjunktnich klik, tj. kdyz G je uplny multipartitni
graf. Pozadovana nerovnost pak plyne z Lemma 2. O]

Dusledek 4. A )
exi(n, m; Iiy) > A=)
3n

kde rovnost nastdvd prdvé tehdy, kdyz m = T,.(n) pro néjaké r|n.



Diikaz. Necht G je graf s n vrcholy, m hranami a skére dy, . .., d,. Z Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti mame

2

—(n—2)m—|—22 (2) = —nm+de > —nm+4ﬁ,
n
i=1 i=1

kde rovnost nastava pravée kdyz d, = ... =d, = 27”1 Z Corollary 3 dostavame

ik, (G) > 7”(47;—;"2), kde rovnost nastavd pravé kdyz G je uplny reguldrni
multipartitni graf, tj. Turdanuv graf, v némz maji vSechny ¢asti stejnou veli-

kost. O

Lemma 5. Pro libovolné redlné c¢islo ¢ a kladné e wvaZujme funkci f(G) =
|G| +cik,(G)+eip, (G). Pron-vrcholové grafy je tato funkce mazimalizovana
pouze na uplnych multipartitnich grafech.

Diikaz. Necht G je n-vrcholovy graf maximalizujici f a uvazujme libovolné
nesousedni vrcholy = a y. Necht k, = ||G[N(2)]||, k, = [|GIN®)]|, ez =
ig,(G—Nlz]—vy) ae, =ig,(G— N[y]—z). Necht G, je graf vznikly z G —y
naklonovanim z a G, je graf vznikly z G — x naklonovanim y. Oznacme
0= (degx+c- ky +ee,) — (degy + ¢+ ky +ce,). Pak

f(Ge) = [(G) + 0 +e(IN(z) UN(y)| = [N(2)])
f(Gy) = f(G) =6 +e(IN(z) UN(y)| = IN()])

Jelikoz G maximalizuje f mezi n-vrcholovymi grafy a e > 0, dostavame 6 = 0
a|N(z)|=|N(z)UN(y)| =|N(y)|, a tedy N(z) = N(y). Kazdé dva nesou-
sedni vrcholy v G tedy maji stejné okoli, a proto G je uplny multipartitni
graf. O

Dusledek 6. Pro libovolné iraciondlni ¢islo ¢ uvazujme funkci f(G) = ||G||+
¢ ig,(G). Pro n-vrcholové grafy je tato funkce mazimalizovdna na néjakém
Turdnové grafu.

Dikaz. Definujme f.(G) = |G| + ¢ - ix,(G) + cig,(G). Jelikoz grafu na n
vrcholech je jen koneéné mnoho, dle Lemma 5 existuje uplny multipartitni
graf G splnujici nasledujici podminku: Pro kazdé ¢y > 0 existuje kladné ¢ <
g0 tZ. f-(G) < f-(Gyp) pro kazdy n-vrcholovy graf G. Jelikoz lim. o f-(G) =
f(@), dostavame f(G) < f(Go) pro kazdy n-vrcholovy graf G.

Funkce f je tedy maximalizovdna na néjakém uplném multipartitnim
grafu Gg s velikostmi ¢asti aq,...,a,.. Jestlize r = 1, pak Gy je graf bez
hran Tj(n); mizeme tedy piedpokladat r > 2. Oznacme a = Y . s a;, B =
ZK]. aa;ay = Z3§i<j a;a; —l—cZ?)SKK,C a;a;a Uvazme uplny multipartitni
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graf G s velikostmi ¢asti z,y,as,...,a,, kde x +y = a1 + ay. Pak f(G) =
(1 + ca)zy + (o + ¢f)(a1 + az) + . Jelikoz ¢ je iraciondlni, 1 + ca # 0.
Kdyby 1 + ca bylo zdporné, pak bychom mohli polozit x =0 ay = a; + as
(tj. G je graf vznikly z G sjednocenim prvnich dvou ¢asti) a méli bychom
f(G) > f(Gy), coz je spor. Proto 1+ ca > 0. Jelikoz Gy maximalizuje f,
dostavame zy < ajas pro kazda nezapornd cela ¢isla x a y tz. v +y = a; +as,
a proto |a; —az| < 1. Stejnd nerovnost musi platit pro kazdou dvojici indexu,
a tedy Go =T (n). O

Pro piirozené ¢islo n, necht ¥, : Rj — R{ je maximdln{ konvexni funkce
takova, ze 1,,(0) = 0 a 1, (t,(n)) =ik, (T.(n)) pror € {1,...,n}.

Véta 7.
ex(n, m; K3) > iy (m).

Diikaz. Jinak by existoval n-vrcholovy graf Gy takovy, ze ik, (Go) > ¥n(||Gol|)-
7 definice 1, by tedy existovalo realné (BfJNO iraciondalni) ¢ takové, ze pro
funkci f(GQ) = ||G]|+c-ik,(G) by platilo f(Gg) > f(t.(n)) pror € {1,...,n}.
To je ale ve sporu s Dusledkem 6. O

Pozndmka: ve skutecnosti je mezi body {t.(n) : r € {1,...,n}} funkce
ex(n, m; K3) konkdvni (Razborov, flag algebry).



