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Jakmile hustota hran převýš́ı extremálńı hustotu, kopie zakázaného grafu
začnou být husté.

Lemma 1. Pro každý graf F a ε > 0 plat́ı následuj́ıćı. Každý graf G s n
vrcholy a alespoň (ex(∞;F )+ε)

(
n
2

)
hranami obsahuje F jako podgraf alespoň

Ω(n|F |)-krát.

D̊ukaz. Zjevně můžeme předpokládat ex(∞;F )+ε ≤ 1. Necht’ m je nejmenš́ı
přirozené č́ıslo takové, že ex(m;F ) < ex(∞;F ) + ε/2. Bez újmy na obecnosti
n ≥ m. Necht’ M je náhodně zvolená podmnožina V (G) velikosti m; pak
E[‖G[M ]‖/

(
m
2

)
] ≥ ex(∞;F ) + ε. Jelikož ‖G[M ]‖/

(
m
2

)
≤ 1, dostáváme

Pr

[
‖G[M ]‖/

(
m

2

)
≥ ex(∞;F ) + ε/2

]
≥ ε

2(1− ex(∞;F )− ε/2)
.

Položme γ = ε
2(1−ex(∞;F )−ε/2) . Necht’ X je náhodně vybraná podmnožina

V (G) velikosti |F |. Můžeme si představit, že nejprve náhodně zvoĺıme M
a pak náhodně vybereme X jako podmnožinu M . Jestliže G[M ] má ale-
spoň (ex(∞;F ) + ε/2)

(
m
2

)
hran, pak G[M ] obsahuje F jako podgraf, a je

pravděpodobnost alespoň
(
m
|F |

)−1
, že se do něj tref́ıme. Proto

Pr[F ⊆ G[X]] ≥
Pr[‖G[M ]‖/

(
m
2

)
≥ ex(∞;F ) + ε/2](
m
|F |

) ≥ γ(
m
|F |

) .
Jinak řečeno, G obsahuje F jako podgraf alespoň γ

(
m
|F |

)−1( n
|F |

)
= Ω(n|F |)-

krát.

Zadefinujme iF (G) jako počet |F |-prvkových podmnožin G indukuj́ıćıch
F , a

exi(n,m;F ) = min{iF (G) : |G| = n, ‖G‖ = m}.
Budeme se zaj́ımat zejména o chováńı funkce exi(., .;K3). Necht’ E3 označuje
graf s 3 vrcholy a prázdnou množinou hran.
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Lemma 2. Necht’ G je graf se skóre d1, . . . , dn. Pak

iK3(G) + iE3(G) =

(
n

3

)
− (n− 2)‖G‖+

n∑
i=1

(
di
2

)
.

D̊ukaz. Necht’ p označuje počet (neindukovaných) cest se dvěma hranami v
G a v G. Indukovaný podgraf K3 či E3 přisṕıvá 3 do p, indukovaný podgraf
K1,2 či K1,2 přisṕıvá 1. Proto(

n

3

)
+ 2(iK3(G) + iE3(G)) = p =

n∑
i=1

[(di
2

)
+

(
n− di − 1

2

)]
=

n∑
i=1

[(n− 2)(n− 1)

2
− (n− 2)di + 2

(
di
2

)]
= 3

(
n

3

)
− 2(n− 2)‖G‖+ 2

n∑
i=1

(
di
2

)
.

Důsledek 3. Necht’ G je graf se skóre d1, . . . , dn. Pak

iK3(G) ≥ 1

3

[
−(n− 2)‖G‖+ 2

n∑
i=1

(
di
2

)]
a rovnost nastává právě když G je úplný multipartitńı graf.

D̊ukaz. Máme

iE3(G) ≤ 1

3

n∑
i=1

(
n− 1− di

2

)
=

(
n

3

)
− 2

3
(n− 2)‖G‖+

1

3

n∑
i=1

(
di
2

)
,

kde rovnost nastává právě tehdy, když v G tvoř́ı okoĺı každého vrcholu kliku,
tj. když G je sjednoceńı disjunktńıch klik, tj. když G je úplný multipartitńı
graf. Požadovaná nerovnost pak plyne z Lemma 2.

Důsledek 4.

exi(n,m;K3) ≥
m(4m− n2)

3n
,

kde rovnost nastává právě tehdy, když m = Tr(n) pro nějaké r|n.
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D̊ukaz. Necht’ G je graf s n vrcholy, m hranami a skóre d1, . . . , dn. Z Cauchy-
Schwarzovy nerovnosti máme

−(n− 2)m+ 2
n∑

i=1

(
di
2

)
= −nm+

n∑
i=1

d2i ≥ −nm+ 4
m2

n
,

kde rovnost nastává právě když d1 = . . . = dn = 2m
n

. Z Corollary 3 dostáváme

iK3(G) ≥ m(4m−n2)
3n

, kde rovnost nastává právě když G je úplný regulárńı
multipartitńı graf, tj. Turán̊uv graf, v němž maj́ı všechny části stejnou veli-
kost.

Lemma 5. Pro libovolné reálné č́ıslo c a kladné ε uvažujme funkci f(G) =
‖G‖+c·iK3(G)+εiE3(G). Pro n-vrcholové grafy je tato funkce maximalizována
pouze na úplných multipartitńıch grafech.

D̊ukaz. Necht’ G je n-vrcholový graf maximalizuj́ıćı f a uvažujme libovolné
nesousedńı vrcholy x a y. Necht’ kx = ‖G[N(x)]‖, ky = ‖G[N(y)]‖, ex =
iE2(G−N [x]− y) a ey = iE2(G−N [y]−x). Necht’ Gx je graf vzniklý z G− y
naklonováńım x a Gy je graf vzniklý z G − x naklonováńım y. Označme
δ = (deg x+ c · kx + εex)− (deg y + c · ky + εey). Pak

f(Gx) = f(G) + δ + ε(|N(x) ∪N(y)| − |N(x)|)
f(Gy) = f(G)− δ + ε(|N(x) ∪N(y)| − |N(y)|)

Jelikož G maximalizuje f mezi n-vrcholovými grafy a ε > 0, dostáváme δ = 0
a |N(x)| = |N(x) ∪N(y)| = |N(y)|, a tedy N(x) = N(y). Každé dva nesou-
sedńı vrcholy v G tedy maj́ı stejné okoĺı, a proto G je úplný multipartitńı
graf.

Důsledek 6. Pro libovolné iracionálńı č́ıslo c uvažujme funkci f(G) = ‖G‖+
c · iK3(G). Pro n-vrcholové grafy je tato funkce maximalizována na nějakém
Turánově grafu.

D̊ukaz. Definujme fε(G) = ‖G‖ + c · iK3(G) + εiE3(G). Jelikož graf̊u na n
vrcholech je jen konečně mnoho, dle Lemma 5 existuje úplný multipartitńı
graf G0 splňuj́ıćı následuj́ıćı podmı́nku: Pro každé ε0 > 0 existuje kladné ε <
ε0 tž. fε(G) ≤ fε(G0) pro každý n-vrcholový graf G. Jelikož limε→0 fε(G) =
f(G), dostáváme f(G) ≤ f(G0) pro každý n-vrcholový graf G.

Funkce f je tedy maximalizována na nějakém úplném multipartitńım
grafu G0 s velikostmi část́ı a1, . . . , ar. Jestliže r = 1, pak G0 je graf bez
hran T1(n); můžeme tedy předpokládat r ≥ 2. Označme α =

∑r
i=3 ai, β =∑

i<j aiaj a γ =
∑

3≤i<j aiaj +c
∑

3≤i<j<k aiajak Uvažme úplný multipartitńı
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graf G s velikostmi část́ı x, y, a3, . . . , ar, kde x + y = a1 + a2. Pak f(G) =
(1 + cα)xy + (α + cβ)(a1 + a2) + γ. Jelikož c je iracionálńı, 1 + cα 6= 0.
Kdyby 1 + cα bylo záporné, pak bychom mohli položit x = 0 a y = a1 + a2
(tj. G je graf vzniklý z G0 sjednoceńım prvńıch dvou část́ı) a měli bychom
f(G) > f(G0), což je spor. Proto 1 + cα > 0. Jelikož G0 maximalizuje f ,
dostáváme xy ≤ a1a2 pro každá nezáporná celá č́ısla x a y tž. x+y = a1+a2,
a proto |a1−a2| ≤ 1. Stejná nerovnost muśı platit pro každou dvojici index̊u,
a tedy G0 = Tr(n).

Pro přirozené č́ıslo n, necht’ ψn : R+
0 → R+

0 je maximálńı konvexńı funkce
taková, že ψn(0) = 0 a ψn(tr(n)) = iK3(Tr(n)) pro r ∈ {1, . . . , n}.

Věta 7.
ex(n,m;K3) ≥ ψn(m).

D̊ukaz. Jinak by existoval n-vrcholový grafG0 takový, že iK3(G0) > ψn(‖G0‖).
Z definice ψn by tedy existovalo reálné (BÚNO iracionálńı) c takové, že pro
funkci f(G) = ‖G‖+c·iK3(G) by platilo f(G0) > f(tr(n)) pro r ∈ {1, . . . , n}.
To je ale ve sporu s Důsledkem 6.

Poznámka: ve skutečnosti je mezi body {tr(n) : r ∈ {1, . . . , n}} funkce
ex(n,m;K3) konkávńı (Razborov, flag algebry).
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