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|G| pocet vrcholu G, |G|| pocet hran G.

Definice 1. Maximdini mozny pocet hran libovolného grafu ma n vrcholech,
ktery neobsahuje Zadny podgraf izomorfni Fy, ..., F,,:

ex(n; F,..., Fy).

Hustotni varianta:

ex(n; Fy,..., Fy) =

Asymptotické chovdni:
ex(o0; F1, ..., F,,) = inf{ex(n; F1, ..., F,,) : n € N}.
Lemma 2. Jestlize nqy > ng, pak €X(ny; Fi, ..., F,) < &(no; F1,..., Fy).

Diikaz. Necht G je graf na ny vrcholech neobsahujicl Fy, ..., Fy, sex(ny; Fi, ..., Fy)
hranami. Zvolme nejprve ndhodné uniformné no-prvkovou podmnozinu X

jeho vrcholu, a pak libovolnou neuspotradanou dvojici zy prvku X. Zjevné
kazda dvojice vrcholi G ma stejnou pravdépodobnost, ze bude zvolena jako

xy, a tedy pravdépodobnost, ze xy je hrana G, je

el

(%)
Na druhou stranu, G[X| mé nejvyse ex(ng; Fi, ..., F,;,) hran, a tedy pravdépodobnost,
ze xy je hrana G[X], je

= ﬁ(nl;Fl, .. .,Fm).

G _ extng: By, . Fy)

(3) (5)

bx :e_x(ng;Fl,...,Fm).



Dostavame tedy

V(G
e_x(nl;Fl,...,Fm):pgmax{pX:XG ( ( ))} <&X(ng; Fi, ..., Fp).

ng

Dusledek 3.
ex(oo; Fy, ..., Fp) = lim exX(n; 1, ..., Fy),

n—oo

a pro kazdé ng plati
e_X(OO,Fl,,Fm) §e_x(n0,F1,,Fm)

Asymptoticky pro n jdouci do nekonecna

2
ex(n; Fi, ..., Fy) = (€X(oc0; F1, ..., F) + 0(1>)%'

Piiklad 4. Maz. pocet hran grafu na 5 wvrcholech bez C3 a Cy je 5, t.
ex(5; C3, Cy) = 1/2. Proto ex(n; Cs, Cy) < £(3) pro kazdén > 5 aex(oo; Cs, Cy) <
1/2.

Pozndmka: Ve skutecnosti ex(oc0; Cs, Cy) = 0 a ex(n; C3,Cy) = O(n*?),
jak uvidime nize.
Lemma 5. Je-li T les na k > 3 wvrcholech, pak ex(n;T) < (k — 2)n.

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje graf G s n > 1 vrcholy a alespon
(k — 2)n hranami neobsahujici 7', a zvolme takovy s nejmensim moznym
poc¢tem vrcholu. Jelikoz |G|| > 0, madme n > 2. Z minimality |G| plyne, ze
vSechny jeho vrcholy maji stupen alespon k& — 1 (vrcholy mensiho stupné jde
smazat bez poruseni predpokladu). Jestlize H je libovolny podgraf G s méné
nez k vrcholy, pak kazdy vrchol H mé souseda mimo V(H). Proto muzeme
nalézt podgraf G izomorfni T" postupnym pridavanim listu; to je spor. O

Turdnuv graf 7,.(n): r-partitni graf na n vrcholech, v némz se velikosti
kazdych dvou partit lisi nejvyse o 1; t,.(n) = || T.(n)||-

Pozorovani 6. )

t(n) < (1— 1/@%,

rovnost nastdva kdyz r|n.

() 2 (1= 1/r) 5 =2

rovnost nastdvd pro r sudé an =r/2 (mod r).
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Veéta 7 (Turdnova véta). Pro kazdé r € N plati
eX(“; KrJrl) = tr(”):

a tedy €X(00; K, 41) = 1 —1/r. Navic, jestlize G je n-vrcholovy graf klikovosti
nejuyse r a ||G|| = t.(n), pak G je izomorfni T,(n).

Diikaz 1. Necht |G| = n, |G| = ex(n; K,41), a G ma klikovost nejvyse
r. Jestlize vy,vy € V(@) jsou nesousedni vrcholy, pak deg(vy) = deg(vq):
kdyby deg(v;) < deg(vs), pak graf v némz nahradime vy kopii vrcholu v,
by mél klikovost nejvyse r a vic hran nez G. Jestlize vy, vy,v3 € V(G)
a v, vy € E(G), pak také vivy ¢ E(G): dle predchoziho pozorovéni
deg(vy) = deg(vg) = deg(vs), a kdyby vyv3 € E(G), pak graf v némz na-
hradime v, a v3 kopiemi vrcholu vy by mél klikovost nejvyse r a vic hran nez
G. Relace ~ na V(G) definovand tz. u ~ v pravé kdyz uv ¢ E(G) je tedy
ekvivalence. Ttidy ekvivalence ~ jsou nezavislé mnoziny a v GG jsou obsazeny
vSechny hrany mezi témito tiidami, a tedy G je uplny multipartitni graf.
Pocet partit G je nejvyse r, jelikoz G ma klikovost nejvyse r. Mezi iplnymi
multipartitnimi grafy s nejvyse r partitami je T,.(n) ten s ostie nejvétsim
poctem hran, a proto G je izomorfni 7,.(n). m

Diikaz 2. Indukei dle poctu vrcholu. Necht |G| = n, |G| = ex(n; K,41),
a G ma klikovost nejvyse r. Jestlize n < r, pak G = K,, = T,(n), proto
predpokladejme n > r+1. Graf G obsahuje kliku A velikosti r, jinak bychom
mohli pfidat hranu a dostat graf klikovosti nejvyse r s vice nez ||G|| hranami.
Kazdy vrchol V(G — A) mé nejvyse r — 1 sousedu v A, jinak by G obsahoval
kliku velikosti r 4+ 1. Z indukce dostavame

161 < 16=Al+(n=r)(r=1)+ (3) < teln=r) =)=+ () =10

Kdyz |G| = t.(n), vSechny nerovnosti musi platit s rovnosti, z indukce je
tedy G — A izomorfni T,(n — r) a kazdy vrchol G — A ma r — 1 sousedu v
klice A. Vrcholy v ruznych partitich G — A musi mit ruznd okoli v A, jinak
by G obsahoval kliku velikosti r 4+ 1. Proto G je izomorfni 7,.(n). O
Véta 8 (Erdés-Stoneova véta). Kazdy graf F spliiuge

1
X(F)—1

Dikaz probereme na dalsich prednéaskdch. Pro x(F) > 3 dava tato véta
asymptoticky presny odhad ex(n; F):

F
“m;)n2=1+dn
(1 B X(F)71)7
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eX(oo; F)=1—




Stoneova véta ndm pouze iikd, ze ex(n; F') = o(n?).

Lemma 9. Pro kaZda prirozend c¢isla a < b plati

\a/ CLQ + b 271/01
— N .

ex(n; Kqp) < 5

Diikaz. Necht G je graf na n vrcholech neobsahujici K, jako podgraf. Necht
m je pocet (a + 1)-tic (z,v1,...,v,) vrcholu G takovych, ze xvq,...,zv, €
E(G). Na jednu stranu, pro kazdou volbu z méme deg” x moznosti volby
a-tice jeho sousedu, a tedy

e S daas (@8] ele:

na—l na—l

Na druhou stranu, pro a-tici navzajem ruznych vrcholu (vq,...,v,) lze x
zvolit méné nez b zpusoby (jinak by G obsahoval K, ), a pocet (a + 1)-tic
(z,v1,...,0) kde vy, ..., v, nejsou navzajem ruzna, je mensi nez a*n® (méné
nez a® zpusoby lze vybrat indexy i # j tZ. v; = v; a n® zpusoby lze zvolit =
a vrcholy vy, pro k # i). Tedy

m < (a® + b)n®.

Kombinaci téchto nerovnosti dostavame

\a/ a2 _|_ b 2—1/(1
—nNn .

Gl < 25

Disledek 10. Je-li F' bipartitni graf s mensi partitou velikosti a, pak
ex(n; F) = O(n*~1/9).

Lemma 11. Pro kaZdé prvocislo p ezistuje graf s 2(p* + p + 1) wvrcholy a
(p* +p+ 1)(p+ 1) hranami, ktery neobsahuje Cy jako podgraf.

Diikaz. Jelikoz p je prvocislo, existuje konecna projektivni rovina radu p, s
p?> +p+ 1 body a p? + p + 1 piimkami. Nechf G je incidenéni graf této
projektivni roviny, tj. graf jehoz vrcholy jsou body a pifimky a hrany spojuji
pifmky s v nich obsaZenymi body. Tento graf md 2(p* + p + 1) vrcholi a
(p®> + p + 1)(p + 1) hran. Navic neobsahuje Cy, jinak by dvé ruzné pifmky
musely mit prunik velikosti vétsi nez 1. ]
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Disledek 12. Pro kazdé b > 2 plati
ex(n; Kyp) = O(n?).

Diikaz. Dle Lemma 9 plati ex(n; Ksp) < ¥2Hn3/2 = O(n?/?). Necht n > 16.
Pak existuje prvocislo p tz. v/n/4 <p < /n/2,a2(p*+p+1) <n. Necht G
je graf zkonstruovany v Lemma 11 doplnény n — 2(p* + p + 1) izolovanymi

vrcholy. Pak G neobsahuje C; (a tedy ani Ks;) jako podgraf, ma n vrcholu
a alespoit n*2/64 hran. Proto ex(n; Kyp) > n*/?/64 = Q(n®/?). O

Dusledek 13. Necht F je bipartitni graf s mensi partitou velikosti nejvijse
2an>|V(F)|. Pak

—00 jgestlize ||F|| =0

0 jgestlize ||F|| =1

©(n) jestlize |[F|| > 2 a F je les
O(n*?)  jinak.

ex(n; F) =

Dikaz. Jestlize F' nema zadnou hranu, pak je podgrafem kazdého grafu s
n > |V(F)| vrcholy a ex(n; F') = —oo. Jestlize F' m4 prévé jednu hranu, pak
je podgrafem kazdého grafu s n > |V(F')| vrcholy a alespon jednou hranou a
ex(n; F') = 0. Jestlize F' je les s alesponi dvéma hranami, pak F' neni zaroven
podgrafem K ,_; a maximéalntho parovani na n vrcholech, a tedy ex(n; F) >
|n/2]; spolu s Lemma 5 dostdvame ex(n; F') = ©(n). Je-li F' bipartitni graf
s mensi partitou velikosti nejvyse 2 a F' neni les, pak F' obsahuje 4-cyklus, a
Diisledek 10 a Lemma 11 implikuji ex(n; F) = ©(n%/2). O



