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1 Eulerovské tahy

Tah v grafu G je eulerovský, jestliže obsahuje všechny hrany G. Graf je
eulerovský, jestliže je souvislý a všechny jeho stupně jsou sudé. Poznámka:
v definici eulerovského grafu se občas vynechává podmı́nka na souvislost.

Věta 1. Graf bez izolovaných vrchol̊u má uzavřený eulerovský tah právě
tehdy, když je eulerovský.

D̊ukaz. Necht’ G je graf bez izolovaných vrchol̊u.
Nejprve předpokládejme, že G má uzavřený eulerovský tah T . Jelikož G

nemá izolované vrcholy, T navšt́ıv́ı každý vrchol alespoň jednou. Každé dva
vrcholy jsou tedy spojené podtahem T , a proto je G souvislý. Navšt́ıv́ı-li T
vrchol v k-krát, pak stupeň v je roven 2k, všechny vrcholy G tedy maj́ı sudý
stupeň. Graf G je tedy eulerovský.

Že plat́ı opačné tvrzeńı dokážeme indukćı dle počtu hran. Předpokládejme
tedy, že G je eulerovský, a že každý eulerovský graf s méně než |E(G)| hra-
nami obsahuje uzavřený eulerovský tah. Jak jsme nahlédli v minulé lekci,
zvoĺıme-li si libovolnou hranu uv ∈ E(G), pak G − uv je souvislý a existuje
v něm tedy cesta P z u do v. Spojeńı P s hranou uv je kružnice T0. Ne-
cht’ G1, G2, . . . , Gm jsou komponenty G − E(T0) s alespoň dvěma vrcholy.
Odebráńım T0 jsme sńıžili stupeň každého vrcholu v T0 o dva, všechny vr-
choly tedy stále maj́ı sudý stupeň a G1, . . . , Gm jsou eulerovské grafy. Z
indukčńıho předpokladu obsahuj́ı uzavřené eulerovské tahy T1, . . . , Tm. Je-
likož G je souvislý, pro i = 1, . . . ,m existuje vrchol vi ∈ V (Gi) ∩ V (T0).
Připojeńım tahu Ti k T0 ve vrcholu vi pro i = 1, . . . ,m dostáváme uzavřený
eulerovský tah v G.
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2 Orientované grafy

Orientovaný graf je dvojice (V,E), kde E je množina uspořádaných dvo-
jic vrchol̊u z V . Jeho podkladový neorientovaný graf je graf vzniklý nahra-
zeńım uspořádaných dvojic v E neuspořádanými. (Orientovaný) sled v ori-
entovaném grafu muśı respektovat orientaci hran; je to tedy posloupnost v0,
e1, v1, e2, v2, . . . , en, vn tž. ei = (vi−1, vi) pro i = 1, . . . , n. (Orientovaný)
tah, cesta, . . . se odvozuje od orientovaného sledu stejně jako v neoriento-
vaném př́ıpadě. Vstupńı stupeň deg−(v) vrcholu v je počet incidentńıch hran
orientovaných do v, výstupńı stupeň deg+(v) je počet incidentńıch hran ori-
entovaných ven z v.

Orientovaný graf je slabě souvislý, pokud je souvislý jeho podkladový
neorientovaný graf. Je silně souvislý, pokud mezi každými dvěma vrcholy
vede orientovaná cesta. Orientovaný graf je eulerovský, je-li slabě souvislý a
každý vrchol má vstupńı stupeň rovný výstupńımu.

Věta 2. Orientovaný graf bez izolovaných vrchol̊u má uzavřený eulerovský
tah právě tehdy, je-li eulerovský.

D̊ukaz. Analogicky k neorientovanému př́ıpadu. Existenci orientované kružnice
lze dokázat př́ımo (jdeme po hranách, dokud nenaraźıme na vrchol, kterým
jsme již prošli; nemůžeme se zaseknout jinde, jelikož žádný vrchol nemá
výstupńı stupeň 0).

Důsledek 3. Necht’ G je orientovaný graf, v němž každý vrchol má vstupńı
stupeň rovný výstupńımu. Pak G je silně souvislý, právě když G je slabě
souvislý.

D̊ukaz. Je-li G slabě souvislý, má dle Věty 2 uzavřený eulerovský tah, a
tedy mezi každými dvěma vrcholy vede orientovaný tah a G je silně souvislý.
Opačná implikace je triviálńı.

Př́ıklad 1. Dálkové ovládáńı ke dveř́ım na garáži má 16-mı́stný kód ve dvoj-
kové soustavě; ve chv́ıli, kdy přijme posloupnost rádiových signál̊u kóduj́ıćıch
odpov́ıdaj́ıćı bity (bez ohledu na to co přijalo předt́ım), otevře dveře. Signál
odpov́ıdaj́ıćı každému bitu muśı být vyśılán 0,1 s. Za jak dlouho jde vyzkoušet
všechny kódy?

Kdybychom postupně vyśılali 216 × 16 bit̊u, zabralo by to přes 29 hodin.
Nicméně stač́ı vyslat posloupnost bit̊u, v ńı̌z se každá 16-bitová vyskytuje jako
souvislá podposloupnost.

Uvažme graf, jehož vrcholy jsou 15-bitová č́ısla, z vrcholu b1 . . . b15 vede
hrana označená 1 do vrcholu b2 . . . b151 a hrana označená 0 do vrcholu b2 . . . b150;
vstupuj́ı tedy do něj hrany (označené b15) právě z vrchol̊u 0b1 . . . b14 a 1b1 . . . b14.
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Vstupńı a výstupńı stupeň každého vrcholu je tedy 2. Nav́ıc graf je silně (a
tedy i slabě) souvislý (přidáváńım bit̊u na konec se dokážeme dostat z libo-
volné posloupnosti na libovolnou jinou). Existuje v něm tedy uzavřený eule-
rovský tah T . Vyṕı̌seme-li kód libovolného vrcholu v a poté postupně kódy na
hranách podél pr̊uchodu tahem T z v, každý 16-bitový kód bude vypsán právě
jednou (když z vrcholu označeného jeho prvńımi 15 bity přejdeme přes hranu
označenou jeho posledńım bitem).

Výsledná posloupnost má délku 15 + 216, jej́ı vysláńı nám zabere necelé 2
hodiny.

3 Stromy

Strom je minimálně souvislý graf, tj. souvislý graf, který se po odebráńı
libovolné hrany rozpadne na komponenty. Graf G je tedy souvislý, právě když
obsahuje jako podgraf strom s množinou vrcholu V (G); takovému stromu se
ř́ıká kostra.

Pozorováńı 4. Graf T je strom, právě když je souvislý a neobsahuje kružnici.

D̊ukaz. Pokud souvislý graf T obsahuje kružnici K, pak odebráńı libovolné
hrany K zachovává souvislost. Jestliže T je strom, pak tedy K neobsahuje
kružnici.

Naopak, předpokládejme, že T je souvislý a bez kružnic. Pak pro každou
hranu e je T − e nesouvislý, jinak by obsahoval cestu mezi konci e a tedy T
by obsahoval kružnici. Proto T je strom.

Graf bez kružnic je les. Každá jeho komponenta je tedy strom.

Pozorováńı 5. Souvislý graf s n vrcholy má alespoň n − 1 hran. Graf bez
kružnic s n vrcholy má nejvýše n− 1 hran.

D̊ukaz. Graf na n vrcholech bez hran má n komponent a přidáńı hrany zmenš́ı
počet komponent nejvýše o 1, souvislý graf tedy muśı mı́t alespoň n−1 hran.

Je-li G graf bez kružnic s n vrcholy, obdobně si představme, jak postupně
přidáváme hrany E(G). Přidávaná hrana vždy muśı být mezi r̊uznými kom-
ponentami, jinak by vytvořila kružnici (tvořenou přidávanou hranou a cestou
mezi jej́ımi konci), přidáńı každé hrany tedy sńıž́ı počet komponent o jedna;
výsledný graf má alespoň jednu komponentu, tedy počet přidaných hran je
nejvýše n− 1.

Důsledek 6. Strom T má |V (T )| − 1 hran, jeho pr̊uměrný stupeň tedy je
2− 2/|V (T )| < 2.
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List je vrchol stupně jedna.

Důsledek 7. Každý strom T s alespoň dvěma vrcholy má list.

Lemma 8. Necht’ G je graf a v je list v G. Pak G je strom právě když G− v
je strom.

D̊ukaz. Využijeme ekvivalentńı charaktrerizaci z Pozorováńı 4. Odebráńı vr-
cholu stupně 1 nenaruš́ı souvislost (a nevytvoř́ı kružnici). Přidáńı vrcholu
stupně 1 zachovává souvislost a nevytvář́ı kružnice.

Věta 9. Necht’ T je graf. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

(a) T je strom.

(b) Mezi každými dvěma vrcholy T vede právě jedna cesta.

(c) T je maximálńı graf bez kružnic (tj. neobsahuje kružnici, ale pro každou
dvojici nesousedńıch vrchol̊u u a v graf G + uv obsahuje kružnici).

(d) T neobsahuje kružnici a má |V (T )| − 1 hran.

(e) T je souvislý a má |V (T )| − 1 hran.

D̊ukaz. (a)⇒(b): Jelikož T je souvislý, mezi každými dvěma vrcholy u a v
vede alespoň jedna cesta. Kdyby mezi nimi vedly dvě r̊uzné cesty P1 a P2, pak
existuje hrana xy lež́ıćı v právě jedné z nich, třeba v P1. Pak (P1 − xy) ∪ P2

obsahuje sled v T −xy z x do y, vrcholy x a y tedy lež́ı ve stejné komponentě
T−xy. Pak ale T−xy je souvislý, ve sporu s předpokladem, že T je minimálně
souvislý.

(b)⇒(c): Jelikož mezi každými dvěma vrcholy vede právě jedna cesta,
graf nemůže obsahovat kružnici. Přidáńım každé hrany vznikne kružnice
(tvořená touto hranou a cestou mezi jej́ımi konci).

(c)⇒(d): Jelikož přidáńı libovolné hrany vytvoř́ı kružnici, T je souvislý.
Dle Pozorováńı 5 má tedy |V (T )| − 1 hran.

(d)⇒(e): Kdyby T nebyl souvislý, pak by byl disjunktńım sjednoceńım
dvou graf̊u T1 a T2. Jelikož ani jeden z nich neobsahuje kružnici, dle Po-
zorováńı 5 máme |E(T1)| ≤ |V (T1)| − 1 a |E(T2)| ≤ |V (T2)| − 1, a proto
|E(T )| = |E(T1)|+ |E(T2)| ≤ |V (T1)|+ |V (T2)|− 2 ≤ |V (T )|− 2, což je spor.

(e)⇒(a): Kdyby T − e byl souvislý pro nějakou hranu e, pak dle Pozo-
rováńı 5 by T − e měl alespoň |V (T )| − 1 hran, a T by měl alespoň |V (T )|
hran, což je spor.
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