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1 Eulerovské tahy

Tah v grafu G je eulerovsky, jestlize obsahuje vSsechny hrany G. Graf je
eulerovsky, jestlize je souvisly a vSechny jeho stupné jsou sudé. Pozndmka:
v definici eulerovského grafu se obcas vynechava podminka na souvislost.

Veéta 1. Graf bez izolovanych vrcholi md uzavieny eulerovsky tah prdvé
tehdy, kdyz je eulerovsky.

Diikaz. Necht G je graf bez izolovanych vrchol.

Nejprve predpokladejme, ze G ma uzavieny eulerovsky tah 7. Jelikoz G
nemsa izolované vrcholy, T" navstivi kazdy vrchol alespon jednou. Kazdé dva
vrcholy jsou tedy spojené podtahem 7', a proto je G souvisly. Navstivi-li T’
vrchol v k-krat, pak stupen v je roven 2k, vSechny vrcholy G tedy maji sudy
stupen. Graf G je tedy eulerovsky.

Ze plati opacné tvrzeni dokdzeme indukef dle poétu hran. Predpoklddejme
tedy, ze G je eulerovsky, a ze kazdy eulerovsky graf s méné nez |FE(G)| hra-
nami obsahuje uzavieny eulerovsky tah. Jak jsme nahlédli v minulé lekci,
zvolime-li si libovolnou hranu uv € E(G), pak G — uv je souvisly a existuje
v ném tedy cesta P z u do v. Spojeni P s hranou uv je kruznice Tj. Ne-
cht Gy, G, ..., G,, jsou komponenty G — E(Tp) s alespoii dvéma vrcholy.
Odebranim 7} jsme snizili stupen kazdého vrcholu v 7 o dva, vSechny vr-
choly tedy stale maji sudy stupen a Gy, ..., G,, jsou eulerovské grafy. Z
indukéniho predpokladu obsahuji uzaviené eulerovské tahy T4, ..., T},. Je-
likoz G je souvisly, pro i = 1,...,m existuje vrchol v; € V(G;) NV (Tp).
Ptipojenim tahu T; k Tj ve vrcholu v; pro v =1,...,m dostavame uzavieny
eulerovsky tah v G. O



2 Orientované grafy

Orientovany graf je dvojice (V. E), kde E je mnozina usporadanych dvo-
jic vrcholu z V. Jeho podkladovy neorientovany graf je graf vznikly nahra-
zenim uspofadanych dvojic v E neuspofadanymi. (Orientovany) sled v ori-
entovaném grafu musi respektovat orientaci hran; je to tedy posloupnost vy,
€1, V1, €9, Vg, ..., €y, Uy tZ. €; = (v;_1,v;) pro i = 1,...,n. (Orientovany)
tah, cesta, ...se odvozuje od orientovaného sledu stejné jako v neoriento-
vaném piipadé. Vstupni stupen deg™ (v) vrcholu v je pocet incidentnich hran
orientovanych do v, vystupni stupen deg™ (v) je pocet incidentnich hran ori-
entovanych ven z v.

Orientovany graf je slabé souvisly, pokud je souvisly jeho podkladovy
neorientovany graf. Je silné souvisly, pokud mezi kazdymi dvéma vrcholy
vede orientovand cesta. Orientovany graf je eulerovsky, je-li slabé souvisly a
kazdy vrchol mé vstupni stupen rovny vystupnimu.

Véta 2. Orientovany graf bez izolovanych vrcholu md uzavieny eulerovsky
tah prave tehdy, je-li eulerovsky.

Diikaz. Analogicky k neorientovanému ptipadu. Existenci orientované kruznice
lze dokézat piimo (jdeme po hranich, dokud nenarazime na vrchol, kterym
jsme jiz prosli; nemuzeme se zaseknout jinde, jelikoz zadny vrchol nema
vystupni stupen 0). O

Dusledek 3. Necht G je orientovany graf, v némz kaZdij vrchol md vstupni
stupen rovny vystupnimu. Pak G je silné souvisly, pravé kdyz G je slabé
souwisly.

Dukaz. Je-li G slabé souvisly, ma dle Véty 2 uzavieny eulerovsky tah, a
tedy mezi kazdymi dvéma vrcholy vede orientovany tah a G je silné souvisly.
Opacné implikace je trivialni. O

Piiklad 1. Ddlkové ovldadani ke dverim na gardzi md 16-mistny kod ve dvoj-
kové soustavé; ve chvili, kdy prigme posloupnost radiovych signdli kodugicich
odpovidagici bity (bez ohledu na to co prijalo predtim), otevre dvere. Signdl
odpovidajici kaZdému bitu musi byt vysilan 0,1 s. Za jak dlouho jde vyzkouset
véechny kody?

Kdybychom postupné vysilali 2'¢ x 16 biti, zabralo by to pres 29 hodin.
Nicméné staci vyslat posloupnost bitu, v niz se kazdd 16-bitovd vyskytuje jako
souwvislda podposloupnost.

Uvazme graf, jehoZ vrcholy jsou 15-bitova cisla, z vrcholu by . ..by5 vede
hrana oznacend 1 do vrcholu by . .. bi51 a hrana oznacend O do vrcholu by . . . bi50;
vstupugji tedy do néj hrany (oznacené bys) pravé z vrcholi Oby . .. b1y a 1by .. . byy.
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Vstupni a vystupni stupen kazdého vrcholu je tedy 2. Navic graf je silné (a
tedy i slabé) souvisly (priddvanim biti na konec se dokdzeme dostat z libo-
volné posloupnosti na libovolnou jinou). Existuje v ném tedy uzavieny eule-
rovsky tah T'. Vypiseme-li kod libovolného vrcholu v a poté postupné kody na
hrandch podél pruchodu tahem T z v, kaZdy 16-bitovy kod bude vypsdn prdavé
jednou (kdyz z vrcholu oznaceného jeho prunimi 15 bity prejdeme pres hranu
oznacenou jeho poslednim bitem).

Vislednd posloupnost md délku 15 + 216, jeji vyslani ndm zabere necelé 2
hodiny.

3 Stromy

Strom je minimalné souvisly graf, tj. souvisly graf, ktery se po odebrani
libovolné hrany rozpadne na komponenty. Graf G je tedy souvisly, prave kdyz
obsahuje jako podgraf strom s mnozinou vrcholu V(G); takovému stromu se
riké kostra.

Pozorovani 4. GrafT je strom, pravé kdyz je souvisly a neobsahuje kruznici.

Diikaz. Pokud souvisly graf T obsahuje kruznici K, pak odebrani libovolné
hrany K zachovava souvislost. Jestlize T' je strom, pak tedy K neobsahuje
kruznici.

Naopak, predpokladejme, ze T je souvisly a bez kruznic. Pak pro kazdou
hranu e je T — e nesouvisly, jinak by obsahoval cestu mezi konci e a tedy T'
by obsahoval kruznici. Proto T je strom. O]

Graf bez kruznic je les. Kazdd jeho komponenta je tedy strom.

Pozorovani 5. Souvisly graf s n vrcholy md alespori n — 1 hran. Graf bez
kruznic s n vrcholy ma nejvyse n — 1 hran.

Diikaz. Grafnan vrcholech bez hran ma n komponent a pridani hrany zmensi
pocet komponent nejvyse o 1, souvisly graf tedy musi mit alespon n—1 hran.

Je-li G graf bez kruznic s n vrcholy, obdobné si predstavme, jak postupné
pridavdme hrany E(G). Priddvand hrana vzdy musi byt mezi ruznymi kom-
ponentami, jinak by vytvorila kruznici (tvofenou pfiddvanou hranou a cestou
mezi jejimi konci), pridani kazdé hrany tedy snizi poc¢et komponent o jedna;
vysledny graf m& alespon jednu komponentu, tedy pocet pridanych hran je
nejvyse n — 1. O

Dusledek 6. Strom T md |V(T)| — 1 hran, jeho priumérny stupen tedy je
2-2/|IV(T)| < 2.



List je vrchol stupné jedna.
Disledek 7. Kazdy strom T s alespon dvéma vrcholy md list.

Lemma 8. Necht G je graf a v je list v G. Pak G je strom prdvé kdyz G —v
je strom.

Diikaz. Vyuzijeme ekvivalentni charaktrerizaci z Pozorovani 4. Odebrani vr-
cholu stupné 1 nenarusi souvislost (a nevytvoii kruznici). Pfidéni vrcholu
stupné 1 zachovava souvislost a nevytvari kruznice. m

Véta 9. Necht T je graf. Ndsledujici turzend jsou ekvivalentnd.
(a) T je strom.
(b) Mezi kazdymi dvéma vrcholy T vede pravé jedna cesta.

(c) T je maximdlni graf bez kruznic (tj. neobsahuge kruznici, ale pro kazdou
dvogici nesousednich vrcholi u a v graf G + uv obsahuje kruznici).

(d) T neobsahuje kruznici a md |V (T)| — 1 hran.
(e) T je souvisly a ma |V (T)| — 1 hran.

Diikaz. (a)=-(b): Jelikoz T je souvisly, mezi kazdymi dvéma vrcholy u a v
vede alespon jedna cesta. Kdyby mezi nimi vedly dvé ruzné cesty P a P, pak
existuje hrana zy lezici v pravé jedné z nich, tteba v P;. Pak (P — zy) U Py
obsahuje sled v T'—zy z x do y, vrcholy x a y tedy lezi ve stejné komponenté
T —xy. Pak ale T'—xy je souvisly, ve sporu s predpokladem, ze T" je minimalné
souvisly.

(b)=(c): Jelikoz mezi kazdymi dvéma vrcholy vede prévé jedna cesta,
graf nemuze obsahovat kruznici. Pridanim kazdé hrany vznikne kruznice
(tvofend touto hranou a cestou mezi jejimi konci).

(c)=(d): Jelikoz ptidéani libovolné hrany vytvoii kruznici, T je souvisly.
Dle Pozorovani 5 mé tedy |V(7)| — 1 hran.

(d)=(e): Kdyby T nebyl souvisly, pak by byl disjunktnim sjednocenim
dvou grafu T a Ts. Jelikoz ani jeden z nich neobsahuje kruznici, dle Po-
zorovani b mame |E(Ty)| < |[V(T1)| — 1 a |E(Ty)| < |V(Ty)| — 1, a proto
B(T)| = |E(Ty)| + |B(Ty)| < [V(T)] + [V(T2) | - 2 < V(T)| —2, co je spor.

(e)=(a): Kdyby T — e byl souvisly pro n¢jakou hranu e, pak dle Pozo-
rovani 5 by 7' — e mél alespon |V (T)| — 1 hran, a T by mél alespon |V (T)|
hran, coz je spor. O



