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Piiklad 1. Hrajete ruletu, sdzite vidy na cervenou. Pred kaZdym kolem si
zvolite vysi sazky h, pokud padne cervené cislo, ziskdte h korun, jinak h korun
prohrajete. Pravdépodobnost vjhry je 18/37 ~ 48.6%.

Madte nasledugici strategii: v prunim kole vsadite 1 korunu. V dalsich ko-
lech, pokud jste v predchozim kole prohrdli, zdvojndsobite sazku, jinak vsadite
1 korunu. Necht V oznacuje vasi vijhru po 5 kolech.

Rozdeéleni 'V :
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Tedy s pravdépodobnosti 70.75% vyhrajete (ale mdlo), s pravdépodobnosti jen
23.32% prohrajete (ale hodné).

Stredni hodnota je —0.28 k¢: budeme-li tuto strategiv opakovat n-krdt pro
dost velké n, prohrajeme zhruba 0.28n ké.

Pro nezaporné veli¢iny 1ze alespon pomoci stfedni hodnoty omezit pravdépodobnost,
ze velicina je prilis velka.
Lemma 1 (Markovova nerovnost). Pro ndhodnou velicinu X > 0 se stredni
hodnotou E[X] =m > 0 plati pro kazdé redlné c¢islo t > 1
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Piiklad 2. Méjme n bodu v roviné (v obecné poloze) a mezi kazZdymi dvéma
z nich nakresleme usecku nezdvisle s pravdépodobnosti 10/n. Stredni hodnota
poctu T trojihelniki (tvorengch tremi ze zadanych bodu) je

5 < 1000/6.

BT = <g> 1000

Pravdépodobnost, Ze vznikne alespori 1000 trojuhelniki, je tedy
P[T >1000] < P[T > 6- E[T]] < 1/6.

Dolni odhad se pouze ze stredni hodnoty zjistit nedd (a ve skutecnosti je tato
pravdépodobnost mnohem nizZsi, nez 1/6.

1 Rozptyl a CebySevova nerovnost
Rozptyl ndhodné veliciny X je definovan jako
Var[X] = E[(X — E[X])?].

Piiklad 3. Hrajeme ruletu, vsadime h na éervenou (pravdépodobnost vghry
p = 18/37). Vise vghry Vi, md stredni hodnotu

EV3] = ph+ (1 —p)(=h) = (2p — 1)h = —0.03h
a rozptyl
VarlVy] = E[(Vi — (2p — Dh)?] = p(h — (2p — D)h)* + (1 = p)(=h — (2p — 1)h)’
= (p(2 = 2p)* + (1 — p)(=2p)*)h* = 4p(1 — p)h® ~ h*.
Pozorovani 2. Jestlize | X| < s, pak Var[X] < s2.

Véta 3 (Cebysevova nerovnost). Pro ndhodnou velicinu X > 0 se stiedni
hodnotou E[X] = m plati pro kazdé redlné éislo t > 1

PIX — m| > t/Var[X]) < tlQ

Diikaz. Uvazujme ndhodnou velicinu Y = (X — m)?; ta je zjevné nezdpornd

a jeji stiedni hodnota je rovna s = Var[X]|. Z Markovovy nerovnosti mame
1
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Nahodné veliciny X a Y jsou nezavislé, jestlize pro vSechna redlnd ¢isla
Uy & vy jsou jevy X = v, aY = v, nezavislé. Napiiklad: vyse vyhry v ruznych
kolech rulety (jestlize sazky zvolime predem).

Lemma 4. Jestlize jsou jevy X1 a Xo nezdvislé, pak
E[X1X5] = E[X1]E[X,].

Jestlize jsou jevy Xy, ..., X, po dvou nezdvislé, pak

Var[z XZ} = Z Var[ X
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Necht m; = E[X;] am = Y.." m; = E(Zl 1X) Oznacme Y; = X; —
m;, takze E[Y;] = 0, Var[X;] = E[V?], a veliciny Y7, ..., Y, jsou po dvou
nezavislé. Mame
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Dusledek 5 (Centrdlni limitni véta, slabd verze). Necht Xi, ..., X, jsou

nezdvislé jevy a VarlX;] < s* proi =1,...,n. Necht X =5 " X, ah =
E[X]. Pak pro kazdé t > 1
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Diikaz. Dle Lemma 4 mdme Var[X] = 77| Var[X;] < ns?, vysledek plyne z
Cebysevovy véty. O]

Piiklad 4. Hodime n-krdt spravedlivou minci. Jev I, md stredni hodnotu
1/2 a rozptyl nejuyse 1 dle Pozorovdni 2. Pravdépodobnost, Ze rub padne vice
nez (n/2+ 10y/n)-krdt nebo méné nez (n/2 —10y/n)-krdt je tedy nejuyse 1%.

Priklad 5. V kasinu je strop na sdzky s = 32 k¢ a minimdind sdazka 1 kc.
Hraé postupné sdzi ¢astky 1 < hy, ..., h, < s na cervenou (sazky jsou zvolené
predem, nezdvisi na vyhrdch v jednotlivijch kolech). Oznacme h = > | h;.
Necht V; je vjhra v i-tém kole a V. = .7 Vi je celkovd vyhra. V mi-
nulém prikladu jsme urcili E[V;] = (2p — 1)h;, a proto E[V] = (2p — 1)h.
Ddle Var[V;] < h? < s? dle Pozorovdni 2. Viyhry v jednotliviich kolech jsou
nezavislé, proto pravdépodobnost, zZe' V- > 0 (tedy Ze kasino na hrdci nevydeéld)
je
PV > 0] = P[V — E[V] > |[E[V]]] < P[[V — E[V]| = [E[V]]

[EV]I s’n
= P||V = E|V]|| > . —_—
VB2 A S e
s < s 1401856
S (1—2p2h?2 ~ (1-2p)2n  n

Tedy, budete-li hrdt dost dlouho, skoro jisté prohrajete (vyrazné drive, nez
naznacuje tento hruby odhad!).



