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1 Nezavislost

Jevy A a B jsou nezavislé, jestlize P[A|B| = P[A] — tj. to Ze plati B ndm
nic neiikd o A. Ekvivalentné, P[AN B] = P[A] - P[B].
Typicky piiklad: opakovani pokusu/vybéru za identickych podminek.

Priklad 1. Hodime dvéma kostkami, A = ,na proni kostce padla 6-ka*,
B = ,na druhé kostce padla 6-ka“. A = {(6,1),(6,2),...,(6,6)}, B =
{(1,6),(2,6),...,(6,6)}, AnB = {(6,6)}, P[A] =6/36 = 1/6, P[A[B] =

PlANB] _ 1/36 _
Pa; — om — /6

Obecné: Soucin konecnych pravdépodobnostnich prostoru (€, Fi, Py) X
(Qq, Fo, Py) je konecny pravdépodpobnostni prostor (€2, F, P), kde = Q; X
Oy, F=2%a P:F — (0,1) splituje P[(x1,29)] = Py[x1] - Ps[ws] pro kazdé
x1 € Q1 a x5 € Qy. Z toho plyne pro A € F; a B € Fs:

P[AxBl= > Plziz)l= Y  Plu]- Pz

r1€A,22€B r1€A,x2€B
=Y Pfxi]- > Pofas] = Pi[A] - R[B].
T1€EA T2€B

V prostoru (Qy, Fi, P1) X (g, F2, Py) jsou tedy jevy ,v prvnim prostoru
nastalo A (tedy jev A x Q) a ,ve druhém prostoru nastalo B (tedy jev
0 x B) nezavislé:

P[A x Q] - P[0 x B] = Pi[A]- By[B] = P|A x B] = P[(A x Q)N (4 x B).

Ale jsou i dalsi moznosti:

Piiklad 2. Hodime dvéma kostkami, A = ,soucet je 7%, B = ,na proni
kostce je liché ¢islo“. A ={(1,6),(2,5),...,(6,1)}, ANB = {(1,6), (3,4), (5,2)},

P[A] =6/36 = 1/6, P[B] = 1/2, P[A|B] = Pg‘[gfl — 31/% = 1/6.
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Pozorovani 1. Jsou-li jevy A a B nezavislé, pak
e P[B|A| = P|B]
e jevy A a B jsou nezdvislé

e jevy A a B jsou nezdvislé.

Jevy Aq, ..., Ag jsou po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva jsou nezavislé.
Jevy Ay, ..., Ag jsou nezavislé, jestlize
PN A)= T Pial
iel jel

pro kazdou podmnozinu I C {1,... k}.

Priklad 3. Hodime dvéma kostkami, A = ,soucet je 7%, B = ,na proni
kostce je liché cislo“, C' = ,na druhé kostce je liché c¢islo“. Jevy A, B a C
Jsou po dvou nezdvislé (viz minuly priklad; nezdvislost jevi B a C' je trividlng),
ale PPAN BN C| = 0. Jevy tedy nejsou nezavislé.

2 Nahodné veliciny
Néhodnd veli¢ina v prostoru (€2, F, P) je funkce X : 2 — R.

Priklad 4.
Soucet ¢isel padlijch na dvou kostkdch: X ((x1,22)) = x1 + xo.
Pocet vlasii ndhodného obéana CR: X (clovek) = pocet jeho vlasi.
Indikator jevu A:

1 jestlize x € A
um:{ ;

0 jestlizex & A

Rozdéleni ndhodné veli¢iny X je funkce z R do (0, 1) prifazujici kazdému
v € R hodnotu
PIX =v]=P{z€Q: X(z) =v}].

Distribuéni funkce ndhodné veliciny X je funkce z R do (0, 1) ptifazujici
kazdému v € R hodnotu

PIX <v]=P[{zeQ: X(z2) <uv}l.

vvvvvv

novat rozdéleni (P[X = v] muze byt 0 pro kazdou hodnotu v), ale distribu¢ni
funkce funguje beze zmény.



Pozorovani 2. _

lim, , o P[X <v| =0, lim, ,,, P[X <v]=1

Jestlize v1 < vg, pak P[X < wv] < P[X <ws] a Plvy <z <wy] =P[X <
’Uz] — P[X S ’Ul].

Piiklad 5. Hod falesnou minci s pravdepodobnosti rubu p, indikator .., md
rozélent
P[[rub = 1] :paP[Irub - 0] =1 —Pp

(alternativni rozdélend).
Cislo C' padlé na spravedlivé n-sténné kostce md rozdélent

P[C =i =1/n

(rovnomérné rozdélent).
Hodime n-krdt falesnou minci s pravdépodobnosti rubu p, pocet R padlyjch
rubu mad rozdélent

PR=k = <Z)pk(1 —p) "

(binomické rozdéleni Bi(n,p)).

Jezdite MHD, obcas vds ndhodné zkontroluje revizor; pro zjednoduseni
predpokladejme, Ze v kaZdém okamziku se stejnou pravdépodobnosti a nezdvisle
na predchozich kontrolach. Nahodnd proménna K = pocet kontrol v jednom
mésici md rozdéleni

/\k
etk

kde X\ je prumérny pocet kontrol revizorem za mésic (Poissonovo rozdéleni).

PIK = k] =

3 Stredni hodnota

StFedni hodnota veli¢iny X na prostoru (2, F, P) je

E[X] =) P[] X(2).

zeQ)

Stac¢i znat rozdéleni X:

E[X] =) P[X =0] v,

kde soucet je ptfes vSechny mozné hodnoty veliciny X.



Priklad 6. Stredni hodnota cisla C' padlého na n-sténné kostce:

1 1 nn+1 n+1
E[C]:Z—-k:g- <2 ) _ R

Stredni hodnota poctu rubi R v n hodech spravedlivou minci:
" 1 < (n 1 n
E[R] = L) —— = — .pon = 2
Rl=D> ow k=75 k(k) on 2 2
k=0 k=0
Pro indikdtor jevu A plati E[14] = P(A).

Lemma 3 (Linearita sttedni hodnoty). Pro veliciny X a 'Y a redlné ¢islo r
plati
E[X +Y] = EX]+ EY]

’ ElrX]=r-E[X].
Dikaz.
EX +Y] =) Pl (X(2) +Y(2))
= P[] X(2)+ Y _ Plz]-Y(2) = E[X] + E[Y]

O

Priklad 7. Pocet rubi R v n hodech spravedlivou minci. Jako A; pro i =
1,...,n oznacme jev “vi-tém hodu padl rub”; pak R =" Ia, a E[l4,] =
P(A;) =1/2, proto E[R] =n/2.

V' krabici mame cisla 1, 5, 10, 20. Tt z nich ndhodné vytdhneme; jakd
je stredni hodnota souctu prvniho a tretiho vytaZeného ¢isla? Pro kaZdé k €
{1,2,3} ma kazdé c¢islo md pravdépodobnost 1/4, Ze bude vytaZeno jako k-
té; stredni hodnota k-tého vytazeného cisla tedy je (1 + 54 10 4+ 20)/4 = 9.
Z linearity stredni hodnoty je tedy stredni hodnota souctu prvniho a tretiho
vytaZeného cisla rovna 18.



Pozor! Stfedni hodnota nemusi nutné moc vypovidat o “nejpravdépodobnéjsim”
pripadu.

Piiklad 8. Necht M je hodnota majetku ndhodné rodiny v USA v dolarech.
Pak (¢isla z roku 2017)

E[M] = 760 000,
ale
P[M < 760000] ~ 83%

P[M < 97300] ~ 50%.



