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Př́ıklad 1. Mějme ve tř́ıdě n náhodných lid́ı. Jaká je pravděpodobnost, že
dva z nich maj́ı stejné narozeniny? (Ignorujeme 29.2. a fakt, že v́ıc dět́ı se
rod́ı v létě.)

365n všech možných dat narozeńı, 365 ·365 · · · (366−n) navzájem r̊uzných
dat. Pravděpodobnost, že všechna nejsou navzájem r̊uzná, je

1− 365 · 365 · · · (366− n)

365n
.

Pro n = 23 přiblǐzně .507, pro n = 57 přiblǐzně 0.990.

Nematematická otázka: co je vlastně pravděpodobnost?

1 Pravděpodobnostńı prostory

Motivace: Jak interpretovat např.
”
zvolme náhodně bod z 〈0, 1〉2“?

• Pro každý konkrétńı bod je nulová pravděpodobnost, že se do něj
tref́ıme.

• Idea: Můžeme ale o každé podmnožině 〈0, 1〉2 ř́ıct, jaká je pravděpodobnost,
že do ńı vybraný bod patř́ı – P [〈0, 1〉2] = 1,

”
pravděpodobnost, že

druhá souřadnice je alespoň tak velká jako prvńı“ je P [{(x, y) : x, y ∈
〈0, 1〉, x ≤ y}] = 0.5, . . .

• Nefuguje, akceptujeme-li axiom výběru; pravděpodobnost můžeme přidělit
pouze

”
měřitelným“ podmnožinám.

Definice 1. Pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,F , P ), kde Ω je množina
elementárńıch jev̊u, F je σ-algebra na Ω, a P : F → 〈0, 1〉 je σ-aditivńı
funkce ťz. P [Ω] = 1.
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Ve výše diskutovaném př́ıpadě Ω = 〈0, 1〉2, F = měřitelné podmnožiny
〈0, 1〉2. Nemáme nástroje (teorie mı́ry) na to pracovat v takovéto obecnosti.
Budeme se proto zabývat pouze speciálńım př́ıpadem, že Ω je konečná; pak
neńı problém přǐradit pravděpodobnost každé podmnožině.

Definice 2. Konečný pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,F , P ), kde

• Ω je konečná množina elementárńıch jev̊u,

• F = 2Ω je množina jev̊u,

• P : F → 〈0, 1〉 přiřazuje pravděpodobnost každému jevu a splňuje

– Jsou-li A,B ∈ F disjunktńı, pak P [A ∪B] = P [A] + P [B].

– P [Ω] = 1.

Pro elementárńı jev x ∈ Ω pǐsme P [x] mı́sto P [{x}]. Pro A ∈ F je
doplňkový jev Ā definován jako Ω \ A.

Pozorováńı 1. Pro konečný pravděpodobnostńı prostor (Ω,F , P ) a jev A ∈
A plat́ı

• jestlǐze B ⊆ A, pak P [B] ≤ P [A],

• P [Ā] = 1− P [A],

• P [∅] = 0,

• P [A] =
∑

x∈A P [x] pro každé A ∈ F .

Jev A je nemožný, jestliže P [A] = 0, možný, jestliže P [A] > 0, jistý,
jestliže P [A] = 1.

Konečný pravděpodobnostńı prostor je uniformńı, jestliže P [x] = 1
|Ω| pro

každé x ∈ Ω; pak P [A] = |A|
|Ω| pro každý jev A ∈ F .

Př́ıklad 2 (Pravděpodobnostńı prostory).
Hod spravedlivou minćı: Ω = {rub, ĺıc}, P [rub] = P [ĺıc] = 1/2.
Hod falešnou minćı, pravděpodobnost p že padne rub: Ω = {rub, ĺıc},

P [rub] = p, P [ĺıc] = 1− p
Hod kostkou: Ω = {1, . . . , 6}, P [i] = 1/6.
Hod k kostkami: Ω = {1, . . . , 6}k, P [(i1, . . . , ik)] = 1/6k.
Výběr náhodné karty: Ω = karty, pro každou kartu k je P [k] = 1/52.
Náhodné zamı́cháńı baĺıčku karet: Ω = permutace karet, pro každou per-

mutaci π je P [π] = 1/52!.
Náhodný občan ČR: Ω = občané ČR, pro každého občana o je P [o] =

1/|Ω|.

2



Př́ıklad 3 (Jevy).
Hod́ıme dvěma kostkami, jev

”
věťśı z č́ısel je 3“ je

{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 1), (3, 2), (3, 3)},

jeho pravděpodobnost je 9/36 = 1/4.

Jev
”

náhodně vybraný občan ČR je muž“: M = množina všech občan̊u ČR, kteř́ı jsou muži,
P [M ] ≈ 0.492.

Jev
”

v náhodně zamı́chaném baĺıčku je na vrchu eso“: E =všechny per-
mutace, v nichž je na vrchu eso, P [E] = 4·51!

52!
= 1/13.

Hod́ıme 10-krát falešnou minćı (pravděpodobnost p že padne rub). Ω =
{rub, ĺıc}10, pro x ∈ Ω obsahuj́ıćı r(x) rub̊u a l(x) ĺıc̊u je P [x] = pr(x)(1 −
p)l(x). Jev

”
4-krát po sobě padne rub“: H =10-prvkové posloupnosti z {rub, ĺıc}

obsahuj́ıćı souvislou podposloupnost 4 rub̊u.

P [H] =
∑
x∈H

P [x] =
∑
x∈H

pr(x)(1− p)10−r(x)

= 7p4(1− p)6 + 36p5(1− p)5 + 75p6(1− p)4 + 80p7(1− p)3+

42p8(1− p)2 + 10p9(1− p) + p10.

Pro spravedlivou minci p = 0.5 máme P [H] ≈ 0.245, pro falešnou minci s
p = 0.55 máme P [H] ≈ 0.329.

2 Podmı́něná pravděpodobnost

Pozorováńı: Pravděpodobnost, že zároveň nastanou jevy A a B, je P [A∩B].
Provedli jsme nějakou náhodnou volbu a v́ıme, že o ńı plat́ı B. Jaká je

pravděpodobnost, že o ńı plat́ı i A?

Definice 3. Necht’ (Ω,F , P ) je pravděpodobnostńı prostor a A,B ∈ F jsou
jevy, kde B je možný. Pak pravděpodobnost A za podmı́nky B je

P [A|B] =
P [A ∩B]

P [B]
.

Př́ıklad 4. Hodili jsme kostkou a padlo nám č́ıslo menš́ı než 4. Jaká je
pravděpodobnost, že nám padlo sudé č́ıslo? A = {2, 4, 6}, B = {1, 2, 3}, P [A∩
B] = P [{2}] = 1/6, P [B] = 1/2,

P [A|B] =
1/6

1/2
= 1/3.
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Př́ıklad 5. V krabici jsou 3 karty, jedna má rub i ĺıc černý, druhá má rub i
ĺıc červený, třet́ı má černý rub a červený ĺıc. Vytáhnu náhodně kartu, zeshora
je červená. Jaká je pravděpodobnost, že je i zezdola červená?

Ω = {(k, s} : k ∈ {1, 2, 3}, s ∈ {rub, ĺıc}}: č́ıslo vytažené karty, je nahoře
rub nebo ĺıc? Uniformńı, P [(k, s)] = 1/6.

Vytažená karta je zeshora červená: B = {(2, rub), (2, ĺıc), (3, ĺıc)}, P [B] =
1/2.

Vytažená karta je zdola červená: A = {(2, rub), (2, ĺıc), (3, rub)}.
Vytažená karta je zeshora i zdola červená: A ∩ B = {(2, rub), (2, ĺıc)},

P [A ∩B] = 1/3.

P [A|B] =
P [A ∩B]

P [B]
=

1/3

1/2
= 2/3.

Lemma 2 (Bayes). Necht’ (Ω,F , P ) je pravděpodobnostńı prostor a A,B ∈ F
jsou možné jevy. Pak

P [A|B] =
P [B|A] · P [A]

P [B]
.

D̊ukaz. Z definice

P [A|B] · P [B] = P [A ∩B] = P [B|A] · P [A].

Lemma 3. Necht’ B1, . . . , Bk jsou disjunktńı možné jevy ťz. jev
⋃k

i=1Bi je
jistý. Pak pro libovolný jev A plat́ı

P [A] =
k∑

i=1

P [A|Bi] · P [Bi].

Speciálně, jestlǐze jev B neńı nemožný ani jistý, pak

P [A] = P [A|B] · P [B] + P [A|B̄] · P [B̄].

D̊ukaz. Z definice je P [A|Bi] · P [Bi] = P [A ∩ Bi]. Označme X =
⋃k

i=1Bi.
Jelikož jevy A ∩B1, . . . , A ∩Bk jsou disjunktńı, máme

P [A ∩X] = P
[ k⋃
i=1

(A ∩Bi)
]

=
k∑

i=1

P [A ∩Bi] =
k∑

i=1

P [A|Bi] · P [Bi].

Dále
P [A ∩ X̄] ≤ P [X̄] = 1− P [X] = 0,
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jelikož jev X je jistý. Proto

P [A] = P [(A∩X)∪ (A∩ X̄)] = P [A∩X] +P [A∩ X̄] =
k∑

i=1

P [A|Bi] ·P [Bi].

Př́ıklad 6. Mamograf (vyšetřeńı na rakovinu prsu) má false positive rate
(pravděpodobnost, že o zdravé ženě prohláśı, že má rakovinu) asi 10%. Ra-
kovinu prsu má cca 0.2% 40-letých žen. Jestlǐze náhodná 40-letá žena jde na
mamografii a výsledek je pozitivńı, jaká je pravděpodobnost, že přesto nemá
rakovinu prsu?

A = {40-leté ženy, nemaj́ıćı rakovinu prsu}; P [A] = 0.998.
B = {40-leté ženy, jimž by mamograf dal pozitivńı výsledek}.
False positive rate je P [B|A] = 0.1.
Dle Lemma 3 máme

P [B] = P [B|A] · P [A] + P [B|Ā] · P [Ā] ≤ P [B|A] · P [A] + P [Ā]

= P [B|A] · P [A] + 1− P [A] ≈ 0.102.

Pravděpodobnost, že 40-letá žena nemá rakovinu prsu, za podmı́nky, že
má pozitivńı mamografii, je dle Bayesova vzorce

P [A|B] =
P [B|A] · P [A]

P [B]
≥ 0.980.
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