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Priklad 1. Méjme ve tridé n ndahodnych lidi. Jakd je pravdépodobnost, Ze
dva z nich maji stejné narozeniny? (Ignorujeme 29.2. a fakt, Ze vic déti se
rodi v lété.)

365™ vsech moznych dat narozend, 365-365 - - - (366 —n) navzdjem riznijch
dat. Pravdépodobnost, Ze vSechna mejsou navzdjem riznd, je

1 365 - 365 -+ (366 — n)
365
Pro n = 23 priblizné 507, pro n = 57 priblizne 0.990.

Nematematicka otazka: co je vlastné pravdépodobnost?

1 Pravdépodobnostni prostory

Motivace: Jak interpretovat napi. ,zvolme ndhodné bod z (0,1)2“?

e Pro kazdy konkrétni bod je nulova pravdépodobnost, ze se do néj
trefime.

e Idea: Muzeme ale o kazdé podmnoziné (0, 1)? Fict, jak4 je pravdépodobnost,
7e do ni vybrany bod patii — P[(0,1)?] = 1, ,pravdépodobnost, Ze
druhd soutadnice je alespon tak velkd jako prvni“ je Pl{(z,y) : x,y €
(0,1),z <y} =0.5, ...

e Nefuguje, akceptujeme-li axiom vybéru; pravdépodobnost muzeme pridélit
pouze ,méfitelnym* podmnozinam.

Definice 1. Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, F, P), kde Q je mnoZina
elementarnich jevi, F je o-algebra na Q, a P : F — (0,1) je o-aditivni
funkce tz. P[Q] = 1.




Ve vyse diskutovaném pifpadé Q = (0,1)?, F = méfitelné podmnoziny
(0,1)2. Nemdme néastroje (teorie miry) na to pracovat v takovéto obecnosti.
Budeme se proto zabyvat pouze specidlnim piipadem, ze €2 je konecnd; pak
neni problém pritadit pravdépodobnost kazdé podmnozineé.

Definice 2. Konecny pravdépodobnostni prostor je trojice (0, F, P), kde

e () je koneénd mnozZina elementdrnich jevi,

o F =29 je mnozina jevi,

o P:F —(0,1) prirazuje pravdépodobnost kazdému jevu a splriuje

— Jsou-li A, B € F disjunktnt, pak P[AU B] = P[A] + P|B].
— P[Q] =1.

Pro elementdrni jev z € ) pisme Plr] misto P[{z}]. Pro A € F je
dopliikovy jev A definovan jako Q\ A.

Pozorovani 1. Pro konecény pravdépodobnostni prostor (2, F, P) a jev A €
A plati

e jestlize B C A, pak P[B] < P[A],

o P[A]=1- P[4,

e P[] =0,

o P[A] =3, Plz] pro kazdé A € F.

Jev A je nemozny, jestlize P[A] = 0, mozny, jestlize P[A] > 0, jisty,
jestlize P[A] = 1.
Koneény pravdépodobnostni prostor je uniformni, jestlize Plx] =

kazdé x € Q; pak P[A] = % pro kazdy jev A € F.
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Piiklad 2 (Pravdépodobnostni prostory).

Hod spravedlivou minci: Q = {rub, lic}, P[rub] = P|lic] = 1/2.

Hod falesnou minci, pravdépodobnost p Ze padne rub: Q = {rub,lic},
Plrub] = p, P[lic)=1—p

Hod kostkou: Q = {1,...,6}, P[i] =1/6.

Hod k kostkami: Q = {1,...,6}*, P|[(iy,...,ix)] = 1/6".

Vigbér ndahodné karty: Q = karty, pro kazdou kartu k je Plk] = 1/52.

Ndhodné zamichdni balicku karet: ) = permutace karet, pro kazZdou per-
mutaci m je P[r] = 1/52!.

Ndhodny obéan CR: Q = obéané CR, pro kaidého obéana o je Plo] =




Priklad 3 (Jevy).
Hodime dvéma kostkami, jev ,,vétsi z cisel je 3° je

{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)},

jeho pravdépodobnost je 9/36 = 1/4.

Jev ,ndhodné vybrany obéan CR je muz“: M = mnozina viech obéani CR, kterd jsou muZi,
P[M] =~ 0.492.

Jev v ndhodné zamichaném balicku je na vrchu eso“: E =vsechny per-
mutace, v nichz je na vrchu eso, P[E] = % =1/13.

Hodime 10-krdt falesnou minci (pravdépodobnost p Ze padne rub). Q =
{rub, lic}'°, pro x € Q obsahujici v(z) rubi a l(x) licii je Plx] = p"@ (1 —
p)' @) Jev ,4-krdt po sobé padne rub“: H =10-prvkové posloupnosti z {rub, lic}
obsahugici souvislou podposloupnost 4 rubii.

P[H] = Z P[g;] — Zpr(a:)(l i p)IO—'I‘(ac)

xeH rxeH
=7p*(1 — p)® +36p°(1 — p)° + 75p°(1 — p)* + 80p" (1 — p)*+
42p%(1 — p)> + 10p° (1 — p) + p'°.

Pro spravedlivou minci p = 0.5 mdme P[H| ~ 0.245, pro falesnou minci s
p = 0.55 mdme P[H] ~ 0.329.

2 Podminéna pravdépodobnost

Pozorovani: Pravdépodobnost, ze zaroven nastanou jevy A a B, je P[AN B.
Provedli jsme néjakou ndhodnou volbu a vime, ze o ni plati B. Jaka je
pravdépodobnost, ze o ni plati i A?

Definice 3. Necht (2, F, P) je pravdépodobnostni prostor a A, B € F jsou
jevy, kde B je mozny. Pak pravdépodobnost A za podminky B je

P[AN B
P[B]

P[A|B] = :
Priklad 4. Hodili jsme kostkou a padlo nam c¢islo mensi nez 4. Jakd je
pravdépodobnost, Ze ndm padlo sudé ¢islo? A = {2,4,6}, B = {1,2,3}, P[AN
Bl = P[{2}] = 1/6, P[B] = 1/2,

1/6

P[A|B] = m =1/3.



Priklad 5. V krabici jsou 3 karty, jedna mad rub i lic ¢erny, druhd md rub i
lic cerveny, treti md cerny rub a cerveny lic. Vytahnu nahodné kartu, zeshora
je cervend. Jakd je pravdépodobnost, Ze je i zezdola cervend?

Q={(k,s}: ke{1,2,3},s € {rub,lic}}: ¢islo vytazené karty, je nahore
rub nebo lic? Uniformni, P[(k,s)|] = 1/6.

VytaZend karta je zeshora cervend: B = {(2, rub), (2, lic), (3, lic)}, P|B] =
1/2.

Vytazend karta je zdola cervend: A = {(2, rub), (2, lic), (3, rub)}.

VytaZend karta je zeshora i zdola cervend: AN B = {(2,rub), (2, lic)},
P[AN B] =1/3.

P[ANB] 1/3
P[A|B] = ——— = — = 2/3.

Lemma 2 (Bayes). Necht (Q, F, P) je pravdépodobnostni prostor a A, B € F
jsou mozné jevy. Pak

PA|B] =

Diukaz. 7 definice

P[A|B] - P|B] = P[AN B] = P[B|A] - P|A].

]
Lemma 3. Necht By, ..., By jsou disjunktni moziné jevy tz. jev Ule B; je
gisty. Pak pro libovolny jev A plati
k
P[A] =) P[A|B] PIBi].
i=1

Specidlné, jestlize jev B neni nemozny ani jisty, pak
P[A] = P[A|B] - P|B] + P|A|B] - P|B).

Diikaz. 7 definice je P[A|B;]- P[B;] = P[AN B;]. Oznacme X = |Ji_, B;.

Jelikoz jevy AN By, ..., AN By jsou disjunktni, mame
k k k
P[ANX]=P [U(A N Bi)] =Y PlAnB) =Y PlAB) P[B).
1=1 =1 =1
Dale



jelikoz jev X je jisty. Proto

Hm:JWAHXMMAHXH:PMHXT+HAOX}:§:HM&LPBJ

i=1
O]

Piiklad 6. Mamograf (vysetreni na rakovinu prsu) md false positive rate
(pravdépodobnost, Ze o zdravé Zené prohldsi, Ze ma rakovinu) asi 10%. Ra-
kovinu prsu md cca 0.2% 40-letyjch Zen. Jestlize ndhodnd 40-letd Zena jde na
mamografii a vysledek je pozitivni, jakd je pravdépodobnost, Ze presto nemd
rakovinu prsu?

A = {40-leté zeny, nemagici rakovinu prsu}; P[A] = 0.998.

B = {40-leté zeny, jimz by mamograf dal pozitivni vijsledek}.

False positive rate je P|B|A] = 0.1.

Dle Lemma 3 mame

P[B] = P|B|A] - P[A] + P[B|A] - P[A] < P[B|A] - P[A] + P|A]
= P[B|A] - P[A] + 1 — P[A] ~ 0.102.

Pravdépodobnost, Ze 40-leta Zena nemd rakovinu prsu, za podminky, Ze
ma pozitivni mamografii, je dle Bayesova vzorce

PB|A]- PlA]

PAIB) = == 5

> 0.980.



