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1 Binomicka véta
Véta 1 (Binomicka véta). Pro prirozené cislon > 1 a x,y € R plati
n __ - n k n—k
(x+y) —Z (k)x y
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Proni dikaz. Koeficient u zFy"=*
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(z+y) - (r+y)--(v+y)

n-krat

je roven poc¢tu moznosti, jak z n ¢lenu vybrat k téch, z nichz pouzijeme v

roznasobeni z. Pocet téchto moznosti je (Z) O



Druhg dikaz. Indukei dle n. Pro n = 1 tvrzen{ plati, necht n > 2. Pak
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Analogicky, kdyz ki + ... + k, = n:
n B n!
ki,....ky)  kilkol. . K,

e pocet rozkladu n-prvkové mnoziny na césti velikosti k1, ..., k,

je

e pocet tetézcu délky n, v nichz se i-té pismeno vyskytuje k;-krat (pro
i=1,...,p).



Véta 2 (Multinomickd véta). Pro prirozené ¢islon > 1 a xy,...,x2, € R

plati
n
($1+x2+...+xp)": Z (k, k)xllclx];p
P 15+, Rp

2 Princip inkluze a exkluze
Pro dvé mnoziny A a B:
|AUB| = |A| +|B| - |[AN B|
Priklad 1. Kolik je c¢isel mezi 1 a 100 délitenyich 2 nebo 37
A={n:1<n<100,2|n}, B={n:1<n<100,3|n}
ANB={n:1<n<100,6n}

|AUB| = |A|+|B|—|ANB| = [100/2|+|100/3|—|100/6| = 50+33—24 = 59.

Obecné:
Véta 3. Necht Ay, ..., Ay jsou konecné mnoZiny. Pak
k
Ual= ¥ comnay)
i=1 IC{1,...,k},T£0 i€l

Dukaz. Uvazme libovolny prvek x € Ule A;. Nechf J je mnozina indext j
tz. x € Aj; mame J # (. Pak x € (,.; A; pravé kdyz I C J. Proto z je na
pravé strané zapocitano
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krat. O

Piiklad 2. Fulerova funkce ¢(n) je pocet cisel mezi 1 a n, kterd jsou ne-
soudeélnd s n.

Necht p1, pa, ..., pr jsou vsechna prvoéisla, kterd deli n; poloime A; =
{t : 1 <t < n,plt}. Pak ¢islo x je soudélné s n, pravé kdyz je délitelné




alespon jednim z py, ..., pg, . pokud x € Ule A;. Ddle

ﬂAi ={t:1<t<mn,t je délitelné p; proi e I}
el
={t:1<t<n,tje delitelné | | pi}
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Dusledek 4. Necht Ay, ..., Ay jsou koneéné mnoziny. Jestlize

s

i€l

= f(10)

pro kazdou neprdazdnou I C {1,... k}, pak

\UA - Q(—l)t“ (})70

Piiklad 3. Kolik je funkci z m-prvkové mnoziny X do {1,..., k}-prokové
mnoziny, které jsou na (neboli pocet rozdéleni m rozlisitelngjch micku do k
rozlisitelngch krabic tak, aby Zddnd nebyla prdzdnd)?

A; oznacéme pocet funkcei z X do {1,... k} tZ. Zddny prvek se nezobrazi na

i. Pak ‘miel Ai‘ je pocet funkcei z X do{1,...,k} tZ. Zdadny prvek se nezobrazi
do 1, tedy pocet funkci z X do {1,...,k} \ I, tedy (k — |I])™.
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Pocet funkci, které nejsou na, je

‘QAZ- - g(—l)”l <’;) (k — )™,

Pocet funkci, které jsou na, je

=30 (o= e (B

t=1 t=0

Priklad 4. Pocet permutaci na k-prvkové mnoziné X = pocet funkci z X
do X, které jsou na, je
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Vzhledem k tomu, Ze tento pocet je také k!, dostdavame
k
k—t)k

> (1) i~
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Piiklad 5. Satndika vybere klobouky od m lidi. Kolika zpiisoby jim je maize
vrdtit tak, aby nikdo nemél vlastni klobouk? Ekvivalentné, kolik existuje per-
mutaci m ¢isel {1,...,m} tZ. (i) # i proi=1,...,m (nemaji pevny bod)?

A; oznacme mnoZinu permutaci T takovych, Ze w(i) = i. Pak Pak |[;c; As

je pocet permutact takovijch, Ze w(i) = i pro kazdé i € I. Ostatni pozice lze
prohdzet libovolné, je jich tedy (m —1i)!.
Pocet permutaci, které maji pevny bod, je

Ul =3 ()

Pocet permutact, které nemagi pevny bod, je

m! — i(—mtﬂ (T) (m—1)! = i(—nt@) (m — )!
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presné 100e! ~ 37% permutaci nemd pevny bod.

Pozndmka: |e7' — ST (1)t

t!

< 0.005 pro m > 5; proto skoro



