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1 Binomická věta

Věta 1 (Binomická věta). Pro přirozené č́ıslo n ≥ 1 a x, y ∈ R plat́ı

(x+ y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

Prvńı d̊ukaz. Koeficient u xkyn−k

(x+ y) · (x+ y) · · · (x+ y)︸ ︷︷ ︸
n-krát

je roven počtu možnost́ı, jak z n člen̊u vybrat k těch, z nichž použijeme v
roznásobeńı x. Počet těchto možnost́ı je

(
n
k

)
.
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Druhý d̊ukaz. Indukćı dle n. Pro n = 1 tvrzeńı plat́ı, necht’ n ≥ 2. Pak

(x+ y)n = (x+ y) · (x+ y)n−1

= (x+ y)
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−1−k

=
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk+1yn−1−k +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=
n∑

k=1

(
n− 1

k − 1

)
xkyn−k +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=

(
n− 1

0

)
yn +

(
n− 1

n− 1

)
xn +

n−1∑
k=1

((
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

))
xkyn−k

=

(
n

0

)
yn +

(
n

n

)
xn +

n−1∑
k=1

(
n

k

)
xkyn−k

=
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

Důsledky:

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)

0 = (1− 1)n =
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
,

a tedy ∑
k sudé

(
n

k

)
=
∑
k liché

(
n

k

)
Analogicky, když k1 + . . .+ kp = n:(

n

k1, . . . , kp

)
=

n!

k1!k2! . . . kp!

je

• počet rozklad̊u n-prvkové množiny na části velikost́ı k1, . . . , kp

• počet řetězc̊u délky n, v nichž se i-té ṕısmeno vyskytuje ki-krát (pro
i = 1, . . . , p).
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Věta 2 (Multinomická věta). Pro přirozené č́ıslo n ≥ 1 a x1, . . . , xp ∈ R
plat́ı

(x1 + x2 + . . .+ xp)
n =

∑
k1+...+kp=n

(
n

k1, . . . , kp

)
xk11 · · ·xkpp

2 Princip inkluze a exkluze

Pro dvě množiny A a B:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|

Př́ıklad 1. Kolik je č́ısel mezi 1 a 100 dělitených 2 nebo 3?
A = {n : 1 ≤ n ≤ 100, 2|n}, B = {n : 1 ≤ n ≤ 100, 3|n}
A ∩B = {n : 1 ≤ n ≤ 100, 6|n}

|A∪B| = |A|+|B|−|A∩B| = b100/2c+b100/3c−b100/6c = 50+33−24 = 59.

Obecně:

Věta 3. Necht’ A1, . . . , Ak jsou konečné množiny. Pak

∣∣∣ k⋃
i=1

Ai

∣∣∣ =
∑

I⊆{1,...,k},I 6=∅

(−1)|I|+1
∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣.
D̊ukaz. Uvažme libovolný prvek x ∈

⋃k
i=1Ai. Necht’ J je množina index̊u j

tž. x ∈ Aj; máme J 6= ∅. Pak x ∈
⋂

i∈I Ai právě když I ⊆ J . Proto x je na
pravé straně započ́ıtáno

∑
I⊆J,I 6=∅

(−1)|I|+1 =

|J |∑
t=1

(−1)t+1

(
|J |
t

)

= 1−
|J |∑
t=0

(−1)t
(
|J |
t

)
= 1− (1− 1)|J | = 1

krát.

Př́ıklad 2. Eulerova funkce ϕ(n) je počet č́ısel mezi 1 a n, která jsou ne-
soudělná s n.

Necht’ p1, p2, . . . , pk jsou všechna prvoč́ısla, která děĺı n; položme Ai =
{t : 1 ≤ t ≤ n, pi|t}. Pak č́ıslo x je soudělné s n, právě když je dělitelné
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alespoň jedńım z p1, . . . , pk, tj. pokud x ∈
⋃k

i=1 Ai. Dále⋂
i∈I

Ai = {t : 1 ≤ t ≤ n, t je dělitelné pi pro i ∈ I}

= {t : 1 ≤ t ≤ n, t je dělitelné
∏
i∈I

pi}

A tedy ∣∣∣ k⋃
i=1

Ai

∣∣∣ =
∑

I⊆{1,...,k},I 6=∅

(−1)|I|+1
∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣
=

∑
I⊆{1,...,k},I 6=∅

(−1)|I|+1 n∏
i∈I pi

Dostáváme

ϕ(n) = n−
∣∣∣ k⋃
i=1

Ai

∣∣∣
= n−

∑
I⊆{1,...,k},I 6=∅

(−1)|I|+1 n∏
i∈I pi

=
∑

I⊆{1,...,k}

(−1)|I|
n∏
i∈I pi

= n ·
k∏

i=1

(
1− 1

pi

)
.

Důsledek 4. Necht’ A1, . . . , Ak jsou konečné množiny. Jestlǐze∣∣∣⋂
i∈I

Ai

∣∣∣ = f(|I|)

pro každou neprázdnou I ⊆ {1, . . . , k}, pak∣∣∣ k⋃
i=1

Ai

∣∣∣ =
k⋃

t=1

(−1)t+1

(
k

t

)
f(t).

Př́ıklad 3. Kolik je funkćı z m-prvkové množiny X do {1, . . . , k}-prvkové
množiny, které jsou na (neboli počet rozděleńı m rozlǐsitelných mı́čk̊u do k
rozlǐsitelných krabic tak, aby žádná nebyla prázdná)?

Ai označme počet funkćı z X do {1, . . . , k} ťz. žádný prvek se nezobraźı na

i. Pak
∣∣∣⋂i∈I Ai

∣∣∣ je počet funkćı z X do {1, . . . , k} ťz. žádný prvek se nezobraźı

do I, tedy počet funkćı z X do {1, . . . , k} \ I, tedy (k − |I|)m.
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Počet funkćı, které nejsou na, je∣∣∣ k⋃
i=1

Ai

∣∣∣ =
k∑

t=1

(−1)t+1

(
k

t

)
(k − t)m.

Počet funkćı, které jsou na, je

km −
k∑

t=1

(−1)t+1

(
k

t

)
(k − t)m =

k∑
t=0

(−1)t
(
k

t

)
(k − t)m.

Př́ıklad 4. Počet permutaćı na k-prvkové množině X = počet funkćı z X
do X, které jsou na, je

k∑
t=0

(−1)t
(
k

t

)
(k − t)k = k!

k∑
t=0

(−1)t
(k − t)k

t!(k − t)!
.

Vzhledem k tomu, že tento počet je také k!, dostáváme

k∑
t=0

(−1)t
(k − t)k

t!(k − t)!
= 1.

Př́ıklad 5. Šatnářka vybere klobouky od m lid́ı. Kolika zp̊usoby jim je m̊uže
vrátit tak, aby nikdo neměl vlastńı klobouk? Ekvivalentně, kolik existuje per-
mutaćı π č́ısel {1, . . . ,m} ťz. π(i) 6= i pro i = 1, . . . ,m (nemaj́ı pevný bod)?

Ai označme množinu permutaćı π takových, že π(i) = i. Pak Pak
∣∣∣⋂i∈I Ai

∣∣∣
je počet permutaćı takových, že π(i) = i pro každé i ∈ I. Ostatńı pozice lze
proházet libovolně, je jich tedy (m− i)!.

Počet permutaćı, které maj́ı pevný bod, je∣∣∣ k⋃
i=1

Ai

∣∣∣ =
m∑
t=1

(−1)t+1

(
m

t

)
(m− t)!.

Počet permutaćı, které nemaj́ı pevný bod, je

m!−
m∑
t=1

(−1)t+1

(
m

t

)
(m− t)! =

m∑
t=0

(−1)t
(
m

t

)
(m− t)!

=
m∑
t=0

(−1)t
m!

t!

= m!
m∑
t=0

(−1)t
1

t!
.

Poznámka:
∣∣∣e−1 −

∑m
t=0(−1)t 1

t!

∣∣∣ ≤ e
(m+1)!

≤ 0.005 pro m ≥ 5; proto skoro

přesně 100e−1 ≈ 37% permutaćı nemá pevný bod.
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