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1 Funkce

Relace f ⊆ X × Y je funkce, jestliže pro každé x ∈ X existuje právě jedno
y ∈ Y tž. (x, y) ∈ f . Existuje-li, ṕı̌seme f(x) = y. Množina X je definičńı
obor f , množina Y je obor hodnot. Značeńı f : X → Y .

Př́ıklad 1.
p : {1, 2, 3, 4, 5} → {0, 1}, p = {(1, 0), (2, 1), (3, 1), (4, 0), (5, 1)}.
g : R→ R, g(x) = x2; tj. relace {(x, x2) : x ∈ R}.
h : N→ R, g(x) = 1/x; tj. relace {(x, 1/x) : x ∈ N}.
r : R+ → R+, r(x) = 1/x; tj. relace {(x, 1/x) : x ∈ R+}.

• f je na (surjektivńı), jestliže pro každé y ∈ Y existuje (alespoň jedno)
x ∈ X tž. f(x) = y.

• f je prostá (injektivńı), jestliže pro každá x1, x2 ∈ X tž. x1 6= x2 plat́ı
f(x1) 6= f(x2), tj. pro každé y ∈ Y existuje nejvýše jedno x ∈ X tž.
f(x) = y.

• f je vzájemně jednoznačné (bijektivńı), jestiže je zároveň surjektivńı a
injektivńı, tj. pro každé y ∈ Y existuje právě jedno x ∈ X tž. f(x) = y.

Př́ıklad 2. Pro konečnou množinu X je funkce f : X → X prostá právě
tehdy, když je na. Pro nekonečné X neplat́ı.

Pro f : X → Y je f−1 funkce právě když f je bijektivńı; v tom př́ıpadě
f−1 : Y → X je také bijektivńı.

Pro f : X → Z a g : Z → Y je f ◦g : X → Z funkce, splňuje (f ◦g)(x) =
g(f(x)).
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2 Kombinatorické poč́ıtáńı

Př́ıklad 3. Kolik je řetězc̊u délky n z ṕısmen A, B a C, které nekonč́ı na A a
ṕısmeno A se v nich nevyskytuje dvakrát po sobě?

• hrubou silou:

– S(1) = 2: B, C

– S(2) = 6: AB, AC, BB, BC, CB, CC

– S(3) = 16: všechny až na AAB, AAC, XYA pro X, Y ∈ {A, B, C}
– . . .

• rekurzivńım vzorcem: S(1) = 2, S(2) = 6 a

S(n) = 2S(n− 1) + 2S(n− 2)

pro n ≥ 3.

• přesným vzorcem:

S(n) =
3 +
√

3

6
· (1 +

√
3)n +

3−
√

3

6
· (1−

√
3)n

• přiblǐzným odhadem:

S(n) ≈ 3 +
√

3

6
· (1 +

√
3)n

2.1 Základńı vztahy

Počet dvojic (a, b), kde a ∈ A a b ∈ B, je |A||B|.
Počet k-tic (a1, . . . , ak), kde ai ∈ Ai, je

∏k
i=1 |Ai|.

Pro n-prvkovou množinu A:

• počet k-tic prvk̊u z A

• počet prvk̊u kartézského součinu A× . . .× A︸ ︷︷ ︸
k-krát

= Ak

• počet řetězc̊u délky k z ṕısmen v A

• počet zp̊usob̊u, jak z A vybrat k prvk̊u s povoleným opakováńım

• počet funkćı z {1, . . . , k} do A
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je mk.
n-prvková množina má 2n podmnožin
Pro n-prvkovou množinu A:

• počet uspořádáńı prvk̊u A

• počet bijekćı z {1, . . . , n} do A

• počet bijekćı z A do A

je n(n− 1) · · · 1 = n!.
Poznámka:

n! ≈
√

2πn
(n
e

)n
Permutace na konečné množině A je bijekce z A do A.
Pro n-prvkovou množinu A:

• počet k-tic navzájem r̊uzných prvk̊u z A

• počet řetězc̊u délky k z navzájem r̊uzných ṕısmen v A

• počet zp̊usob̊u, jak z A vybrat k prvk̊u bez opakováńı

• počet prostých funkćı z {1, . . . , k} do A

je n(n− 1) · · · (n− k + 1) = n!
(n−k)!

.

Binomický koeficient
(
n
k

)
je počet k-prvkových podmnožin n-prvkové množiny.

Lemma 1. (
n

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
=

n!

k!(n− k)!
.

D̊ukaz. Z n-prvkové množiny lze vybrat k prvk̊u bez opakováńı tak, že nej-
prve vybereme k-prvkovou podmnožinu a tu uspořádáme, tedy

(
n
k

)
·k! zp̊usoby.

Jak jsme dř́ıve nahlédli, tento počet je roven n(n− 1) · · · (n− k + 1).

Základńı vzahy:
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
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(
n

k

)
=
n

k

(
n− 1

k − 1

)
(
n

k

)
≤ nk

k!

Poznámka: (n
k

)k
≤
(
n

k

)
≤
(ne
k

)k
2.2 Rozdělováńı mı́čk̊u do krabic

Máme m mı́čk̊u oč́ıslovaných od 1 do m a k krabic oč́ıslovaných od 1 do k.
Počet zp̊usob̊u, jak rozdělit mı́čky do krabic

• libovolně: km (počet funkćı)

• do každé krabice nejvýše jeden: k!/(k −m)! (počet prostých funkćı)

• do každé krabice alespoň jeden: př́ı̌stě (počet funkćı, které jsou na)

Máme m identických mı́čk̊u a k krabic oč́ıslovaných od 1 do k. Počet
zp̊usob̊u, jak rozdělit mı́čky do krabic

• libovolně:
(
m+k−1
k−1

)
(na m+ k − 1 pozićıch máme k − 1 stěn krabic)

• do každé krabice nejvýše jeden:
(
k
m

)
(vybereme obsazené krabice)

• do každé krabice alespoň jeden:
(
m−1
k−1

)
(rozděĺıme m−k mı́čk̊u libovolně

a pak do každé krabice jeden přidáme)

Cvičeńı (některé podpř́ıpady jsou těžké): co když jsou i krabice nerozlǐsitelné?
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