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Definice 1. Bindrni relace R mezi mnozinami X a'Y je podmnozina X xXY.
Bindrni relace R na mnoziné X je podmnozina X x X.
Misto (x,y) € R piSeme xRy.

Relace s vys§i aritou (mnoziny k-tic); nebudeme se jimi ted zabyvat.

Priklad 1.
{(17a)7 (]-a b)a (2,&), (27b)a (270)} je relace mezi {17 273} a {a7b’ C}'

Rovnost na libovolné mnoziné M :
{(z,z) :x € M}.
Deélitelnost v prirozenych cislech:
{(z,y) 17,y e N,z|y}.
Soudélnost v prirozenych c¢islech:
{(z,y) : z,y € N,nsd(z,y) > 1}.

Prdzdnd relace 0, univerzdlnd relace X XY .
Rovnobéznost v roviné:

{(z,y) : z, y primky v roviné, z || y}

Reprezentace vyctem hodnot, grafem, sipkovym diagramem, matici.
Vlastnosti relace R na mnoziné X:

e reflexivni: x Rx pro kazdé x € X.

e symetrickd: pro kazdé z,y € X, xRy & yRz.



e slabé antisymetricka: pro kazdé x,y € X, jestlize t RyAyRx, pak x = y.

e antisymetricka: pro zadné z,y € X neplati zaroven xRy a yRx.

e tranzitivni: pro kazdé x,y, z € X, jestlize xRy a yRz, pak zRz.
Definice 2. Relace na R mnoziné X je

o ckuivalence, jestlize R je reflexivni, symetrickd a tranzitioni,

e castecné uspordddni, jestlize R je reflexivni, slabé antisymetrickd a
tranzitivnt,

® 0stré cdstecné usporadani, jestlize R je antisymetrickd a tranzitiond.

Operace na relacich:

e Inverze: pro relaci R mezi X aY je R™' = {(y,z) : (z,y) € R} relace
mezi Y a X; xR~y pravé kdyz yRx.

e Skladani: pro relaci Ry mezi X a Z arelaci Ro mezi Z aY je RioRy =
{(z,y) : (32) (x,2) € Ri N (2,y) € Ry} relace mezi X a Y.

Priklad 2.
Relace R je tranzitivni, prdve kdyZ Ro R C R.
V obecnosti Ry o Ry # Ry o R;.
Ro R je symetrickd.

1 Ekvivalence

Necht R je ekvivalence na mnoziné X. T#{da ekvivalence prvku a € X je
la|rg = {2z :x € X,aRz}.

Véta 1. Necht R je ekvivalence na mnoziné X .
(a) Pro kazdé a € X plati a € [a]g.
(b) Jestlize a,b € X a aRb, pak [a]gr = [b]r-
(c) Jestlize a,b € X a —aRb, pak [a]r N [b]r = 0.

Diikaz. (a) plati diky reflexivite.

Necht plati aRb. Jestlize ¢ € [b]g, pak bRc, coz z tranzitivity implikuje
aRe, a tedy ¢ € [a]g. Proto méme [b|r C [a]g. Ze symetrie plati bRa a stejny
argument implikuje [a|g C [b]g. Tedy [a|g = [b]r, a (b) plati.

Pro (c¢) ukédzeme ekvivalentni obménu: Jestlize [a|g N [b]r # 0, pak aRb.
Skutecné, kdyz ¢ € [a]g N [b]g, pak aRc a bRc a ze symetrie a tranzitivity
dostavame aRb. O



Rozklad na tiidy ekvivalence P(R) = {[z]r : v € X }.

Priklad 3. Necht ~ je relace na N t3. x ~ y prdvé kdyz 3|r — y. Pak
B~ = [6]~ = [9]~ = ... jsou ¢isla délitelnd 3, (1]~ = [4]~ = ... jsou
¢isla davagici zbytek 1 po déleni 3, a [2]~ = [5]~ = ... jsou ¢isla ddvagici
zbytek 2 po délent 3. Kazdé cislo davd zbytek 0, 1, nebo 2 po deéleni 3, a tedy
P(~) = {1~ [2]~, 3]~}

Necht P je relace na atomech, v Py prdvé kdyz x a y maji stejné protonii.
Tridy ekvivalence: chemické pruky.

Tiidy ekvivalence jednoznacéné urcuji ekvivalenci. Necht Q je rozklad
mnoziny X (tj. prvky Q jsou neprazdné navzajem disjunktni podmnoziny
XaX= UQeQ Q. Definujme relaci ~g na X tz. x ~g y pravé kdyz existuje
QeQtz x,yeq.

Lemma 2. Pro kazdy rozklad Q@ mnoziny X je ~g ekvivalence a tridy této
ekvivalence jsou prave proky Q. Naopak, je-li R ekvivalence na X, pak R =~pg).

Diikaz. Reflexivita a symetrie ~¢g je ziejma. Jestlize x ~o y a y ~g 2, pak
r,y € Q1 ay,z € Qe pro néjaké @1, Qs € Q. Jelikoz prvky Q jsou navzijem
disjunktni a y € Q1 N Q2, mame Q1 = Qo. Proto z,z € Q1 a x ~g z. Proto
~g je 1 tranzitivni, a tedy ~g je ekvivalence. Pro kazdé x € X je tiida
ekvivalence [x]., rovnd prvku @ € Q tz. x € Q.

Necht R je ekvivalence na X. Jestlize xRy pak [z|g = [y|r, a tedy =,y €
[@|r a x ~pry y. Jestlize x ~pr) y, pak z,y € @ pro néjaké Q € P(R),
feknéme @) = [z|g. Pak xRz a yRz, a ze symetrie a tranzitivity xRy. Proto
R ="~P(R)- ]

2 C(Castecna usporadani

Pozorovani 3. Necht X je mnozina a E = {(z,z) : * € X} je relace
rovnosti na X . Je-li < édstecné usporaddani na X, pak < \ E je ostré ¢dstecné
uspordaddni na X. Je-li < ostré cdstecné uspordaddni na X, pak < UE je
castecné uspordadani na X.

Reprezentace Hasseho diagramem: Sipky vedou nahoru, bez tranzitivnich
a reflexivnich Sipek.

Pro ¢ésteéné uspordddni < na X a o € X definujme |< 2 = {y : y €
X,y < x}.

Véta 4. Necht =< je cdsteéné uspordddni na mnoziné X a x,y € X. Pak
x =y pravé kdyz | < x Cl< y. Navic, jestlize x # vy, pak | < x #|< y.



Diikaz. Jestlize x < y a z €l< x, pak z < x a z tranzitivity z < y, a tedy

z €< y; proto z Cl< y.
Z reflexivity mame x €< z. Jestlize | < z Cl< vy, pak z €< y, a tedy

z X .
Jestlize x # y, pak ze slabé antisymetrie plyne © £ y nebo y A z; BUNO
predpoklddejme = A y. Pak = €] < v, a proto | < = #|l< v. m

Prvky x a y jsou neporovnatelné v ¢aste¢ném usporadani <, jestlize x A y
a y A x. Antifetézec je mnozina navzajem neporovnatelnych prvku.

Priklad 4. Relace ,x deliy*“ je uspordddani na prirozenych cislech. Dvé ¢isla
jsou meporovnatelnd, jestlize ani jedno z nich nedéli to druhé.

Céstecné usporadani je linedrni, jestlize kazdé dva prvky jsou porovna-
telné. Retézec je mnozina navzajem porovnatelnych prvki; tedy < na fetézci
je linedrni uspotradéni.

Prvek x € X je v usporadani < na X

e nejmensi, jestlize x < y pro kazdé y € X,

e minimdlni, jestlize neexistuje prvek y € X \ {z} tz. y < .

Obdobné nejvétsi a maximalni.

Piiklad 5. Md-li ¢dstecné usporaddni nejmensi prvek, pak je (ze slabé anti-
symetrie) jednoznacny a je to také jediny minimdini proek.

Navzdjem ruzné minimalni proky jsou neporovnatelné.

Usporadani delitenosti na N ma nejmensi prvek 1.

Usporaddani délitenosti na N\ {1} nemd nejmensi prvek, minimdlni proky
jsou prvocisla.

Usporddani celych cisel dle velikosti nemd Zadny minimdlni prvek.

Lemma 5. Je-li =X casteéné usporadani na neprdzdné koneéné mnozine X,
pak = md alespon jeden minimdlni prvek.

Diikaz. Indukei dle | X|. Jestlize X = {z}, pak = je minimalni prvek. Muzeme
tedy predpoklddat |X| > 2. Necht z je libovolny prvek X. Uvazujme < na
mnoziné X \ {z}. Z indukéniho predpokladu mé toto ¢astecné usporadéani
minimélni prvek m. Jestlize x A m, pak m je minimalni i na X. Jestlize
r <X m, pak z je minimélni prvek na X; jinak by musel existovat prvek
z € X\ {z} tz. z < x, z tranzitivity bychom méli z < m a z minimality m na
X \{z} by plynulo z = m, a tedy m < z ve sporu se slabou antisymetrii. [



