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Zdeněk Dvořák
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Definice 1. Binárńı relace R mezi množinami X a Y je podmnožina X×Y .
Binárńı relace R na množině X je podmnožina X ×X.
Mı́sto (x, y) ∈ R ṕı̌seme xRy.

Relace s vyšš́ı aritou (množiny k-tic); nebudeme se jimi ted’ zabývat.

Př́ıklad 1.
{(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (2, c)} je relace mezi {1, 2, 3} a {a, b, c}.
Rovnost na libovolné množině M :

{(x, x) : x ∈M}.

Dělitelnost v přirozených č́ıslech:

{(x, y) : x, y ∈ N, x|y}.

Soudělnost v přirozených č́ıslech:

{(x, y) : x, y ∈ N, nsd(x, y) > 1}.

Prázdná relace ∅, univerzálńı relace X × Y .
Rovnoběžnost v rovině:

{(x, y) : x, y př́ımky v rovině, x ‖ y}

.

Reprezentace výčtem hodnot, grafem, šipkovým diagramem, matićı.
Vlastnosti relace R na množině X:

• reflexivńı: xRx pro každé x ∈ X.

• symetrická: pro každé x, y ∈ X, xRy ⇔ yRx.
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• slabě antisymetrická: pro každé x, y ∈ X, jestliže xRy∧yRx, pak x = y.

• antisymetrická: pro žádné x, y ∈ X neplat́ı zároveň xRy a yRx.

• tranzitivńı: pro každé x, y, z ∈ X, jestliže xRy a yRz, pak xRz.

Definice 2. Relace na R množině X je

• ekvivalence, jestlǐze R je reflexivńı, symetrická a tranzitivńı,

• částečné uspořádáńı, jestlǐze R je reflexivńı, slabě antisymetrická a
tranzitivńı,

• ostré částečné uspořádáńı, jestlǐze R je antisymetrická a tranzitivńı.

Operace na relaćıch:

• Inverze: pro relaci R mezi X a Y je R−1 = {(y, x) : (x, y) ∈ R} relace
mezi Y a X; xR−1y právě když yRx.

• Skládáńı: pro relaci R1 mezi X a Z a relaci R2 mezi Z a Y je R1 ◦R2 =
{(x, y) : (∃z) (x, z) ∈ R1 ∧ (z, y) ∈ R2} relace mezi X a Y .

Př́ıklad 2.
Relace R je tranzitivńı, právě když R ◦R ⊆ R.
V obecnosti R1 ◦R2 6= R2 ◦R1.
R ◦R−1 je symetrická.

1 Ekvivalence

Necht’ R je ekvivalence na množině X. Tř́ıda ekvivalence prvku a ∈ X je
[a]R = {x : x ∈ X, aRx}.
Věta 1. Necht’ R je ekvivalence na množině X.

(a) Pro každé a ∈ X plat́ı a ∈ [a]R.

(b) Jestlǐze a, b ∈ X a aRb, pak [a]R = [b]R.

(c) Jestlǐze a, b ∈ X a ¬aRb, pak [a]R ∩ [b]R = ∅.
D̊ukaz. (a) plat́ı d́ıky reflexivitě.

Necht’ plat́ı aRb. Jestliže c ∈ [b]R, pak bRc, což z tranzitivity implikuje
aRc, a tedy c ∈ [a]R. Proto máme [b]R ⊆ [a]R. Ze symetrie plat́ı bRa a stejný
argument implikuje [a]R ⊆ [b]R. Tedy [a]R = [b]R, a (b) plat́ı.

Pro (c) ukážeme ekvivalentńı obměnu: Jestliže [a]R ∩ [b]R 6= ∅, pak aRb.
Skutečně, když c ∈ [a]R ∩ [b]R, pak aRc a bRc a ze symetrie a tranzitivity
dostáváme aRb.
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Rozklad na tř́ıdy ekvivalence P(R) = {[x]R : x ∈ X}.

Př́ıklad 3. Necht’ ∼ je relace na N ťz. x ∼ y právě když 3|x − y. Pak
[3]∼ = [6]∼ = [9]∼ = . . . jsou č́ısla dělitelná 3, [1]∼ = [4]∼ = . . . jsou
č́ısla dávaj́ıćı zbytek 1 po děleńı 3, a [2]∼ = [5]∼ = . . . jsou č́ısla dávaj́ıćı
zbytek 2 po děleńı 3. Každé č́ıslo dává zbytek 0, 1, nebo 2 po děleńı 3, a tedy
P(∼) = {[1]∼, [2]∼, [3]∼}.

Necht’ P je relace na atomech, xPy právě když x a y maj́ı stejně proton̊u.
Tř́ıdy ekvivalence: chemické prvky.

Tř́ıdy ekvivalence jednoznačně určuj́ı ekvivalenci. Necht’ Q je rozklad
množiny X (tj. prvky Q jsou neprázdné navzájem disjunktńı podmnožiny
X a X =

⋃
Q∈QQ. Definujme relaci ∼Q na X tž. x ∼Q y právě když existuje

Q ∈ Q tž. x, y ∈ Q.

Lemma 2. Pro každý rozklad Q množiny X je ∼Q ekvivalence a tř́ıdy této
ekvivalence jsou právě prvky Q. Naopak, je-li R ekvivalence na X, pak R =∼P(R).

D̊ukaz. Reflexivita a symetrie ∼Q je zřejmá. Jestliže x ∼Q y a y ∼Q z, pak
x, y ∈ Q1 a y, z ∈ Q2 pro nějaké Q1, Q2 ∈ Q. Jelikož prvky Q jsou navzájem
disjunktńı a y ∈ Q1 ∩Q2, máme Q1 = Q2. Proto x, z ∈ Q1 a x ∼Q z. Proto
∼Q je i tranzitivńı, a tedy ∼Q je ekvivalence. Pro každé x ∈ X je tř́ıda
ekvivalence [x]∼Q rovná prvku Q ∈ Q tž. x ∈ Q.

Necht’ R je ekvivalence na X. Jestliže xRy pak [x]R = [y]R, a tedy x, y ∈
[x]R a x ∼P(R) y. Jestliže x ∼P(R) y, pak x, y ∈ Q pro nějaké Q ∈ P(R),
řekněme Q = [z]R. Pak xRz a yRz, a ze symetrie a tranzitivity xRy. Proto
R =∼P(R).

2 Částečná uspořádáńı

Pozorováńı 3. Necht’ X je množina a E = {(x, x) : x ∈ X} je relace
rovnosti na X. Je-li � částečné uspořádáńı na X, pak � \E je ostré částečné
uspořádáńı na X. Je-li ≺ ostré částečné uspořádáńı na X, pak ≺ ∪E je
částečné uspořádáńı na X.

Reprezentace Hasseho diagramem: šipky vedou nahoru, bez tranzitivńıch
a reflexivńıch šipek.

Pro částečné uspořádáńı � na X a x ∈ X definujme ↓� x = {y : y ∈
X, y ≺ x}.

Věta 4. Necht’ � je částečné uspořádáńı na množině X a x, y ∈ X. Pak
x � y právě když ↓� x ⊆↓� y. Nav́ıc, jestlǐze x 6= y, pak ↓� x 6=↓� y.
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D̊ukaz. Jestliže x � y a z ∈↓� x, pak z � x a z tranzitivity z � y, a tedy
z ∈↓� y; proto x ⊆↓� y.

Z reflexivity máme x ∈↓� x. Jestliže ↓� x ⊆↓� y, pak x ∈↓� y, a tedy
x � y.

Jestliže x 6= y, pak ze slabé antisymetrie plyne x 6� y nebo y 6� z; BÚNO
předpokládejme x 6� y. Pak x 6∈↓� y, a proto ↓� x 6=↓� y.

Prvky x a y jsou neporovnatelné v částečném uspořádáńı �, jestliže x 6� y
a y 6� x. Antǐretězec je množina navzájem neporovnatelných prvk̊u.

Př́ıklad 4. Relace
”
x děĺı y“ je uspořádáńı na přirozených č́ıslech. Dvě č́ısla

jsou neporovnatelná, jestlǐze ani jedno z nich neděĺı to druhé.

Částečné uspořádáńı je lineárńı, jestliže každé dva prvky jsou porovna-
telné. Řetězec je množina navzájem porovnatelných prvk̊u; tedy � na řetězci
je lineárńı uspořádáńı.

Prvek x ∈ X je v uspořádáńı � na X

• nejmenš́ı, jestliže x � y pro každé y ∈ X,

• minimálńı, jestliže neexistuje prvek y ∈ X \ {x} tž. y � x.

Obdobně největš́ı a maximálńı.

Př́ıklad 5. Má-li částečné uspořádáńı nejmenš́ı prvek, pak je (ze slabé anti-
symetrie) jednoznačný a je to také jediný minimálńı prvek.

Navzájem r̊uzné minimálńı prvky jsou neporovnatelné.
Uspořádáńı dělitenost́ı na N má nejmenš́ı prvek 1.
Uspořádáńı dělitenost́ı na N\{1} nemá nejmenš́ı prvek, minimálńı prvky

jsou prvoč́ısla.
Uspořádáńı celých č́ısel dle velikosti nemá žádný minimálńı prvek.

Lemma 5. Je-li � částečné uspořádáńı na neprázdné konečné množině X,
pak � má alespoň jeden minimálńı prvek.

D̊ukaz. Indukćı dle |X|. Jestliže X = {x}, pak x je minimálńı prvek. Můžeme
tedy předpokládat |X| ≥ 2. Necht’ x je libovolný prvek X. Uvažujme � na
množině X \ {x}. Z indukčńıho předpokladu má toto částečné uspořádáńı
minimálńı prvek m. Jestliže x 6� m, pak m je minimálńı i na X. Jestliže
x � m, pak x je minimálńı prvek na X; jinak by musel existovat prvek
z ∈ X \{x} tž. z � x, z tranzitivity bychom měli z � m a z minimality m na
X \{x} by plynulo z = m, a tedy m � x ve sporu se slabou antisymetríı.
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