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Necht (X, <) je ostré ¢éstecné usporadani koneéné mnoziny X. Retézec
je podmnozina R C X navzdjem porovnatelnych prvka (zizeni < na R je
tedy linedrni uspotradani), antifetézec je podmnozina A C X navzdjem nepo-
rovnatelnych prvkua. Velikost nejveétsiho fetézce v (X, <) znacime w(X, <),
velikost nejvétstho antifetézce a(X, <). Retézec ¢i antifetézec je maximélni,
jestlize zadn4 jeho vlastni nadmnozina neni fetézec/antifetézec.

Véta 1. Necht (X, <) je ostré édstecné uspordddni koneéné mnoziny X. Pak
X lze pokryt w(X, <) antiretézci.

Diikaz. Pro kazdy prvek € X oznaéme jako £(z) velikost nejvétsiho retézce
v (X, <), jehoz je x maximdlni prvek. Pov§imnéme si, ze je-li = < y, pak
l(z) < L(y) (jelikoz y muzeme piipojit za nejdelsi Fetézec koncici v x);
mnozina X,, = {z € X : {(x) = n} je tedy antifetézec pro kazdé pfirozené
¢islo n. Také zjevné 1 < f(z) < w(X,<), aproto X = X; U XU ... U
Xw(X,<)~ ]

Poznamka: méné nez w(X, <) antiretézcu pouzit nelze, jelikoz kazdy antiretézec
obsahuje nejvyse jeden vrchol nejdelsiho fetézce.

Disledek 2 (Véta o dlouhém a sirokém). Pro kaZdé ostré ¢dstecné uspordddnt
(X, <) konecné mnoziny X plati

a(X, <) -w(X, <) > |X].

Specidlné, max(a(X, <), w( > /|X

Dikaz. Jelikoz X je sjednoceni w(X, <) antifetézct, alespon jeden z téchto

antifetézcu musi mit velikost alespon (‘X = O]

Dusledek 3 (Erdés-Szekeres). Kazdd posloupnost n navzdjem ruznych éisel
obsahuje rostouci nebo klesagici vybranou podposloupnost délky alespori \/n.



Diikaz. Uvazme takovou posloupnost ay, ..., a,. Necht X = {1,...,n} a
i < joproi,j € X jestlize 1 < j a a; < a;. Pak vybrand podposloupnost je
rostouci praveé kdyz jeji indexy tvoii fetézec v (X, <) a klesajici pravée kdyz
jejl indexy tvori antifetézec v (X, <). O

NS

na dukaz.

Véta 4 (Dilworthova véta). Necht (X, <) je ostré ¢dstecné uspordddni konecné
mnoZiny X . Pak X lze pokryjt a(X, <) retézci.

Diikaz. Indukef dle | X|. Necht a = a(X, <). Jestlize X obsahuje fetézec R
takovy, ze a(X \ R, <) < «, pak X \ R lze z indukéniho predpokladu pokryt
«a — 1 tetézci, a spolu s Fetézcem R dostavame pokryti (X, <) pomoci «
fetézcu. Stacl tedy ukazat, ze (X, <) takovy Fetézec obsahuje.

Necht m je libovolny maximdlni prvek (X, <). Jelikoz {m} je fetézec,
staci uvazovat pripad, ze a(X \ {m}, <) = a. Z indukéniho predpokladu lze
X \ {m} pokryt fetézci Ry, ..., R,. Jelikoz X \ {m} obsahuje antifetézec
velikosti «v a kazdy fetézec protina antitetézec v nejvyse jednom prvku, kazdy
z fetézcu Ry, ..., R, musi takovy antifetézec protinat v pravé jednom prvku.
Proi=1,...,a jakozto a; ozna¢me nejvétsi prvek v R;, ktery je obsazeny v
antiretézci velikosti «v, a polozme A = {ay,...,a,}.

Tvrdime, Zze A je antifetézec: Kdyby a; < a;, uvazme antifetézec A;
velikosti o obsahujici a;. Tento antifetézec protind retézec R; v pravé jednom
prvku r; (kde r; # a;, jelikoz a; a a; jsou porovnatelné). Jelikoz a; je nejvets
prvek v R; obsazeny v antifetézci velikosti o, mame r; < a;. Pak z tranzitivity
r; < aj, coz je spor, jelikoz A; je antifetézec.

Jelikoz (X, <) neobsahuje Tetézec vétsi nez «, prvek m je porovnatelny s
néjakym prvkem antiretézce A, BUNO s a;. Jelikoz m je maximalni prvek,
mame a; < m. Uvazme Tetézec R tvofeny m, a; a vSemi prvky fetézce
R; mensimi nez a;. Mnozina X \ R je pokryta fetézci Ry \ R, Rs, ..., Ry,
kdyby platilo a(X \ R, <) = «, pak by tedy néjaky prvek R; \ R musel byt
obsazen v antifetézci velikosti «; to je ovSem ve sporu s definici a;. Proto
a(X \ R, <) < a, jak jsme chtéli dokdzat. O

Graf porovnatelnosti P(X, <) je graf s mnozinou vrcholu X, v némz
jsou hranou spojeny pravé porovnatelné prvky. Retézce v (X, <) odpovidaji
klikdm v P(X, <), antifetézce odpovidaji nezavislym mnozindm (mnozindm
vrcholt, z nichz zaddné dva nejsou spojené hranou). Velikost nejvétsi nezdvislé
mnoziny v grafu G zna¢ime a(G). Véta o dlouhém a Sirokém tedy impli-
kuje, ze je-li G graf porovnatelnosti néjakého castecného usporadani, pak
max(a(G),w(G)) > 1/|V(G)|. Pro obecné grafy toto tvrzeni neplati.




Véta 5. Pro kazdé k > 2 existuje graf Gy, s n = |2%=3/2] wrcholy takovy, Ze
a(Gy) <k aw(Gg) < k.

Diikaz. Uvazme nédhodny graf Gy na n vrcholech, v némz kazdé dva vrcholy
jsou spojené hranou nezévisle s pravdépodobnosti 1/2 (tj. pro kazdou dvojici
zvl4st si hodim spravedlivou minci a spojim je hranou, padne-li panna).
k
Pravdépodobnost, ze k-prvkova podmnozina vrcholu tvori kliku, je 2_(2),
sttedni hodnota poctu klik velikosti k v ziskaném grafu tedy je

(i) nt " m ok
ok(k—1)/2 < ok(k—1)/2 (2(k—1)/2> < 1/2’

a tedy dle Markovovy nerovnosti s pravdépodobnosti vétsi nez 1/2 plati
w(Gg) < k. Obdobné stfedni hodnota poctu nezavislych mnozin velikosti
k je mensi nez 1/2, a tedy s pravdépodobnosti vétsi nez 1/2 plati a(Gy) < k.
S nenulovou pravdépodobnosti tedy plati obé nerovnosti.

Proto musi existovat néjaky graf Gy na n vrcholech tz. a(Gy) < k a
w(Gk) < k. ]

Naopak, plati nasledujici tvrzeni (Ramseyova véta).

Veéta 6. Kazdy graf G md méné nez (Q(Gcz(g“;(G)) < 224G+ (C) yreholdi. Specidlné,
max(a(G),w(G)) > log, [V(G)].

Diikaz. Indukei dle |V(G)|. Jestlize V(G) = 0, pak a(G) = w(G) = 0 a
VG| =0< 1= (8), tvrzeni tedy plati. Muzeme proto predpokladat,
7e existuje vrchol v € V(G). Necht S je je mnoZina vsech sousedi v a N =
V(G)\({v}US). Pak w(G[S]) < w(G)—1aa(G[N]) < a(G)—1, z indukéniho
predpokladu tedy mame

1< (G ACDY ¢ («@ 1@

(€S =\ o
a(G[N]) + w(G[N]) a(G@)+w(G) -1
s (e )= (@)t

Proto
V(@) =S|+ IN| +1 < (

-(495)

()



