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Necht’ (X,≺) je ostré částečné uspořádáńı konečné množiny X. Řetězec
je podmnožina R ⊆ X navzájem porovnatelných prvk̊u (zúžeńı ≺ na R je
tedy lineárńı uspořádáńı), antǐretězec je podmnožina A ⊆ X navzájem nepo-
rovnatelných prvk̊u. Velikost největš́ıho řetězce v (X,≺) znač́ıme ω(X,≺),
velikost největš́ıho antǐretězce α(X,≺). Řetězec či antǐretězec je maximálńı,
jestliže žádná jeho vlastńı nadmnožina neńı řetězec/antǐretězec.

Věta 1. Necht’ (X,≺) je ostré částečné uspořádáńı konečné množiny X. Pak
X lze pokrýt ω(X,≺) antiřetězci.

D̊ukaz. Pro každý prvek x ∈ X označme jako `(x) velikost největš́ıho řetězce
v (X,≺), jehož je x maximálńı prvek. Povšimněme si, že je-li x ≺ y, pak
`(x) < `(y) (jelikož y můžeme připojit za nejdeľśı řetězec konč́ıćı v x);
množina Xn = {x ∈ X : `(x) = n} je tedy antǐretězec pro každé přirozené
č́ıslo n. Také zjevně 1 ≤ `(x) ≤ ω(X,≺), a proto X = X1 ∪ X2 ∪ . . . ∪
Xω(X,≺).

Poznámka: méně než ω(X,≺) antǐretězc̊u použ́ıt nelze, jelikož každý antǐretězec
obsahuje nejvýše jeden vrchol nejdeľśıho řetězce.

Důsledek 2 (Věta o dlouhém a širokém). Pro každé ostré částečné uspořádáńı
(X,≺) konečné množiny X plat́ı

α(X,≺) · ω(X,≺) ≥ |X|.

Speciálně, max(α(X,≺), ω(X,≺)) ≥
√
|X|.

D̊ukaz. Jelikož X je sjednoceńı ω(X,≺) antǐretězc̊u, alespoň jeden z těchto

antǐretězc̊u muśı mı́t velikost alespoň |X|
ω(X,≺) .

Důsledek 3 (Erdős-Szekeres). Každá posloupnost n navzájem r̊uzných č́ısel
obsahuje rostoućı nebo klesaj́ıćı vybranou podposloupnost délky alespoň

√
n.
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D̊ukaz. Uvažme takovou posloupnost a1, . . . , an. Necht’ X = {1, . . . , n} a
i ≺ j pro i, j ∈ X jestliže i < j a ai < aj. Pak vybraná podposloupnost je
rostoućı právě když jej́ı indexy tvoř́ı řetězec v (X,≺) a klesaj́ıćı právě když
jej́ı indexy tvoř́ı antǐretězec v (X,≺).

Tvrzeńı pro pokryt́ı řetězci analogické k větě 1 plat́ı, je ale o něco náročněǰśı
na d̊ukaz.

Věta 4 (Dilworthova věta). Necht’ (X,≺) je ostré částečné uspořádáńı konečné
množiny X. Pak X lze pokrýt α(X,≺) řetězci.

D̊ukaz. Indukćı dle |X|. Necht’ α = α(X,≺). Jestliže X obsahuje řetězec R
takový, že α(X \R,≺) < α, pak X \R lze z indukčńıho předpokladu pokrýt
α − 1 řetězci, a spolu s řetězcem R dostáváme pokryt́ı (X,≺) pomoćı α
řetězc̊u. Stač́ı tedy ukázat, že (X,≺) takový řetězec obsahuje.

Necht’ m je libovolný maximálńı prvek (X,≺). Jelikož {m} je řetězec,
stač́ı uvažovat př́ıpad, že α(X \ {m},≺) = α. Z indukčńıho předpokladu lze
X \ {m} pokrýt řetězci R1, . . . , Rα. Jelikož X \ {m} obsahuje antǐretězec
velikosti α a každý řetězec prot́ıná antǐretězec v nejvýše jednom prvku, každý
z řetězc̊u R1, . . . , Rα muśı takový antǐretězec prot́ınat v právě jednom prvku.
Pro i = 1, . . . , α jakožto ai označme největš́ı prvek v Ri, který je obsažený v
antǐretězci velikosti α, a položme A = {a1, . . . , aα}.

Tvrd́ıme, že A je antǐretězec: Kdyby ai ≺ aj, uvažme antǐretězec Aj
velikosti α obsahuj́ıćı aj. Tento antǐretězec prot́ıná řetězec Ri v právě jednom
prvku ri (kde ri 6= ai, jelikož ai a aj jsou porovnatelné). Jelikož ai je největš́ı
prvek v Ri obsažený v antǐretězci velikosti α, máme ri ≺ ai. Pak z tranzitivity
ri ≺ aj, což je spor, jelikož Aj je antǐretězec.

Jelikož (X,≺) neobsahuje řetězec větš́ı než α, prvek m je porovnatelný s
nějakým prvkem antǐretězce A, BÚNO s a1. Jelikož m je maximálńı prvek,
máme a1 ≺ m. Uvažme řetězec R tvořený m, a1 a všemi prvky řetězce
R1 menš́ımi než a1. Množina X \ R je pokryta řetězci R1 \ R,R2, . . . , Rα,
kdyby platilo α(X \ R,≺) = α, pak by tedy nějaký prvek R1 \ R musel být
obsažen v antǐretězci velikosti α; to je ovšem ve sporu s definićı a1. Proto
α(X \R,≺) < α, jak jsme chtěli dokázat.

Graf porovnatelnosti P (X,≺) je graf s množinou vrchol̊u X, v němž
jsou hranou spojeny právě porovnatelné prvky. Řetězce v (X,≺) odpov́ıdaj́ı
klikám v P (X,≺), antǐretězce odpov́ıdaj́ı nezávislým množinám (množinám
vrchol̊u, z nichž žádné dva nejsou spojené hranou). Velikost největš́ı nezávislé
množiny v grafu G znač́ıme α(G). Věta o dlouhém a širokém tedy impli-
kuje, že je-li G graf porovnatelnosti nějakého částečného uspořádáńı, pak
max(α(G), ω(G)) ≥

√
|V (G)|. Pro obecné grafy toto tvrzeńı neplat́ı.
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Věta 5. Pro každé k ≥ 2 existuje graf Gk s n = b2(k−3)/2c vrcholy takový, že
α(Gk) < k a ω(Gk) < k.

D̊ukaz. Uvažme náhodný graf Gk na n vrcholech, v němž každé dva vrcholy
jsou spojené hranou nezávisle s pravděpodobnost́ı 1/2 (tj. pro každou dvojici
zvlášt’ si hod́ım spravedlivou minćı a spoj́ım je hranou, padne-li panna).

Pravděpodobnost, že k-prvková podmnožina vrchol̊u tvoř́ı kliku, je 2−(k
2),

středńı hodnota počtu klik velikosti k v źıskaném grafu tedy je(
n
k

)
2k(k−1)/2

<
nk

2k(k−1)/2

k

=
( n

2(k−1)/2

)k
< 1/2,

a tedy dle Markovovy nerovnosti s pravděpodobnost́ı větš́ı než 1/2 plat́ı
ω(Gk) < k. Obdobně středńı hodnota počtu nezávislých množin velikosti
k je menš́ı než 1/2, a tedy s pravděpodobnost́ı větš́ı než 1/2 plat́ı α(Gk) < k.
S nenulovou pravděpodobnost́ı tedy plat́ı obě nerovnosti.

Proto muśı existovat nějaký graf Gk na n vrcholech tž. α(Gk) < k a
ω(Gk) < k.

Naopak, plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı (Ramseyova věta).

Věta 6. Každý graf G má méně než
(
α(G)+ω(G)

α(G)

)
≤ 2α(G)+ω(G) vrchol̊u. Speciálně,

max(α(G), ω(G)) > log2 |V (G)|.

D̊ukaz. Indukćı dle |V (G)|. Jestliže V (G) = ∅, pak α(G) = ω(G) = 0 a
|V (G)| = 0 < 1 =

(
0
0

)
, tvrzeńı tedy plat́ı. Můžeme proto předpokládat,

že existuje vrchol v ∈ V (G). Necht’ S je je množina všech soused̊u v a N =
V (G)\({v}∪S). Pak ω(G[S]) ≤ ω(G)−1 a α(G[N ]) ≤ α(G)−1, z indukčńıho
předpokladu tedy máme

|S| ≤
(
α(G[S]) + ω(G[S])

α(G[S])

)
− 1 ≤

(
α(G) + ω(G)− 1

α(G)

)
− 1

|N | ≤
(
α(G[N ]) + ω(G[N ])

α(G[N ])

)
− 1 ≤

(
α(G) + ω(G)− 1

α(G)− 1

)
− 1.

Proto

|V (G)| = |S|+ |N |+ 1 ≤
(
α(G) + ω(G)− 1

α(G)

)
+

(
α(G) + ω(G)− 1

α(G)− 1

)
− 1

=

(
α(G) + ω(G)

α(G)

)
− 1.
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