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Definice 1. Funkce ϕ : V (G) → {1, 2, . . . , k} je dobré k-obarveńı, jestlǐze
ϕ(u) 6= ϕ(v) pro každou hranu uv ∈ E(G). Barevnost χ(G) grafu G je mi-
nimálńı k ťz. G má dobré k-obarveńı.

Př́ıklad 1. Pokud dva bĺızké vyśılače vyśılaj́ı na stejné frekvenci, docházi k
interferenci. Kolik nejméně potřebujeme r̊uzných frekvenćı, aby se žádné dva
bĺızké vyśılače nerušily?

Necht’ G je graf, jehož vrcholy jsou vyśılače a každé dva bĺızké jsou spojené
hranou. Pak potřebujeme alespoň χ(G) frekvenćı.

Pozorováńı 1. Jestĺı̌ze H ⊆ G, pak χ(H) ≤ χ(G). Barevnost Kn je n,
barevnost Cn je 2 je-li n sudé a 3 je-li n liché. Graf má barevnost 1 právě
když nemá žádné hrany.

Klikovost ω(G) je rovná velikosti největš́ı kliky (úplného podgrafu) v G.

Pozorováńı 2. χ(G) ≥ ω(G).

Poznámka: Ale barevnost může být i větš́ı (existuj́ı grafy bez trojúhelńık̊u
s libovolně velkou barevnost́ı).

Graf G je d-degenerovaný, jestliže každý jeho podgraf obsahuje vrchol
stupně nejvýše d.

Př́ıklad 2. Stromy jsou 1-degenerované, rovinné grafy jsou 5-degenerované.

Lemma 3. Je-li graf G d-degenerovaný, pak má barevnost nejvýše d+ 1.

D̊ukaz. Indukćı dle počtu vrchol̊u, pro grafy s nejvýše d+1 vrcholy je tvrzeńı
triviálńı. Jestliže |V (G)| > d + 1, necht’ v je vrchol G stupně nejvýše d. Z
indukčńıho předpokladu lze G−v obarvit d+1 barvami. Na okoĺı v je použito
nejvýše deg(v) ≤ d barev, alespoň jedna z d+ 1 je tedy nepoužitá a můžeme
j́ı obarvit v, č́ımž dostáváme dobré obarveńı G pomoćı d+ 1 barev.
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Důsledek 4. Stromy maj́ı barevnost nejvýše 2, rovinné grafy nejvýše 6. Graf
maximálńıho stupně ∆ má barevnost nejvýše ∆ + 1.

Věta 5. Graf G má barevnost nejvýše 2 právě když G neobsahuje lichý cyklus.

D̊ukaz. Ukážeme obměnu: G má barevnost alespoň 3 právě když G obsahuje
lichý cyklus.

BÚNO G je souvislý. Necht’ T je kostra G a ϕ je dobré 2-obarveńı T .
Jestliže ϕ neńı dobré 2-obarveńı G, pak E(G)\E(T ) obsahuje hranu e = uv,
kde ϕ(u) = ϕ(v). Na cestě P v T mezi u a v se stř́ıdaj́ı barvy 1 a 2, tato
cesta má tedy sudou délku. Pak P + e je lichý cyklus v G.

Naopak, je-li C lichý cyklus v G, pak χ(G) ≥ χ(C) = 3.

Graf̊um barevnosti 2 se ř́ıká bipartitńı – jejich vrcholy jdou rozdělit na
dvě části tak, že hrany vedou pouze mezi částmi.

Jednoduchá charakterizace graf̊u barevnosti k pro k ≥ 3 neexistuje, roz-
hodnout, zda je graf 3-obarvitelný je těžké; dokonce i pro rovinné grafy. Ale
plat́ı:

Věta 6 (Věta o čtyřech barvách). Každý rovinný graf je 4-obarvitelný.

Obt́ıžný d̊ukaz s použit́ım výpočetńı techniky, dlouho otevřený problém
(barveńı mapy čtyřmi barvami tak, aby žádné dva státy se společnou hranićı
neměly stejnou barvu). Dokážeme si snažš́ı tvrzeńı o 5-barevnosti rovinných
graf̊u.

Kontrakce hrany e = uv v grafu znamená smazáńı hrany e a nahrazeńı
u a v novým vrholem a přesměrováńı všech hran incidentńıch s u nebo v do
tohoto nového vrcholu. Graf vzniklý kontrakćı hrany e v G znač́ıme G/e.

Pozorováńı 7. Je-li G rovinný, pak G/e je také rovinný.

Věta 8. Každý rovinný graf G lze obarvit 5 barvami.

D̊ukaz. Indukćı dle počtu vrchol̊u, pro grafy s nejvýše 5 vrcholy tvrzeńı plat́ı.
Rovinné grafy maj́ı pr̊uměrný stupeň menš́ı než 6, v G tedy existuje vr-
chol v stupně nejvýše 5. Jestliže deg(v) ≤ 4, obarv́ıme G − v z indukčńıho
předpokladu a v dobarv́ıme barvou, která neńı použita na jeho sousedech.
Můžeme tedy předpokládat deg(v) = 5. Pak v má dva sousedy x a y, kteř́ı
nejsou spojeni hranou (jinak by G obsahoval K6 jako podgraf a tedy by nebyl
rovinný). Necht’ G′ vznikne z G kontrakćı gran vx a vy a zahozeńım vzniklých
násobných hran (smyčky nevzniknou, jelikož xy 6∈ E(G)). Pak G′ je rovinný
a z indukčńıho předpokadu je tedy 5-obarvitelný. Proto G−v má 5-obarveńı
takové, že x a y maj́ı stejnou barvu. Na okoĺı v jsou pak použity nejvýše 4
barvy, vrchol v tedy lze dobarvit nepoužitou barvou.
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