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Bude se nám hodit pracovat s multigrafy, tj. grafy, kde mezi dvěma vr-
choly může vést i v́ıce hran. Povolujeme také smyčky, hrany spojuj́ıćı vrchol
sám se sebou. Formálně multigraf je trojice (V,E, k), kde V a E jsou konečné
disjunktńı množiny a r : E → 2V přǐrazuje každé hraně množinu jej́ıch konc̊u
velikosti 1 nebo 2.

Rovinné nakresleńı multigrafu (neformálně): vrcholy 7→ navzájem r̊uzné
body v rovině, hrany 7→ spojité křivky, které je propojuj́ı bez kř́ıžeńı.

Necht’ θ : 〈0, 1〉 → R2 je prostá spojitá funkce. Pak θ(〈0, 1〉) je jednoduchá
křivka (v rovině) a θ(0) a θ(1) jsou jej́ı konce. Obdobně, je-li θ spojitá, prostá
na intervalu 〈0, 1) a θ(0) = θ(1), pak θ(〈0, 1〉) je jednoduchá uzavřená křivka.

Necht’ S je podmnožina roviny. Pro body x, y ∈ S nadefinujme x ∼ y,
jestliže x = y nebo existuje jednoduchá křivka s konci x a y obsažená v S.
Pak ∼ je ekvivalence, a jej́ı bloky jsou komponenty obloukové souvislosti.

Věta 1 (Jordan). Je-li c jednoduchá uzavřená křivka v rovině, pak R2 \ c
má právě dvě komponenty obloukové souvislosti, omezenou a neomezenou, a
c tvoř́ı jejich (společnou) hranici.

Věta 2. Necht’ Z je konečné sjednoceńı jednoduchých křivek prot́ınaj́ıćıch
se jen v koncových bodech a K je komponenta obloukové souvislosti R2 \ Z.
Je-li K omezená, pak Z obsahuje jednoduchou uzavřenou křivku c ťz. K je
podmnožinou omezené komponenty obloukové souvislosti R2 \ c.

Definice 1. Rovinné nakresleńı multigrafu G = (V,E, k) je prosté zobrazeńı
ν : V → R2 a systém {ce : e ∈ E} ťz.

• pro hranu e ∈ E s k(e) = {u, v} je ce jednoduchá křivka s konci ν(u) a
ν(v),

• pro smyčku e ∈ E s k(e) = {v} je ce jednoduchá uzavřená křivka
obsahuj́ıćı ν(v),
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• ν(V (G)) ∩ ce = ν(k(e)) pro každou hranu e ∈ E a

• pro r̊uzné hrany e, e′ ∈ E plat́ı ce ∩ ce′ = ν(k(e) ∩ k(e′)).

Stěny nakresleńı jsou komponenty obloukové souvislosti

R2 \
(
ν(V (G)) ∪

⋃
e∈E(G)

ce

)
.

Právě jedna ze stěn je neomezená, ř́ıkáme j́ı vněǰśı stěna.

Multigraf je rovinný, jestliže má rovinné nakresleńı. Pozor: rovinný mul-
tigraf může mı́t v́ıce r̊uzných nakresleńı (i když považujeme za stejná na-
kresleńı, která se lǐśı pouze “deformaćı”). Stěny jsou vlastnost́ı nakresleńı, ne
multigrafu!

Př́ıklad 1. Kružnice a stromy jsou rovinné.

Lemma 3. Necht’ G je souvislý multigraf nakreslený do roviny a necht’ c je
jednoduchá křivka reprezentuj́ıćı hranu e ∈ E(G). Jestlǐze G− e je souvislý,
pak c lež́ı v hranićıch dvou r̊uzných stěn. Odpov́ıdaj́ıćı nakresleńı G − e má
tedy právě o jednu stěnu méně, než nakresleńı G.

D̊ukaz. Jelikož G − e je souvislý, e lež́ı na kružnici K ⊆ G. Nakresleńı K v
G odpov́ıdá jednoduché uzavřené křivce cK , dle Jordanovy věty má R2 \ cK
dvě komponenty obloukové souvislosti a cK tvoř́ı jejich společnou hranici.
Křivka c ⊂ cK je tedy obsažena v hranićıch obou komponent. Jelikož stěny
nakresleńıG jsou podmnožiny těchto komponent, dostáváme, že c je obsažena
v hranićıch dvou r̊uzných stěn. Sjednoceńı těchto stěn a vnitřku c tvoř́ı stěnu
multigrafu G− e, ostatńı stěny G odpov́ıdaj́ı právě ostatńım stěnám G.

Lemma 4. Necht’ G je multigraf nakreslený do roviny a f je jeho stěna.
Jestlǐze G má v́ıce než jednu stěnu, pak hranice f obsahuje nakresleńı kružnice
z G.

D̊ukaz. Necht’ W je podgraf G nakreslený v hranici f . Pak f je i stěnou W ,
a jelikož G má v́ıce než jednu stěnu, i W má nějakou jinou stěnu f ′. Alespoň
jedna ze stěn f a f ′ je omezená, dle Věty 2 tedy nakresleńı W obsahuje
jednoduchou uzavřenou křivku, a W tedy obsahuje kružnici.

Důsledek 5. Libovolné rovinné nakresleńı stromu má právě jednu stěnu.

Důsledek 6 (Eulerova formule). Každé rovinné nakresleńı souvislého mul-
tigrafu G má právě

|E(G)| − |V (G)|+ 2

stěn.
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D̊ukaz. Indukćı dle počtu hran G. Uvažme libovolné nakresleńı G. Je-li G
minimálně souvislý (strom), pak má |V (G)| − 1 hran a 1 stěnu, tedy tvrzeńı
plat́ı. Jinak existuje hrana e ∈ E(G) tž. G − e je souvislý. Z indukčńıho
předpokladu má odpov́ıdaj́ıćı nakresleńı G − e právě |E(G − e)| − |V (G −
e)| + 2 = |E(G)| − |V (G)| + 1 stěn, a dle Lemma 3 má G o jednu stěnu
v́ıc.

Obecněji, má-li multigrafG c komponent, pak jeho nakresleńı má |E(G)|−
|V (G)|+ c+ 1 stěn.

Hranice každé stěny nakresleńı multigrafuG odpov́ıdá sjednoceńı uzavřených
tah̊u v G (právě jednoho tahu, je-li G souvislý). Občas se takovému tahu
ohraničuj́ıćımu stěnu také ř́ıká stěna. Součet délek těchto tah̊u je délka stěny.

Multigrafy také můžeme kreslit na sféru (povrch koule). To je ekviva-
lentńı: položme si kouli na rovinu a na severńı pól (který BÚNO nelež́ı v
nakresleńı) dejme žárovku. “St́ın” multigrafu nakresleného na sféře dává ro-
vinné nakresleńı, a naopak.

Důsledek 7. Necht’ f je stěna nakresleńı multigrafu G ohraničená tahem
W . Pak existuje nakresleńı G′ multigrafu G ve kterém jsou stěny ohraničené
stejnými tahy jako v nakresleńı G a vněǰśı stěna nakresleńı G′ je ohraničená
tahem W .

D̊ukaz. Promı́tneme nakresleńı G na sféru, tu pootoč́ıme tak, aby severńı pól
ležel uvnitř stěny odpov́ıdaj́ıćı f , a promı́tneme zpět do roviny.

Př́ıklad 2 (Platónská tělesa). Platónské těleso je pravidelný konvexńı mno-
hostěn v R3, tj. takový, že každá jeho stěna, hrana či vrchol se daj́ı převést
na libovolnou jinou nějakou symetríı tělesa. Uvažujme libovolné platónské
těleso P , opǐsme si kolem něj sféru, a promı́tněme jeho śıt’ (sjednoceńı úseček
tvoř́ıćıch jeho hrany) na tuto sféru. Tı́m dostáváme nakresleńı souvislého ro-
vinného grafu GP na sféru, kde každý vrchol má stejný stupeň d ≥ 3 a každá
stěna má stejnou délku ` ≥ 3. Necht’ n, m, a s je počet vrchol̊u, hran a stěn
GP . Vı́me, že součet stupň̊u vrchol̊u je dvojnásobek počtu hran, tj. dn = 2m.
Stejný argument provedený pro stěny dává `s = 2m. Z Eulerovy formule
máme m+ 2 = n+ s. Dosazeńım n = 2m/d a s = 2m/` dostáváme

2m

d
+

2m

`
= m+ 2

2

d
+

2

`
= 1 +

2

m
> 1

To je možné pouze když d = 3 a ` ≤ 5, nebo d ∈ {4, 5} a ` = 3. Máme tedy
následuj́ıćı možnosti (m, n a s je dopoč́ıtáno dle výše uvedených vzorc̊u):
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d ` s n m těleso
3 3 4 4 4 čtyřstěn
3 4 6 8 12 krychle
3 5 12 20 30 dvanáctistěn
4 3 8 6 12 osmistěn
5 3 20 12 30 dvacetistěn

Žádná jiná platónská tělesa neexistuj́ı.

Uvažme nakresleńı multigrafu G do roviny. Nakresleme do každé stěny vr-
chol a pro každou hranu e ∈ E(G) spojme vrcholy v incidentńıch stěnách hra-
nou prot́ınaj́ıćı e. T́ım dostáváme duálńı nakresleńı multigrafuG?. Poznámka:
I když je G jednoduchý graf, G? může mı́t smyčky či násobné hrany (např.
duál ke stromu T je multigraf s |E(T )| smyčkami).

Pozorováńı 8. Necht’ nakresleńı G má s stěn. Pak nakresleńı G? má s vr-
chol̊u a |E(G)| hran, a jestlǐze G je souvislý, pak G? má |V (G)| stěn. Multigraf
G? je vždy souvislý. Jestlǐze G je souvislý, pak (G?)? = G.

Př́ıklad 3. Osmistěn je duál krychle. Dvacetistěn je duál dvanáctistěnu.
Čtyřstěn je sv̊uj vlastńı duál.

Lemma 9. Necht’ G je jednoduchý souvislý graf a G neńı strom. Je-li G
rovinný, pak

|E(G)| ≤ 3|V (G)| − 6.

Jestlǐze G nav́ıc neobsahuje trojúhelńık (cyklus délky 3), pak

|E(G)| ≤ 2|V (G)| − 4.

D̊ukaz. Necht’ s je počet stěn libovolného nakresleńı G a necht’ ` je délka
nejkratš́ı stěny v tomto nakresleńı; součet délek stěn je 2|E(G)|, a proto
`s ≤ 2|E(G)|. Z Eulerovy formule

|E(G)|+ 2 = |V (G)|+ s ≤ |V (G)|+ 2|E(G)|
`

,

a tedy

|E(G)| ≤ |V (G)| − 2

1− 2/`
.

Jelikož G neńı strom, dle Lemma 3 má alespoň dvě stěny, a dle Lemma 4
hranice každé z jeho stěn obsahuje kružnici. Proto ` ≥ 3, a když G neobsahuje
trojúhelńık, tak ` ≥ 4; to nám dává požadované nerovnosti.
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Důsledek 10. Jednoduchý rovinný graf má pr̊uměrný stupeň menš́ı než 6.
Jednoduchý rovinný graf bez trojúhelńık̊u má pr̊uměrný stupeň menš́ı než 4.

Př́ıklad 4. Grafy K5 a K3,3 nejsou rovinné.

Podrozděleńı grafu vznikne nahrazeńım některých jeho hran cestami se
stejnými konci. Zjevně graf je rovinný, právě když libovolné jeho podrozděleńı
je rovinné. Ř́ıkáme, že G obsahuje podrozděleńı H, jestliže nějaký podgraf
G je roven podrozděleńı H.

Pozorováńı 11. Jestlǐze G obsahuje podrozděleńı nerovinného grafu, pak G
neńı rovinný.

Věta 12 (Kuratovský). Graf G je rovinný, právě když neobsahuje podrozděleńı
K5 ani K3,3.
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