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Bude se nam hodit pracovat s multigrafy, tj. grafy, kde mezi dvéma vr-
choly muze vést i vice hran. Povolujeme také smycky, hrany spojujici vrchol
sdm se sebou. Formalné multigraf je trojice (V, E, k), kde V' a E jsou konecné
disjunktni mnoziny a r : £ — 2" pfifazuje kazdé hrané mnozinu jejich konct
velikosti 1 nebo 2.

Rovinné nakresleni multigrafu (neformalné): vrcholy +— navzdjem ruzné
body v roviné, hrany — spojité kiivky, které je propojuji bez kiizeni.

Necht 6 : (0,1) — R? je prostd spojita funkce. Pak 6((0, 1)) je jednoduch4
kiivka (v rovine) a 6(0) a 6(1) jsou jeji konce. Obdobné, je-li 6 spojita, prostd
na intervalu (0, 1) a #(0) = 0(1), pak 6({0, 1)) je jednoduchd uzaviena kiivka.

Necht S je podmnoZina roviny. Pro body z,y € S nadefinujme z ~ 1,
jestlize x = y nebo existuje jednoducha kiivka s konci x a y obsazena v S.
Pak ~ je ekvivalence, a jeji bloky jsou komponenty obloukové souvislosti.

Véta 1 (Jordan). Je-li ¢ jednoduchd uzaviend krivka v roviné, pak R*\ c
md pravé dvé komponenty obloukové souvislosti, omezenou a neomezenou, a
¢ tvori jejich (spoleénou) hranici.

Véta 2. Necht Z je konecné sjednoceni jednoduchijch krivek protinajicich
se jen v koncovijch bodech a K je komponenta obloukové souvislosti R?* \ Z.
Je-li K omezend, pak Z obsahuje jednoduchou uzavrenou krivku c tZ. K je
podmnoZinou omezené komponenty obloukové souvislosti R? \ c.

Definice 1. Rovinné nakresleni multigrafu G = (V, E, k) je prosté zobrazeni
v:V — R? qsystém {c.: e € B} tZ.

e pro hranu e € E s k(e) = {u,v} je c. jednoduchd krivka s konci v(u) a
v(v),

e pro smycku e € E s k(e) = {v} je c. jednoduchd uzaviend krivka
obsahugici v(v),



o v(V(G))Nce =v(k(e)) pro kaZdou hranu e € E a
e pro ruzné hrany e, e’ € E plati c. N ceo = v(k(e) Nk(e)).

Steny nakresleni jsou komponenty obloukové souvislosti

R?\ (u(V(G)) v U ce>.

e€E(GQ)
Prdveé jedna ze stén je neomezend, Tikame 77 vnéjsi sténa.

Multigraf je rovinny, jestlize mé rovinné nakresleni. Pozor: rovinny mul-
tigraf muze mit vice ruznych nakresleni (i kdyz povazujeme za stejnd na-
kresleni, kterd se lisi pouze “deformaci”). Stény jsou vlastnosti nakresleni, ne
multigrafu!

Piiklad 1. KruzZnice a stromy jsou rovinné.

Lemma 3. Necht G je souvisly multigraf nakresleny do roviny a necht c je
jednoduchd krivka reprezentugjici hranu e € E(G). Jestlize G — e je souvisly,
pak c lezi v hranicich dvou ruznych stén. Odpovidagici nakresleni G — e md
tedy pravée o jednu sténu méné, nez nakresleni G.

Diikaz. Jelikoz G — e je souvisly, e lezi na kruznici K C G. Nakresleni K v
G odpovida jednoduché uzaviené kiivee cg, dle Jordanovy véty ma R? \ cx
dvé komponenty obloukové souvislosti a cgx tvoii jejich spole¢nou hranici.
Krivka ¢ C ck je tedy obsazena v hranicich obou komponent. Jelikoz stény
nakresleni GG jsou podmnoziny téchto komponent, dostavame, ze ¢ je obsazena
v hranicich dvou ruznych stén. Sjednoceni téchto stén a vnitiku ¢ tvoii sténu
multigrafu G' — e, ostatni stény GG odpovidaji pravé ostatnim sténam G. [

Lemma 4. Necht G je multigraf nakresleny do roviny a f je jeho sténa.
Jestlize G ma vice neZ jednu sténu, pak hranice f obsahuje nakresleni kruznice
2z G.

Diikaz. Necht W je podgraf G nakresleny v hranici f. Pak f je i sténou W,
a jelikoz G mé& vice nez jednu sténu, i W ma néjakou jinou sténu f/. Alespon
jedna ze stén f a f’ je omezend, dle Véty 2 tedy nakresleni W obsahuje
jednoduchou uzavienou kiivku, a W tedy obsahuje kruznici. O]

Disledek 5. Libovolné rovinné nakresleni stromu md prdve jednu stenu.

Dusledek 6 (Eulerova formule). KaZdé rovinné nakresleni souvislého mul-
tigrafu G mad prdve

[E(G)] = [V(G)] +2

sten.



Diikaz. Indukei dle poctu hran G. Uvazme libovolné nakresleni G. Je-li G
minimélné souvisly (strom), pak mé [V (G)| — 1 hran a 1 sténu, tedy tvrzeni
plati. Jinak existuje hrana e € E(G) tz. G — e je souvisly. Z indukéniho
predpokladu mé odpovidajici nakresleni G — e prave |E(G — e)| — |V(G —
e)| +2 = |E(G)| — |[V(G)| + 1 stén, a dle Lemma 3 md G o jednu sténu
vic. O

Obecnéji, ma-li multigraf G' ¢ komponent, pak jeho nakresleni mé |E(G)|—
\V(G)| + ¢+ 1 sten.

Hranice kazdé stény nakresleni multigrafu G' odpovida sjednoceni uzavienych
tahtt v G (pravé jednoho tahu, je-li G souvisly). Obé¢as se takovému tahu
ohranic¢ujicimu sténu také tika sténa. Soucet délek téchto tahu je délka stény.

Multigrafy také muzeme kreslit na sféru (povrch koule). To je ekviva-
lentni: polozme si kouli na rovinu a na severni pél (ktery BUNO nelezi v
nakresleni) dejme zdrovku. “Stin” multigrafu nakresleného na sfére déva ro-
vinné nakresleni, a naopak.

Disledek 7. Necht f je sténa nakresleni multigrafu G ohranicend tahem
W. Pak existuje nakresleni G' multigrafu G ve kterém jsou stény ohranicené
stejnymi tahy jako v nakresleni G a vnéjsi sténa nakresleni G' je ohranicend

tahem W.

Diikaz. Promitneme nakresleni G na sféru, tu pootocime tak, aby severni pél
lezel uvniti stény odpovidajici f, a promitneme zpét do roviny. O]

Piiklad 2 (Platénska télesa). Platonské téleso je pravidelny konvexni mno-
hostén v R3, tj. takovy, Ze kazdd jeho sténa, hrana ¢i vrchol se daji prevést
na libovolnou jinou néjakou symetrit télesa. Uvazujme libovolné platonské
téleso P, opisme si kolem néj sféru, a promitnéme jeho sit (sjednocent usecek
tvoricich jeho hrany) na tuto sféru. Tim dostdvdme nakresleni souvislého ro-
vinného grafu Gp na sféru, kde kazdy vrchol mad stejny stupen d > 3 a kaZdad
sténa md stejnou délku £ > 3. Necht n, m, a s je pocet vrcholi, hran a stén
Gp. Vime, Ze soucet stupniu vrcholu je dvojndsobek poctu hran, tj. dn = 2m.
Stejny argument provedeny pro stény ddva s = 2m. Z Fulerovy formule
mame m + 2 =n + s. Dosazenim n = 2m/d a s = 2m/{ dostdvdme

2m+2m 49

[ —=m

d 14
2+2—1+2 >1
d ¢ m

To je mozné pouze kdyz d =3 a £ <5, nebo d € {4,5} a ¢ = 3. Mdme tedy
ndsledugici moznosti (m, n a s je dopoéitino dle vyse uvedenyjch vzorci):



s n m teleso

4 4 4 Ctyrsten

6 8 12 krychle
12 20 30| dvandctistén
§ 6 12 osmastén
20 12 30| dvacetistén

L L G L >
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Zddnd jind platénskd télesa neexistugi.

Uvazme nakresleni multigrafu G' do roviny. Nakresleme do kazdé stény vr-
chol a pro kazdou hranu e € E(G) spojme vrcholy v incidentnich sténdch hra-
nou protinajici e. Tim dostavame dudlni nakresleni multigrafu G*. Poznamka:
I kdyz je G jednoduchy graf, G* muze mit smycky ¢i ndsobné hrany (napf.
dudl ke stromu T je multigraf s |E(T)| smyckami).

Pozorovani 8. Necht nakresleni G md s stén. Pak nakresleni G* md s vr-
choli a | E(G)| hran, a jestlize G je souvisly, pak G* ma |V (G)| stén. Multigraf
G* je vidy souvisly. Jestlize G je souvisly, pak (G*)* = G.

Priklad 3. Osmistén je dudl krychle. Dvacetisten je dudl dvandctisténu.
Ctyrsten je svuj vlastni dudl.

Lemma 9. Necht G je jednoduchy souvisly graf a G neni strom. Je-li G
rovinny, pak

|E(G)| < 3|V(G)| - 6.
Jestlize G navic neobsahuje trojihelnik (cyklus délky 3), pak
|E(G)| <2V(G)] -4

Diikaz. Necht s je pocet stén libovolného nakresleni G a necht ¢ je délka
nejkratsi stény v tomto nakresleni; soucet délek stén je 2|E(G)|, a proto
(s < 2|E(G)|. Z Eulerovy formule

B@)+2= V(@) +s < V(@) + 2E,
a tedy Vo)
V(G)| -2
B < =57

Jelikoz G neni strom, dle Lemma 3 ma alespon dvé stény, a dle Lemma 4
hranice kazdé z jeho stén obsahuje kruznici. Proto £ > 3, a kdyz G neobsahuje
trojuhelnik, tak ¢ > 4; to nam dava pozadované nerovnosti. n



Disledek 10. Jednoduchy rovinng graf md pramérny stuper mensi nez 6.
Jednoduchy rovinny graf bez trojuhelniki md prumeérny stupern mensi nez 4.

Priklad 4. Grafy K5 a K33 nejsou rovinné.

Podrozdéleni grafu vznikne nahrazenim nékterych jeho hran cestami se
stejnymi konci. Zjevneé graf je rovinny, praveé kdyz libovolné jeho podrozdéleni
je rovinné. Rikdme, ze G obsahuje podrozdéleni H, jestlize néjaky podgraf
G je roven podrozdéleni H.

Pozorovani 11. Jestlize G obsahuje podrozdéleni nerovinného grafu, pak G
nent rovinnj.

Véta 12 (Kuratovsky). Graf G je rovinng, pravé kdyz neobsahuje podrozdélent
K5 ant K373.



