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V matematice se nespoléháme na fakt, že něco plat́ı ve všech pozoro-
vaných př́ıpadech.

Př́ıklad 1.

A(n) =
⌈ 2

n
√

2− 1

⌉
B(n) =

⌊ 2n

log 2

⌋
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

A(n) 2 5 8 11 14 17 20 23 25 28 31 34 37 40 43
B(n) 2 5 8 11 14 17 20 23 25 28 31 34 37 40 43

A(777451915729368) = 2243252046704767

B(777451915729368) = 2243252046704766

Důkaz: logické odvozeńı z axiomů.

1 Typy d̊ukaz̊u

1.1 Sporem

Mı́sto dokazováńı tvrzeńı
”
Plat́ı A.“ vyvraćıme tvrzeńı

”
Neplat́ı A.“

Věta 1. Existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že existuje jen konečně mnoho prvoč́ısel
p1, . . . , pn. Uvažujme č́ıslo k = p1p2 · · · pn + 1. Toto č́ıslo neńı dělitelné p1,
. . . , pn. Ale každé přirozené č́ıslo větš́ı než 1 je dělitelné nějakým prvoč́ıslem,
což dává spor. Prvoč́ısel tedy existuje nekonečně mnoho.

Častou variantou je vyvráceńı existence minimálńıho protipř́ıkladu.
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Lemma 2. Každé přirozené č́ıslo věťśı než 1 je dělitelné nějakým prvoč́ıslem.

D̊ukaz. Pro spor předpokládejme, že existuje nějaké přirozené č́ıslo větš́ı než
1, které neńı dělitelné žádným prvoč́ıslem. Necht’ n je nejmenš́ı takové č́ıslo.
Jelikož n je dělitelné sebou samým, n neńı prvoč́ıslo. Proto existuje nějaké
přirozené č́ıslo a r̊uzné od 1 a n, které děĺı n. Jelikož a < n (tedy a je menš́ı než
hypotetický nejmenš́ı protipř́ıklad na Lemma 2), č́ıslo a je dělitelné nějakým
prvoč́ıslem p. Ale jelikož p|a a a|n, dostáváme, že prvoč́ıslo p děĺı i n, což je
spor.

2 Matematickou indukćı

Mějme tvrzeńı A(n) o přirozeném č́ısle n. Abychom dokázali, že A(n) plat́ı
pro všechna přirozená č́ısla n, dokazujeme pro každé n

”
jestliže A(m) plat́ı

pro všechna přirozená č́ısla m < n, pak plat́ı A(n)“.

Lemma 3. Každé přirozené č́ıslo n r̊uzné od 1 je dělitelné nějakým prvoč́ıslem.

D̊ukaz. Necht’ n je libovolné přirozené č́ıslo r̊uzné od 1. Důkaz provedeme
indukćı, předpokládáme tedy, že každé přirozené č́ıslo menš́ı než n a r̊uzné
od 1 je dělitelné nějakým prvoč́ıslem.

Jestliže n je prvoč́ıslo, pak tvrzeńı zjevně plat́ı, jelikož n|n. Jestliže n
neńı prvoč́ıslo, pak má nějakého dělitele a r̊uzného od 1 a n, a tedy a < n.
Z indukčńıho předpokladu je a dělitelné nějakým prvoč́ıslem p. Jelikož p|a a
a|n, máme p|n.

Častá varianta: dokazujeme

• plat́ı A(1) a

• pro každé n ≥ 2, jestliže plat́ı A(n− 1), pak plat́ı A(n).

Lemma 4. Pro každé přirozené č́ıslo n plat́ı

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n + 1)

2
.

D̊ukaz. Důkaz provedeme indukćı dle n. Pro n = 1 máme

1 + 2 + · · ·+ n = 1 =
1 · 2

2
=

n(n + 1)

2
,

tvrzeńı tedy plat́ı. Uvažujme nyńı libovolné n ≥ 2. Z indukčńıho předpokladu
máme

1 + 2 + · · ·+ (n− 1) =
(n− 1)((n− 1) + 1)

2
=

(n− 1)n

2
.
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Pak

1 + 2 + · · ·+ n = (1 + 2 + · · ·+ (n− 1)) + n =
(n− 1)n

2
+ n =

n(n + 1)

2
,

jak jsme měli dokázat.

Pozor na
”
neúplnou indukci“.

Lemma 5 (Chybné!). Pro každá přirozená č́ısla a, b ≥ 1 je 2a + b liché.

D̊ukaz (Chybný!). Důkaz provedeme indukćı dle n = a+ b− 1. Budeme tedy
dokazovat následuj́ıćı tvrzeńı.

Pro každé přirozené č́ıslo n a každá přirozená č́ısla a, b ≥ 1 taková,
že n = a + b− 1, je 2a + b liché.

Když n = 1, pak a = b = 1 a 2a + b = 3, tvrzeńı tedy plat́ı. Uvažme nyńı
libovolné n ≥ 2, a předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro n−1. Tedy pro každá
přirozená č́ısla a′, b′ ≥ 1 tž. a′+b′−1 = n−1 je 2a′+b′ liché. Necht’ a = a′+1
a b = b′. Pak plat́ı

2a + b = 2(a′ + 1) + b′ = (2a′ + b′) + 2.

Jelikož 2a′ + b′ je liché, o 2 větš́ı č́ıslo 2a + b je také liché. Nav́ıc a + b− 1 =
a′ + b′ = n, tvrzeńı tedy plat́ı i pro n.

3 Značeńı

Aritmetika:

• Běžné operace +, −, ·, / na r̊uzných oborech, rovnost =, nerovnost 6=.

• Č́ıselné obory:

– N = {1, 2, 3, . . .}, N0 = {0} ∪ N
– Z = {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}
– Q racionálńı č́ısla

– R reálná č́ısla, R+
0 nezáporná reálná č́ısla

– C komplexńı č́ısla

• xn a n
√
y pro n ∈ N, x ∈ R, y ∈ R+

0 ,
√
y = 2
√
y.

• ex, exp(x) pro x ∈ R, log(y) = ln(y), logb(y) pro y > 1.
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• bxc, dxe

Součty a součiny:

• am + am+1 + . . . + an =
∑n

i=m ai.

• am · am+1 · . . . · an =
∏n

i=m ai.

•
∑

i∈I ai: součet přes všechny indexy v množině I.

•
∑0

i=1 ai =
∑

i∈∅ ai = 0.

•
∏0

i=1 ai =
∏

i∈∅ ai = 1.

Př́ıklad 2.
n∏

i=1

x = xn

n∑
i=1

i =
n(n + 1)

2

n∑
i=1

(2i + 3) = 2
n∑

i=1

i +
n∑

i=1

3 = n(n + 1) + 3n

∑
1≤i<j≤n

ij =
n∑

i=1

n∑
j=i+1

ij =
n∑

i=1

i
n∑

j=i+1

j

Definujeme-li Dn jako množinu č́ısel dělitelných pouze prvoč́ısly menš́ımi
nebo rovnými n, pak ∏

p ≤ n prvoč́ıslo

1

1− 1/p
=
∑
k∈Dn

1

k
.

Logika:

• Operace ∧, ∨, ¬, =⇒ , ⇔.

• Kvantifikátory ∀, ∃.

Př́ıklad 3.
(A =⇒ B)⇔ (¬A ∨B)

¬(A ∧B)⇔ ¬A ∨ ¬B
¬(A ∨B)⇔ ¬A ∧ ¬B

(A =⇒ B)⇔ (¬B =⇒ ¬A)

(∀n ∈ N0)(∃a, b, c, d ∈ N0)n = a2 + b2 + c2 + d2
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Množiny:

• ∅

• Běžné operace ∩, ∪, \, ∈, 6∈, ⊂, ⊆, (, 6⊆, |x|.

• Doplněk: je-li A podmnožina nějaké (z kontextu známé) množiny B,
pak A = B \ A.

• {x ∈ X : x splňuje vlastnost . . .}, {f(x) : x ∈ X, x splňuje vlastnost . . .}

• Množina všech podmnožin množiny X: 2X , P(X)

• Množina všech k-prvkových podmnožin:
(
X
k

)
= {y ∈ 2X : |y| = k}

• Dvojice x, y neuspořádaná {x, y}, uspořádaná (x, y)

• Uspořádaná k-tice (a1, a2, . . . , ak)

• Kartézský součin X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }
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