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V matematice se nespoléhame na fakt, ze néco plati ve vSech pozoro-
vanych pripadech.

Priklad 1.

A(n) = [ﬁ-‘
B(n) = hngJ

4 5 6 7T 8 9 10 11 12 13 14 15

n 1 2 3
An) | 2 5 8 11 14 17 20 23 25 28 31 34 37 40 43
2 65 8 11 14 17 20 23 25 28 31 34 37 40 43

A(777451915729368) = 2243252046704767
B(777451915729368) = 2243252046704766

Diikaz: logické odvozeni z axiomu.

1 Typy diakazua

1.1 Sporem
Misto dokazovani tvrzeni ,Plati A.“ vyvracime tvrzeni ,Neplati A.¢
Veéta 1. Existuje nekonecné mnoho prvocisel.

Dukaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje jen koneéné mnoho prvocisel
P1, - - -, Pn- Uvazujme cislo &k = pips -+ - p, + 1. Toto ¢islo neni délitelné pq,

.., Pn. Ale kazdé ptirozené cislo vétsi nez 1 je délitelné néjakym prvocislem,
coz dava spor. Prvocisel tedy existuje nekoneéné mnoho. O]

Castou variantou je vyvraceni existence minimalniho protipiikladu.
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Lemma 2. KaZdé prirozené cislo vétsi nez 1 je délitelné néejakym prvocislem.

Dukaz. Pro spor predpokladejme, ze existuje néjaké prirozené cislo vétsi nez
1, které neni délitelné Zddnym prvocislem. Necht n je nejmensi takové &islo.
Jelikoz n je délitelné sebou samym, n neni prvocislo. Proto existuje néjaké
prirozené ¢islo a ruzné od 1 a n, které déli n. Jelikoz a < n (tedy a je mensi nez
hypoteticky nejmensi protipiiklad na Lemma 2), ¢islo a je délitelné néjakym
prvocislem p. Ale jelikoz pla a a|n, dostavame, ze prvocislo p déli i n, coz je
spor. ]

2 Matematickou indukci

Méjme tvrzeni A(n) o pfirozeném ¢isle n. Abychom dokazali, ze A(n) plati
pro vsechna piirozend ¢isla n, dokazujeme pro kazdé n jestlize A(m) plati
pro vSechna pfirozend ¢isla m < n, pak plati A(n)“.

Lemma 3. Kazdé prirozené ¢islon ruzné od 1 je délitelné néjakym prvocislem.
Diikaz. Necht n je libovolné pfirozené éislo rtizné od 1. Dikaz provedeme
indukci, predpoklddame tedy, ze kazdé prirozené Cislo mensi nez n a ruzné
od 1 je délitelné néjakym prvocislem.

Jestlize n je prvocislo, pak tvrzeni zjevné plati, jelikoz n|n. Jestlize n
neni prvocislo, pak ma néjakého délitele a ruzného od 1 a n, a tedy a < n.
Z indukéniho predpokladu je a délitelné néjakym prvocislem p. Jelikoz pla a
a|ln, mame p|n. O

Cast4 varianta: dokazujeme

e plati A(1) a

e pro kazdé n > 2, jestlize plati A(n — 1), pak plati A(n).
Lemma 4. Pro kaZdé prirozené c¢islo n plati
n(n+1)

2
Dukaz. Dukaz provedeme indukei dle n. Pro n = 1 mame
_1-2 n(n+1)

2 2
tvrzeni tedy plati. Uvazujme nyni libovolné n > 2. Z indukéniho predpokladu
mame

1424 +n=

1424 +n=1

1424+ (n—1)= (n_l)((z_l)‘*‘l):(n;l)n‘




Pak
I+24+--+n=(01+2+-+(n—-1)+n=—F"—+n=—F7—,

jak jsme méli dokazat. O
Pozor na ,neuplnou indukei®.
Lemma 5 (Chybné!). Pro kazdd prirozend ¢isla a,b > 1 je 2a + b liché.

Dukaz (Chybny!). Dukaz provedeme indukei dle n = a+ b — 1. Budeme tedy
dokazovat nésledujici tvrzeni.

Pro kazdé prirozené ¢islo n a kazda prirozena cisla a, b > 1 takova,
zen=a+0b—1,je 2a+ b liché.

Kdyzn =1, pak a =b =1 a 2a + b = 3, tvrzeni tedy plati. Uvazme nyni
libovolné n > 2, a predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro n — 1. Tedy pro kazdé
piirozend ¢isla a’, b’ > 1tz. o'+ —1 = n—1 je 2a’ +¥' liché. Necht a = a’ +1
a b=1"V" Pak plati

20 +b=2(d+1)+b = (2d + V) +2.

Jelikoz 2a’ + b’ je liché, o 2 vétsi ¢islo 2a + b je také liché. Navic a +b— 1 =
a' 4+ b = n, tvrzeni tedy plati i pro n. O

3 Znaceni

Aritmetika:
e Bézné operace +, —, -, / na ruznych oborech, rovnost =, nerovnost #.
e Ciselné obory:
- N={1,2,3,...}, No= {0} UN
—Z={.,-3,-2,-1,01,23,...}
— @Q racionélni ¢isla
— R reélnd ¢isla, Rj nezdpornd redlnd cisla
— C komplexni ¢isla

e s"a yproneN zeR yeRy, Jy= gy

e ¢, exp(z) pro x € R, log(y) = In(y), log,(y) pro y > 1.
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o [z}, [7]

Soucty a souciny:

n

® Uyt Qpi1+...+ta, =) a;.

n
L S |

® > .c;a; soucet pies viechny indexy v mnoziné .
0
® Dlin1 i =D icpi = 0.
0
o [[imiai=]Lga=1
Priklad 2.

n
[[--+
=1

D 2i+3)=2) i+ 3=n(n+1)+3n
i=1 i=1 i=1
SED D IR 91O
1<i<j<n i=1 j=it+1 i=1  j=i+1
Definujeme-li D,, jako mnozinu cisel délitelnych pouze prvocisly mensimi
nebo rovnymi n, pak

1 1
11 1—1/p:ZE'

p < n prooéislo keDy,
Logika:
e Operace A\, V, 7, =, .
e Kvantifikatory V, 4.

Priklad 3.
(A = B)< (mAVB)

-(AANB) < -AV-B
-(AV B) & -AN-B
(A = B)< (-B = -4)
(Yn € Ng)(Ja, b, c,d € No)n = a® + b* + ¢ + d*



Mnoziny:
o ()
e Bézné operace N, U, \, €, &, C, C, C, Z, |z|.

e Doplnék: je-li A podmnozina néjaké (z kontextu zndmé) mnoziny B,
pak A= B\ A.

e {x € X : x splnuje vlastnost ...}, {f(z) : x € X,z spliuje vlastnost ...}
e MnoZina vSech podmnozin mnoziny X: 2%, P(X)

e Mnozina vSech k-prvkovych podmnozin: ()k() ={ye2X: |y =k}

e Dvojice z, y neusporddand {z,y}, usporddana (z,y)

e Usporadand k-tice (a1, aq, ..., ax)

o Kartézsky soucin X x Y ={(z,y):x € X,y €Y}



