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1 Seznamová barevnost úplných bipartitńıch

graf̊u

Hypergraf je (slabě) k-obarvitelný, jestliže existuje jeho obarveńı k barvami
neobsahuj́ıćı monochromatickou hranu. Necht’ Mk(s) označuje nejmenš́ı počet
hran s-uniformńıho hypergrafu, který neńı k-obarvitelný.

Lemma 1.
2s−1 ≤M2(s) = O(s22s)

D̊ukaz. Uvažme náhodný s-uniformńı hypergraf na n = s2 + 2s vrcholech,
kde každá s-tice tvoř́ı hranu náhodně nezávisle s pravděpodobnost́ı p = n

(n/2
s )

.

Uvažme libovolné 2-obarveńı ϕ vrchol̊u, přǐrazuj́ıćı t vrchol̊um hodnotu 1 a
n− t vrchol̊um hodnotu 0. Pak pravděpodobnost, že ϕ je dobré obarveńı, je

(1− p)(
t
s)+(n−t

s ) ≤ (1− p)(
n/2
s ) ≤ e−p(

n/2
s ) = e−n,

a tedy s pravděpodobnost́ı (2/e)n → 0 výsledný hypergraf nemá 2-obarveńı.
Dle Markovovy nerovnosti má s pravděpodobnost́ı alespoň 1/2 nejvýše 2p

(
n
s

)
=

O(s22s) hran.
Naopak, má-li s-uniformńı hypergraf m hran, pak středńı hodnota počtu

monochromatických hran v náhodném 2-obarveńı je m
2s−1 . Je-li m < 2s−1, pak

tedy hypergraf má nějaké dobré 2-obarveńı.

Věta 2. Každý bipartitńı graf G s méně než M2(s) vrcholy je s-vyb́ıravý.

D̊ukaz. Necht’ L je přǐrazeńı seznamů délky s vrchol̊um G. Uvažme hyper-
graf, jehož hrany jsou s-tice L(v) pro v ∈ V (G). Dle definice M2(s) je tento
hypergraf 2-obarvitelný, barvy tedy můžeme rozdělit do množin A a B tž.
L(v) ∩ A 6= ∅ a L(v) ∩ B 6= ∅ pro každé v ∈ V (G). Vrcholy v jedné z partit
obarv́ıme barvami z A, vrcholy ve druhé partitě barvami z B.
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Věta 3. Jestlǐze n ≥M2(s), pak Kn,n neńı s-vyb́ıravý.

D̊ukaz. Necht’ H je s-uniformńı hypergraf s hranami e1, . . . , en, který neńı
2-obarvitelný. Necht’ ai a bi pro i = 1, . . . , n jsou vrcholy Kn,n v r̊uzných
partitách. Položme L(ai) = L(bi) = ei pro i = 1, . . . , n. Kdyby Kn,n měl L-
obarveńı ϕ, položme A = {ϕ(ai) : i = 1, . . . , n} a B = {ϕ(bi) : i = 1, . . . , n}.
Množiny A a B jsou disjunktńı a prot́ınaj́ı každou z hran H, dávaly by tedy
dobré 2-obarveńı H, což je spor.

2 Seznamová barevnost graf̊u velkého mini-

málńıho stupně

Lemma 4. Graf G minimálńıho stupně δ obsahuje bipartitńı podgraf G1

minimálńıho stupně alespoň δ/2 ťz. V (G1) = V (G).

D̊ukaz. Necht’ A,B je rozklad V (G) na dvě části takový, že počet hran s
jedńım koncem v A a druhým v B je maximálńı. Pak každý vrchol v ∈ V (G)
má alespoň deg(v)/2 soused̊u v opačné části.

Věta 5. Má-li graf G minimálńı stupeň alespoň d = 2
(
k4

k

)
log
[
2
(
k4

k

)]
, pak

seznamová barevnost G je věťśı než k.

D̊ukaz. Dle Lemma 4 má G bipartitńı podgraf G1 minimálńıho stupně ale-
spoň d/2 tž. V (G1) = V (G). Necht’ A a B jsou partity G1 a |A| ≥ |B|.
Položme s = k4 a C = {1, . . . , s}. Vrchol̊um G1 budeme přǐrazovat jako
seznamy k-prvkové podmnožiny C.

Nejprve urč́ıme seznamy vrchol̊u v B. Pro v ∈ B, necht’ Xv je k-prvkové
podmnožina C, zvolená uniformně a nezávisle. Vrchol u ∈ A je univerzálńı
v̊uči X, jestliže pro každou k-prvkovou podmnožinu P ⊆ C existuje uv ∈
E(G1) tž. Xv = P . Pravděpodobnost, že u neńı univerzálńı, je nejvýše(

s

k

)(
1− 1(

s
k

))deg u

≤
(
s

k

)(
1− 1(

s
k

))d/2

≤
(
s

k

)
e
− d

2(s
k) =

1

2
.

Středńı hodnota počtu vrchol̊u A, které jsou univerzálńı v̊uči X, je tedy
alespoň |A|/2 ≥ |B|/2.

Existuje tedy přǐrazeńı k-prvkových podmnožin Lv ⊆ C vrchol̊um v ∈ B
takové, že alespoň |B|/2 vrchol̊u z A je univerzálńıch v̊uči L. Seznamy Lu ⊆ C
velikosti k pro vrcholy u ∈ A nyńı zvoĺıme uniformně a nezávisle.

Uvažujme libovolné obarveńı ϕ množiny B ze seznamů L. Je-li u ∈ A
univerzálńı, pak na jeho okoĺı ϕ použ́ıvá barvu z každé k-prvkové podmnožiny
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C, a tedy na jeho okoĺı použ́ıvá alespoň s−k+1 barev. Obarveńı ϕ lze rozš́ı̌rit
na u pouze tehdy, když Lu obsahuje alespoň jednu z nejvýše k − 1 barev,
které se nevyskytuj́ı na okoĺı u. Pravděpodobnost, že to nastane, je nejvýše

(k − 1)
(
s−1
k−1

)(
s
k

) <
k2

s
,

a tedy pravděpodobnost, že ϕ lze rozš́ı̌rit na všechny vrcholy A, je méně než(
k2

s

)|B|/2
.

Možných voleb ϕ je k|B|, a tedy pravděpodobnost, že alespoň jedno z
těchto obarveńı lze rozš́ı̌rit, je méně než

k|B|
(
k2

s

)|B|/2

=

(
k4

s

)|B|/2

= 1.

Proto existuje volba seznamů Lu ⊆ C velikosti k pro vrcholy u ∈ A taková,
že žádné L-obarveńı B nejde rozš́ı̌rit na A, a tedy G1 (a t́ım sṕı̌se G) neńı
L-obarvitelný.

Důsledek 6. Necht’ d je nejmenš́ı celé č́ıslo takové, že každý podgraf G má
vrchol stupně nejvýše d. Pak

Ω

(
log d

log log d

)
≤ χl(G) ≤ d+ 1.

3 Nezávislé množiny v grafech bez trojúhelńık̊u

Věta 7. Necht’ G je graf maximálńıho stupně ∆ s n vrcholy. Jestlǐze G
neobsahuje trojúhelńık, pak

α(G) ≥ log2 ∆

16∆
n.

D̊ukaz. Zvolme nezávislou množinu W v G uniformně. Necht’ v je libovolný
vrchol G a Z je libovolná nezávislá množina v G − N [v]. Necht’ k ≤ ∆
je počet vrchol̊u v N(v), které nemaj́ı souseda v Z. Povšimněme si, že
N(v) je nezávislá množina v G. Podmı́něná pravděpodobnost, že v ∈ W ,
za předpokladu, že W \N [v] = Z, je 1

2k+1
. Středńı hodnota počtu vrchol̊u W

v N(v) za stejného předpokladu je k2k−1

2k+1
. Necht’ Xv = [v ∈ W ]+ 1

∆
|N(v)∩W |.

Pak středńı hodnota Xv za předpokladu, že W \N [v] = Z, je

1

2k + 1
+

1

∆
· k2k−1

2k + 1
≥ 1

2k+1
+

k

4∆
≥ log2 ∆

8∆
.
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Jelikož tento odhad plat́ı pro každé Z, nepodmı́něná středńı hodnota Xv je
také alespoň log2 ∆

8∆
, a středńı hodnota

∑
v∈V (G) Xv je alespoň log2 ∆

8∆
n.

Nicméně, ∑
v∈V (G)

Xv = |W |+ 1

∆

∑
v∈V (G)

|N(v) ∩W | ≤ 2|W |,

a proto středńı hodnota |W | je alespoň log2 ∆
16∆

n.

Důsledek 8. Graf G bez trojúhelńık̊u na n vrcholech má nezávislou množinu
velikosti Ω(

√
n log n). Ramseyovo č́ıslo R(3,m) je tedy O

(
m2

logm

)
.

D̊ukaz. Jestliže ∆(G) = Ω(
√
n log n), pak okoĺı vrcholu nejvyšš́ıho stupně

je nezávislá množina velikosti Ω(
√
n log n). Jestliže ∆(G) = O(

√
n log n),

tvrzeńı plyne z Věty 7.

4 Barveńı graf̊u bez trojúhelńık̊u

Funkce f : An → R má reakci na změnu nejvýše c, jestliže pro každé ~x a ~y,
které se lǐśı pouze v jedné souřadnici, plat́ı |f(~x)− f(~y)| ≤ c.

Věta 9. Necht’ X1, . . . , Xn jsou náhodné proměnné s oborem hodnot A a
necht’ f : An → R má reakci na změnu nejvýše c. Pak

Pr
[
|f(X1, . . . , Xn)− E[f(X1, . . . , Xn)]| > t

]
< 2e−

t2

2c2n .

Funkce f : A → R má r-certifikáty, jestliže pro každé ~x tž. f(~x) ≥ s
existuje nejvýše rs souřadnic I tak, že shoduje-li se ~y s ~x na souřadnićıch I,
pak f(~y) ≥ s.

Věta 10 (Talagrandova nerovnost). Necht’ X1, . . . , Xn jsou náhodné proměnné
s oborem hodnot A a necht’ f : An → R má reakci na změnu nejvýše c a r-
certifikáty. Necht’ E = E[f(X1, . . . , Xn)]. Pak pro 0 ≤ t ≤ E plat́ı

Pr
[
|f(X1, . . . , Xn)− E| > t+ 60c

√
rE
]
< 4e−

t2

8c2rE .

Věta 11. Existuje ∆0 tak, že každý graf G maximálńıho stupně ∆ ≥ ∆0 bez
trojúhelńık̊u má barevnost nejvýše

(
1− 1

2e6

)
∆.

D̊ukaz. BÚNO G je ∆-regulárńı (jinak ho zanoř́ıme do ∆-regulárńıho grafu
bez trojúhelńık̊u). Přǐrad’me každému vrcholu náhodně jednu z C = b∆/2c
barev uniformně nezávisle. Následně odbarvěme všechny vrcholy, které maj́ı
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přǐrazenu barvu shodnou s barvou nějakého souseda. Ukážeme, že s nenulo-
vou pravděpodobnost́ı pro každý vrchol v existuje alespoň ∆

2e6 +1 barev, které
jsou na okoĺı v použity alespoň dvakrát. Proto můžeme G hladově dobarvit(
1− 1

2e6

)
∆ barvami.

Necht’ Xv je počet barev, které byly přǐrazeny alespoň dvěma soused̊um v,
a ani z jednoho souseda nebyly odbarveny. Necht’ Av je jev, že Xv <

∆
2e6 + 1.

Nı́že ukážeme, že Pr(Av) <
1

e∆4 . Jelikož Av může být ovlivněno jevy Aw pouze
pro w ve vzdálenosti nejvýše 4 od v, a počet takových vrchol̊u w je menš́ı
než ∆4, z Lovászova lokálńıho lemmatu pak bude plynout, že s nenulovou
pravděpodobnost́ı žádný jev Av nenastává.

Abychom ukázali Pr(Av) <
1

e∆4 , budeme dokazovat následuj́ıćı dvě ne-
rovnosti.

E[Xv] ≥
∆

e6
− 1 (1)

Pr
[
|Xv − E[Xv]| >

√
∆ log ∆

]
<

1

2e∆4
(2)

Z nich požadované tvrzeńı zjevně plyne, jelikož 2 +
√

∆ log ∆ < ∆
2e6 .

Pro d̊ukaz (1) odhadujme počet barev, které jsou přǐrazeny přesně dvěma
vrchol̊um u,w ∈ N(v) a následně nejsou odbarveny. To nastane, když nějaká
barva α je přǐrazena u a w a žádnému daľśımu vrcholu v N(u)∪N(v)∪N(w)
– těchto vrchol̊u je nejvýše 3∆ − 3 ≤ 6C. Pravděpodobnost, že to nastane

pro zvolené u, w a α je alespoň 1
C2

(
1− 1

C

)6C
, a voleb u, w a α je C

(
∆
2

)
.

Dostáváme tedy

E[Xv] ≥ C

(
∆

2

)
1

C2

(
1− 1

C

)6C

≥ ∆− 1

e6

(
1− 4

C

)
>

∆

e6
− 1.

Pro d̊ukaz (2) rozepǐsme Xv = Tv − Rv, kde Tv je počet barev, které
byly přǐrazeny alespoň dvěma soused̊um v, a Rv je počet barev, které byly
přǐrazeny alespoň dvěma soused̊um v a na alespoň jeden z nich byl odbarven.
Stač́ı tedy ukázat, že Tv a Rv jsou obě koncentrovány kolem své středńı
hodnoty.

Proměnná Tv zálež́ı pouze na barvách ∆ soused̊u v a změna barvy jednoho
z nich změńı Tv nejvýše o 2. Z Věty 9 tedy dostáváme Pr

[
|Tv−E[Tv]| > t

]
<

2e−
t2

8∆ . Proměnná Rv zálež́ı na barvách vrchol̊u ve vzdálenosti nejvýše 2 od
v a opět změna barvy jednoho z těchto vrchol̊u změńı Rv nejvýše o 2. Nav́ıc
má Rv 3-certifikáty: pro každou barvu α započ́ıtanou do Rv stač́ı mı́t dva
sousedy v obarvené α a daľśıho souseda jednoho z nich obarveného α. Jelikož

E[Rv] ≤ C < ∆, z Věty 10 máme Pr
[
|Rv−E[Rv]| > t+ 120

√
3∆
]
< 4e−

t2

96∆ .

Dosazeńım t =
√

∆
3

log ∆ do těchto dvou nerovnost́ı dostaneme (2).
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