10. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Dualita a Farkasovo lemma

V celém cviceni: A je matice o rozmérech m x n a b € R™.

D: M¢jme linearni program s n proménnymi a m podminkami:

max ¢l z za podminek Az <bax >0 (P)

Pak jeho dudlem nazveme nasledujici linearni program s m proménnymi a n podmin-
kami:
min b’y za podminek ATy > cay >0 (D)

T (Slaba véta o dualité): Pro libovolné feseni x tlohy (P) a libovolné feseni dualu y
plati ¢’z < bly.
T (Silna véta o dualité): Pro ulohy (P) a (D) nastane pravé jedna z nasledujicich
moznosti:

1. Ani (P), ani (D) nemé piipustné reseni.

2. (P) je neomezena a (D) neméa piipustné reseni.

3. (P) nema piipustné feseni a (D) je neomezena.

4. Jak (P), tak (D) maji pripustné feSeni. Pak existuje optimalni feseni z* tlohy (P)

a optimaln{ Feseni y* tlohy (D) a plati cTa* = bly*.

Pivodni program: V' dudlu bude:
maximum minimum

max c'x min b’y

m podminek m proménnych
n proménnych n podminek

1-t4 podminka méa < | y; > 0

1-t4 podminka méa > | y; <0
t-td4 podminka méd = | y; € R
x; >0 J-t4 podminka ma >
z; <0 j-ta4 podminka méa <
z; €R j-td4 podminka ma =

T (Farkasovo lemma pro nerovnice):

Soustava nerovnic Ax < b mé TeSeni < neexistuje y € R nezaporné takové, ze
yTA=0ay’bh<0.

T (Farkasovo lemma pro rovnice):

Soustava rovnic Az = b ma nezaporné redeni < neexistuje y € R™ takové, ze y’ A > 0
aylh<0.

T (Farkasovo lemma pro nerovnice 2):

Soustava nerovnic Ax < b ma nezaporné feSeni < neexistuje y € R nezaporné
takové, ze yTA>0a y'b < 0.



PRIKLAD PRVNI Pro zadany nésledujici NP-tézky problém vymyslete nejprve
vhodny celociselny linedrni program, a pak tento program zrelaxujte a zdualizujte.
Problém je PAKOVANI DO KOSU. Méte na vstupu n objekti o velikosti vy, ..., vy,
kazda velikost je realné ¢islo mezi 0 a 1. K dispozici mate v podstaté neomezené
mnozstvi kosti o kapacité 1. Vasim tkolem je nalézt rozlozeni vSech objektt do kosu
tak, ze pocet neprazdnych kost bude co nejmensi.

PRIKLAD DRUHY Dokazte Farkasovo lemma (v libovolné verzi) pomoci silné véty
o dualité.
PRIKLAD TRETI 7, Farkasova lemmatu pro nerovnice dokazte Farkasovo lemma

pro rovnice a poté obracené.

PRIKLAD CTVRTY Dokazte nasledujici obdobu Farkasova lemmatu pro rovnice bez

podminky nezapornosti:

Soustava rovnic Az = b ma Fefeni < neexistuje y € R™ takové, ze y?A = 0 a
T

y b= —1.

Hint: na diikaz jedné implikace se miize hodit pouzit Gaussovu eliminaci.
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