4. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Linearita, afinita, konvexita ... prosté geometrie

Priklady naleznete na zadni strané.

D: Afinni prostor A C R? je ma tvar L + v pro né&jaky linearni prostor L a posuvny vektor v € R
Jiz vime, Ze jde ur¢it pomoci soustavy rovnic Az = b. Dimenze afinniho prostoru A je rovna dimenzi
jeho pridruzeného linedrniho prostoru L.

D: Afinni kombinace vektoru aq, ao,. . .a, je vektor Z?:l a;a;, kde o4 splnuji Z?Zl o; = 1.
D: MnoZina bodi/vektort V' C R? je afinné nezdvisld, pokud plati, 7e Zadny vektor v € V neni
afinni kombinaci ostatnich.

D: Afinni obal Aff(V') mnoZiny vektori V' C R? je mnoZina viech afinnich kombinaci jakékoli konecné
podmnoziny vektori z V.

D: Nadrovina je libovolny afinni prostor v R? dimenze d — 1. V roviné tedy je kazda piimka nadrovi-
nou, v 3D prostoru je nadrovinou libovolné rovina, atd. Nadrovinu uréuje rovnice ¢’z = b.

Nadrovina rozdéluje prostor R? na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou poéitame jako soucést
obou poloprostori.

D: Mnozina K C R? se nazyva konvexni mnoZinou, pokud Vz,y € K,Vt € [0,1] : tx + (1 —t)y € K.
Jinak Teceno, kazda tsecka se dvéma konci v K musi mit kazdy bod obsazeny v K.

D: Vektor x je konverni kombinaci mnoziny vektoru aq, as, . .. a, pokud r = Z?:l a;a;, kde a; jsou
realna ¢isla spliwujici Y . ; oy = 1 a navic Vi : o; € [0, 1].

MnoZina bodii/vektorit V' C R? je v konvezni poloze (,konvexné nezévisla“), pokud plati, ze zadny
vektor v € V neni konvexni kombinaci ostatnich.

D: Konvexni obal conv(V) mnoziny vektori V' C R? je mnozina konvexnich kombinaci jakékoli
kone¢né podmnoziny vektori z V.

D: Konvexni mnohostén je libovolny objekt v R?, ktery je prinikem kone¢né mnoha poloprostorti.
Alternativné mtizeme ¥ici, Ze konvexni mnohostén je libovolnd mnozina bodu tvaru {z|Az < b} pro
néjakou redlnou matici A a realny vektor b.

D: Necht P je konvexni mnohostén a ¢ € R”, ¢t € R. Jestlize Vo € P : ¢’z < t a zarovei 3z : c'x = t,
oznac¢ime {z|c'x = t} jako tecnou nadrovinu n; konvexniho mnohosténu P.

Praniky te¢nych nadrovin s mnohosténem S = n; N P pak nazyvame sténam: mnohosténu P. K nim
také zapocitavame dvé nevlastni stény () a P.



PRIKLAD PRVNI Z minula: Student Tomas Pilny dostal na cvic¢eni z Optimalizace zadany
tukol:

Navrhnéte celociselnyj program pro problém obchodniho cestugiciho, ¢ili pro dany ohodnoceny graf
G = (V,E,w), kde w(e) > 0 je délka hrany e, chceme najit Hamiltonovskou kruznici s nejkratsi
délkou. Hamiltonovskd kruznice navstivi kazdy vrchol prdavée jednou.

Tomas navrhuje nasledujici feseni:

»Pro kazdou hranu uv mame proménnou w,, € {0,1}, cilova funkce je min}_  pw(uv)z,, a pro
kazdy vrchol u mame podminku Zvluve £ Tuw = 2.%

Funguje toto feseni? Pokud ano, zduvodnéte, pokud ne, zdivodnéte a jesté vymyslete lepsi.

PRIKLAD DRUHY

1. Mohou se dvé dvoudimenzionalni roviny (prosté klasické roviny) protinat v jednom bodé, pokud
jsme v prostoru R*?

2. Jak muZe vypadat vzajemna poloha dvou rovin v R*?

3. Mohou se dva prostory dimenze 3 protinat v R® v jednom bodé?

PRIKLAD TRETI Necht A C R” je afinni prostor. Z definice je pak A tvaru A = L + v pro
néjaky linearni prostor L a néjaky vektor v. Dokazte, Ze existuje pravé jeden linearni prostor L C R"™
takovy, ze A = L + v pro néjaky vektor v.

Charakterizujte vSechny vektory v, které posunou linearni prostor L na afinni prostor A.

PRIKLAD CTVRTY Uz vime, Ze mnozina K je konvexni, pokud do mnoziny patii vSechny
tsecky s dvéma konci v K. Dokazte podobny popis pro afinitu:

MnoZina A je afinni podprostor R? pravé tehdy, kdyz pro kazdé dva body a,b € A plati, ze pirimka
urc¢enéa body a, b je celd obsazena v A.

PRIKLAD PATY Mé&jme mnohostén P = {z € R|z > 1 & z < 2}. Preved'te zépis jeho dvou
nerovnicovych podminek do rovnicového tvaru a nakreslete mnohostén z rovnicového tvaru (jeho
prostoru vzroste dimenze).

PRIKLAD SESTY Vlastnosti polytop:

e M¢jme konvexni mnohostén P. Dokazte, Ze priunik dvou stén P je také sténa P.
e Uvazte vas oblibeny konvexni mnohostén P a najdéte dvé rizné teéné nadroviny n,, ny, jejichz
neprazdny prunik s P urcuje tutéz sténu.

Domaci ukoly

Deadline na odevzdani je zacatek cviceni za 3 tydny od zadani (za 2 tydny jsou Velikonoce :-)

PATY DOMACI UKOL [2 body]
Dokazte nasledujici tvrzeni. Necht M C R™. Pro kazdy vektor v € R™ plati Aff(M)+u = Aff(M +u)
a conv(M) +u = conv(M + u).



