5. cviceni z PaSti — 2022-03-15
Tahak

o Stredni hodnota veli¢iny X: E(X) =3)",t- P(X =T).

o Linearita stredni hodnoty: E(X +Y) = E(X) + E(Y), E(aX) = aE(X).
o Rozbor pripadi: E(X) =E(X | A) - P(A) + E(X | A°) - P(A°).

o LOTUS (pravidlo naivniho statistika): E(g(X)) =", g9(a) - P(X = a).

e Indikdtorovd ndhodnd velicina 14 jevu A nabyva hodnot 0 a 1, pricemz [4 =
1 & A nastane. Plati, ze E(I4) = P(A4).

o Rozptyl var(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — (E(X))?.
e Veliciny X aY jsou nezdvislé & P(X =aANY =b)=P(X =a)-P(Y =0).
e Pro X, Y nezavislé plati E(XY) = E(X)E(Y).

Na zahrati

1. Méjme neorientovany graf G = (V| E). Vybereme ndhodné podmnozinu vrcholt
V' C V tak, ze pro kazdy vrchol si hodime minci, zda ho ddme do V'. Jaka je stfedni
hodnota poctu hran, které vedou mezi V' a V' \ V'?

2. Hodime tifemi kostkami a vysledek precteme jako triciferné ¢islo. Jaka je jeho
stredni hodnota?

3. Hodime dvéma kostkami a vysledek precteme jako dvojciferné cislo, pricemz
kostku s vétsi hodnotou pouzijeme pro fad desitek. Jaka ja ted stfedni hodnota?

Zachazeni se stfedni hodnotou a rozptylem
4. Necht X, Y jsou diskrétni n.v. a a € R.
(a) Ukazte, ze var(X + o) = var(X).

(b) Vyjédiete var(aX) pomoci var(X).
(¢) Ukazte, ze var(X +Y) = var(X) + var(Y), pokud X, Y jsou nezévislé.

5. Dokazte:

(a) Pokud E(X?) =0, tak P(X =0) = 1.

(b) Predpokladejme, ze var(X) = 0, déle ze E(X) existuje a je koneén4.
Pak X = E(X) skoro jisté, neboli P(X = E(X)) = 1.



Podminéna stfedni hodnota

6. V testu je 20 otdzek s volbami {a,b,c,d}, vidy je spravnd pravé jedna odpovéd.
Za spravnou odpovéd dostanete 1 bod, za Spatnou —1/4 bodu, za nevyplnénou
otazku nula. Kazdé otazka je s pravdépodobnosti p jednou z téch, co se Kvido naucil,
a tedy zna spravnou odpovéd. Pokud spravnou odpovéd neznd, vi o tom a miize se
rozhodnout, zda tipovat.

(a) Jakd je stfedni hodnota podtu bodu, které Kvido ziskd, pokud bude odpovidat
jenom na otazky, u kterych zna odpoveéd?

(b) A co kdyz bude tipovat, kdyZ nezné spravnou odpovéd?

(c) Jak by se musela zménit penalizace za chybnou odpovéd, aby byly odpovédi

v Castech a, b stejné?

7. Hazime béznou kostkou, pii Sestce hadzime znovu, a to i opakované. Spocitejte
stfedni hodnotu souctu vsech hozenych cisel.

Nezavislost
8. Ukazte, ze jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz jsou nezdvislé jejich indikatorové
velic¢iny.
9. Ukazte, ze pro diskrétni nezavislé n.v. X, Y plati
P(X <aAY <y)= P(X <a)- P(Y <y).
Pro jednoduchost muzete predpoklddat, ze Im(X) = Im(Y) = {1,2,...,n} pro
néjaké n.
Bonusy

10. Velky hon: n myslivct se snazi ulovit n lisek. Mifi ndhodné: kazdy myslivec
strefi rovnomérné ndhodné vybranou lisku. Spocitejte stiedni pocet lisek, které hon

vees

11. Mé&jme ndhodnou permutaci 7 na mnoziné {1, ..., n}. Prvek i je levgm mazimem,
pokud 7(j) < 7 (i) pro vSechna j < 4. Jakd je stfedni hodnota po¢tu levych maxim?
Analogie: riazné vysoci lidé stoji ve fronté, kolik z nich vidi na zacéatek fronty?

12. Pripomenite si definici indikatorové ndhodné veli¢iny I 4.

(a) Necht A= A; UAyU---UA,. Ovéfte rovnost

n

1—14= H(1 —1I4,).

i=1

(b) Roznéasobte a pouzijte vétu o linearité stfedni hodnoty, abyste ziskali princip
inkluze a exkluze.



Pravdépodobnostni rozdéleni v Pythonu

import scipy.stats as stats

Poridime st binmomidlni rozdéleni s danymi parameiry
= 20

=0.3

stats.binom(n, p)
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# Nechdame si vygenerovat ndhodny vzorek
print ('RVS:', b.rvs(size=20))

# Pravdépodobnostni funkce (Probability Mass Function)
print ('PMF:', [b.pmf(x) for x in range(0, n+1)])

# Distribuént funkce (Cummulative Distribution Function)
print ('CDF:', [b.cdf(x) for x in range(0, n+1)])

# Kvantily ("inverze" k CDF, Percent Point Function)
print('Quantile 0.1:', b.ppf(0.1))
print('Quantile 0.9:', b.ppf(0.9))

# StTedn? hodnota, Tozptyl a smérodatnd odchylka
print('Mean:', b.mean())

print('Variance:', b.var())

print('Std deviation:', b.std())

# Také se jde primo zeptat na vlastnosti rozdéleni s konrétnimt
# parametry, aniZ bychom ho explicitné konstruovali.
print(stats.binom.rvs(n, p, size=20))



Kreslime obrazky

import numpy as np
import scipy.stats as stats
import matplotlib.pyplot as plt

Rozdélent

= 20

= 0.3
stats.binom(n, p)
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# Jeden obrazek

fig, ax = plt.subplots(l, 1)

x = np.arange(0, n+1)

ax.plot(x, b.pmf(x), 'bo', ms=8, label='binom pmf')
ax.vlines(x, 0, b.pmf(x), colors='b', lw=5, alpha=0.5)
ax.legend ()

plt.show()

# Nebo vice obrazki pohromadé

fig, ax = plt.subplots(l, 2)

x = np.arange(0, n+1)

ax[0] .set_ylim(0, 1)

ax[0] .plot(x, b.pmf(x), 'bo', ms=8, label='binom pmf')
ax[0] .vlines(x, O, b.pmf(x), colors='b', lw=5, alpha=0.5)
ax[0] .legend )

ax[1] .plot(x, b.cdf(x), 'r', label='binom cdf')

ax[1] .legend )

plt.show()



Binomial(n=30, p=0.3)
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Hypergeometric(M=100, n=10, N=3)
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Geometric(p=0.5)
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Poisson(pu=1)
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