10. cviceni z PaSti — 2021-05-05

7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden priklad.

Konvoluce
1. Budte X,Y, Z ~ U(0,1) nezdvislé ndhodné veli¢iny.
(a) Jaké je rozdéleni X + Y? Urcete hustotu — jak podle konvoluéniho vzorce, tak

»podle obrazku“.

(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z? Pro jednoduchost urcete hustotni funkei jen na
intervalu [0, 1].

(c) Jak vysledek ovéfit samplovanim? (Provedte rychly experiment, napt. v Py-
thonu, nebo jen popiste, co byste délali.)

2. Budte X, Y, Z ~ Exp()\) nezavislé ndhodné velic¢iny.

(a) Jaké je rozdéleni X +Y?
(b) Jaké je rozdéleni X +Y + Z7?

Aplikace nerovnosti a Centralni Limitni Véty

3. Statistik chce odhadnout prumérnou vysku h (v metrech) lidi v né&jaké populaci,
pomoci n nezavislych vzorkia Xy, ..., X,, které vybirdame uniformné ndhodné se
vSech moznych lidi. Pro odhad pouzije vybérovy pramér S, = (X1 + --- + X,,)/n.
Odhaduje, ze smérodatna odchylka jednoho vybéru je nejvyse 1 metr.

(a) Jak velké n ma volit, aby smérodatnd odchylka S,, byla nejvyse 1cm?

(b) Pro jaké n zajisti CebySevova nerovnost, Ze pravdépodobnost, ze M, se lisi
od h nejvyse o 5cm s pravdépodobnosti alespon 99 %?

4. Oznacme S = ZZO:O (120). Oznaéme dale X = qu X;, kde X; je £1 s pravdeé-

1=

podobnost{ 1/2 a veli¢iny X, ..., X, jsou nezdvislé.

(a) Vyjadrete S pomoci vhodné pravdépodobnosti vyroku o X.
(b) Pouzijte CLV na odhad této pravdépodobnosti.

(¢) Vyd¢islete S vhodnym softwarem a srovnejte.

5. Odhadnéte (13000) pomoci CLV.



Podminéna stredni hodnota
6. Necht X je n.v. s hustotou
z/4 prol <z <3,
xTr) =
Ix(@) {0 jinak.
Oznaéme A jev {X > 2}.

(a) Spoctéte E(X), P(A), fxja a E(X | A).
(b) Oznaéme Y = X2. Spoctéte E(Y) a var(Y).

Podminéna hustota

7. Necht X, Y maji sdruzenou hustotu

eV prol<z<y<oo,
f(z,y) = )
0 jinak.

(a) Urcete podminénou hustotu fx|y.

(b) Urcete podminénou hustotu fy|x.

8. Metrovy klacek zlomime v uniformné ndhodném bodé a ponechame si levy kus.
Jeho délku oznac¢ime Y. V ném opét vybereme uniformné ndhodny bod, kde klacek
zlomime, a délku levého kusu oznacime X.

(a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y. Mize vim pomoci podminéna hustota fx|y.
(b)

(¢) Pomoci fx spoctéte E(X).

(d) Spoctéte E(X) pomoci vztahu X =Y - (X/Y).

Najdéte marginalni hustotu fx.

9. Metrovy klacek rozlomime na t¥i kusy jednim z niZe popsanych zpusobti. Pro
kazdy z nich spocitejte, jaka je pravdépodobnost, Ze ze ziskanych ti{ kust jde sestavit
trojahelnik. (Ndpovéda: napied si rozmyslete, kdy jsou tii kladnd ¢isla se souctem 1
stranami néjakého trojihelniku.)

(a) Vybereme uniformné ndhodné dva body zlomu.

(b) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udélame s kusem
klacku v pravé ruce.

(¢) Vybereme uniformné ndhodné prvni bod zlomu. Pak totéz udéldme s vétsim
kusem klacku.



10. Volme uniformné ndhodné bod z trojihelniku s vrcholy v bodech [0, 0], [0,1] a
[1,0], tj. pravdépodobnost kazdé podmnoziny je imérnd jejimu obsahu. Oznac¢me
X, Y souradnice zvoleného bodu.

a) Najdéte sdruzenou hustotu fx y.
b)
()

(d) Spoctéte E(X | Y = y) a podle véty o rozboru moznosti spoctéte E(X) (pomoci

(e) Spoctéte E(X) pomoci predchozi ¢dsti a symetrie.

Najdéte marginalni hustotu fy .
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Najdéte podminénou hustotu fxy-



