7. cviceni z PaSti — 2021-04-14

7 kazdé kapitolky zkuste aspon jeden priklad.

Distribu¢ni funkce
Pripomerite si, Zze distribuéni funkce Fx je definovdna vztahem Fx (z) = P(X < z).

1. Pro jisty problém mame k dispozici dva algoritmy, A a B. Algoritmus C spociva
v tom, Ze si nahodné vybereme, ktery z algoritmi A, B spustime — A bude mit
pravdépodobnost p, B pravdépodobnost 1 — p. Dobu béhu A, B, C' chipeme jako
nahodné veli¢iny, oznac¢ime je X, Y, Z.

(a) Vyjadrete E(Z) pomoci E(X) a E(Y).

(b) Urcete Fz pomoci Fx, Fy.

(¢) Pokud jsou X, Y spojité, uréete fz pomoci fx, fy.

2. Metrovy klacek rozlomime na dva kusy lomem v uniformné ndhodném bodé. Bud
X délka dels{ ¢ésti.

(a) Jaké je rozdéleni X?

(b) Urdete E(X).

Hustota

Pro spojité n.v. je Fx(z) = [“__ fx(t) dt pro vhodnou nezdpornou funkci fx (hus-
totu X). Pak je také P(X € A) = [, fx(t) dt.

3. Hazime na ter¢ — kruh o poloméru 1. Predpoklddejme, ze kazdy bod v teréi ma
stejnou pravdépodobnost zasahu, presnéji, kazda jeho podmnozina ma pravdépo-
dobnost imérnou své plose. Ozna¢me X vzdélenost od stfedu.

(a) Najdéte distribuéni funkei Fx.
(b) Najdéte hustotni funkci fx.
(¢) Zjistéte E(X), var(X), ox.

4. Bublifukem vyfoukneme bublinu o poloméru R ~ U(1,5). Jaka je stfedni hodnota
povrchu bubliny?



Vypocty momenti
Pro n.v. X definujeme jeji k-ty moment jako E(X%).
5. Bud X ~ U(a,b). Na pfedndsce jsme si ukazovali vipocet E(X).

(a) Spoctéte analogicky E(X?) a odsud var(X).

(b) Alternativné, uvédomte si napied, jaké je rozdéleni veli¢iny ¥ = X — E(X).
Pak spoctéte E(Y2), coz je var(X).

(a) Necht X je diskrétni nebo spojitd ndhodna veli¢ina a X > 0 skoro jisté (tim se
mysli, ze P(X > 0) =1). Pokud E(X) existuje, tak E(X) > 0. Dokazte.

(b) Necht Y, Z jsou diskrétni nebo spojité ndhodné veli¢iny a Y < Z skoro jisté.
Pokud E(Y), E(Z) existuji, tak E(Y) < E(Z). Dokazte.

Samplovani

7. Necht X7, ..., X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim se stiedni
hodnotou u a rozptylem o2. Ozna¢me S,, = (X1 +- - -+ X,,)/n. To miZzeme povazovat
za odhad stfedni hodnoty p primérem z n pokusu.

(a) Urcete E(S,,) a var(Sy,).
(b) Ukazte, jak lze poéitat S, z S,,—1, X, a n.
(c) Pouzijte vhodné X;, aby p obsahovalo ¢islo 7. Sestavte program v libovolném

jazyce a spocitejte pomoci néj hodnotu 7. (Jak velké n myslite, Ze bude potieba
pro pét spravnych &islic?)

Modelovani pomoci ndhodnych veli¢in

8. Pan Chen Cheng navstivil Prahu a v uniformné ndhodny cas se objevi na Staro-
méstském nameésti. Kazdou celou hodinu od 9:00 do 23:00 se na orloji objevuje 12
figur apostolu. (Pro ucely této tlohy predpokladejme, Ze apoStolové se objevi jen na
okamzik a hned zase zmiz.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze pan Cheng uvidi apostoly, aniz by ¢ekal déle nez
15 minut.

(b) Co kdyZ pan Cheng prijde na Staroméstské ndmésti v uniformné ndhodném
case po poledni, tj. 12:00-24:007



9. Predpokladejme, Ze u postovni prepazky trva vytizeni jednoho zakaznika cas,
ktery ma exponencialni rozdéleni a stredni hodnotu 4 minuty.

(a) Jaky je parametr A, jakd je distribu¢ni funkce?

(b) Jakd je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat vice nez 4 minuty?

(c) Jaka je pravdépodobnost, ze budeme ¢ekat néco mezi 3 a 5 minutami?

10. Rikdme, ze ndhodnéa veli¢ina X (resp. jeji rozdéleni) nemd pamét, pokud
P(X>s+t|X>s)=P(X >t)

pro s,t > 0. Jinymi slovy, doba, kterou jsme jiz ¢ekali, nema vliv na dobu, kterou
budeme jesté cekat. Uz jsme vidéli, ze geometrické rozdéleni nema pamét. Ukazte,
ze ani exponencidlni rozdéleni nema pamét. Plati dokonce, Ze je to jediné spojité
rozdéleni na kladnych ¢éisel bez paméti (a geometrické je jediné diskrétni bez paméti),
ale to dokazovat nemusite.

11. Necht X; ~ Fxp(\;) pro i = 1,...,n jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny. Oznacme
M =min(Xy,...,X,). Ukazte, ze M ~ Ezp(A + -+ + A\p).

12. Budeme modelovat mnozstvi snéhu, ktery bude na Silvestra v lyzarském aredlu
Jestéd, pomoci normélniho rozdéleni se stfedni hodnotou 40 (centimetrii) a sméro-
datnou odchylkou 10.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ndm model uréi zdpornou hodnotu snéhové po-
kryvky?

(b) Jakd je pravdépodobnost, ze snéhu napadne 50-70 cm?

Hodnoty ®(z) si spocitejte v Pythonu nebo v R, pfipadné se podivejte do tabulky na
https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_normal_table (sekce Cummulative).

Bonusy

13. Navod, jak overit, ze hustotz; normalniho rozdéleni se opravdu zintegruje na 1.
Chceme vypocitat [ = ffooo e~*/2 dx, resp. ukézat, ze I = \/27m. Ukézeme misto
toho, ze I? = 2. Plat{ totiz

122/00 /OO e_mz/g-e_yz/dedy
—oo J—o0

a tento dvojny integral se velmi zjednodusi po prevodu do polarnich souradnic.



14.

(a) Uvazme seznam statl svéta a jejich aktudlnitho poctu obyvatel. Odhadnéte,
kolik z téchto pocti zafing jednickou! (Lhostejno, na které pozici na prvnf
jednicka je.)

(b) Srovnejte s néjakou skuteénou tabulkou, napt. na https://www.worldometers.
info/world-population/population-by-country/.

(¢) Promyslete, pro¢ by to tak mohlo byt. P¥ipadné si prectéte o Benfordové zd-
konu.

15. Stredni hodnota diskrétni i spojité nahodné veli¢iny spliuje

]E(X):/OOOP(X>t)dt—/_O P(X < t)dt.

K procviceni

16. Necht U ~ U(0,1) a p € [0,1]. Uvazme funkci

0 proz>p,
g(t) =
1 prox <p.

Co muzete ict of n.v. X = g(U)? Spoététe jeji stfedni hodnotu dvéma zpusoby —
primo ze znalosti jejiho rozdéleni i pomoci pravidla LOTUS.

17. Necht Fx je ddna predpisem Fx(z) = 2/3 pro x € [0,3], Fx(z) =0 prox <0
a Fx(z)=1prox > 3. Necht Y =1/X a Z = X2. Spoctéte

(e

18. Stredni doba zivota harddisku je 4 roky. Prepokladejme, Ze tato doba je popsana
ndhodnou veli¢inou s exponencidlnim rozdélenim. (To neni realisticky pfedpoklad,
viz napf. https://www.backblaze.com/blog/how-long-do-disk-drives-last/.)

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze disk selze béhem prvnich t¥{ let?
(b) Jakd je pravdépodobnost, ze vydrzi alespon 10 let?
(c) Po jaké dobé se rozbije 10 % disku?



19. Plutonium-238 mé polocas rozpadu 87.7 let. Jeho rozpad budeme modelovat
pomoci exponencialniho rozdéleni: pro kazdy atom budeme cas, za ktery se rozpadne,
povazovat za nezdvislou ndhodnou veli¢inu s rozdélenim Ezp(\).

Jaké je A?

b) Jaké je stfedni doba Zivota atomu 238Pu?

(c
(d) Kolik procent atomu se rozpadne po 50 letech? (Mimochodem, nékteré kosmické
sondy a nékteré kardiostimulatory pouzivaji rozpad 2**Pu jako zdroj energie.)

(a
(

Po jaké dobé se rozpadne 90 % atomu?

)
)
)
)

20. Pozorujeme meteoricky roj. Doba, za kterou uvidime meteor, je exponencialné
rozdélend se stfedni hodnotou 1 (minuta).

(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze budeme muset ¢ekat vice nez 5 minut?
(b) Jakd je pravdépodobnost, ze se dockdme za nejvyse jednu minutu?

(c) * Jaké je rozdéleni ¢asu, kdy uvidime druhy meteor? T¥etd, ... (Pfedpokladdme,
Ze jednotlivé meteory jsou navzdjem nezavislé.)

21. Necht X ~ N(0,1), Y ~ N(1,4).

(a) Najdéte linedrni funkei f(t) = a-t+b, aby f(Y") méla stejnou distribuci jako X.
(b) Spoitéte P(X < 1), P(X > 2).
(c) Spoctéte P(Y < 0), P(Y > 2).

22. Bud Y minimum z & uniformné ndhodnych ¢isel z intervalu [0, 1]. Spoctete E(Y).

23. Frantovi jsme ve skoku do dalky namérili 9 metri, coz prekonava svétovy rekord
0 5 cm. Pii méfeni jsme se ovSem dopustili chyby s rozdélenim N(0,0.01). Jaka je
pravdépodobnost, ze byl rekord skutecné prekonan?

24. Necht X ~ N(0,1) a Y = | X]|. Urcete E(Y) a var(Y).



